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TRAITÉ 


DE  , 


jr  j^ 


GEOMETRIE    DESCRIPTIVE. 


OUVRAGES  DE  L'AUTEUR* 


DISCOURS  SUR  L'ART  DU  TRAIT  ET  LA  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE i  fr.  lo  cent. 

TRAITÉ  DE  PERSPECTIVE,  contenant  les  Tracés  pour  les  Tableaux  Plans  et  Courbes,  les  Bas- 
Reliefs  et  les  Décorations  théâtrales,  avec  une  Théorie  des  effets  de  perspective;  i  vol.  in-4" 
avec  atlas  in-folio  de  45  planches,  dont  8  doubles 4o  fr. 


L'Auteur  et  l'Éditeur  de  cet  ouvrage  se  réservent  le  droit  de  le  traduire  ou  de  le  faire  traduire  en  toutes 
langues.  Ils  poursuivront,  en  vertu  des  Lois,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toutes  contrefaçons,  soit  du 
texte,  soit  des  gravures,  et  toutes  traductions,  faites  au  mépris  de  leurs  droits. 

Le  dépôt  légal  de  cet  ouvrage  (F^  Partie)  a  été  fait  à  Paris  dans  le  cours  du  mois  d'août  t86o,  et  toutes 
les  formalités  prescrites  par  les  Traités  sont  remplies  dans  les  divers  États  avec  lesquels  la  France  a  conclu 
des  conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci-dessous,  la  signature  de  l'Éditeur, 
sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les  fabri- 
cants et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 


TRAITÉ 


DE 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE, 


Par  Jules  DE  LA  GOURNERIE, 

INGÉNIEUR   EN    CHEF   DES   PONTS   ET   CHAUSSÉES,    PROFESSEUR   DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE 

A  l'École  polytechnique  et  au  conservatoire  des  arts  et  métiers. 


Les  mathématiques  ont  des  inventions  très- 
subtiles,  et  qui  peuvent  beaucoup  servir  tant  à 
contenter  les  curieux  qu'à  faciliter  tous  les  arts 
et  diminuer  le  travail  des  hommes. 

Descarïes  {Discours  de  la  Méthode), 


PREMIÈRE  PARTIE.  -  TEXTE. 


PARIS, 


MALLET-BACHELIER,  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DE  l'égole  impériale  polyteghisique,  de  l'école  ceî^trale  des  arts  et  manufactures. 

Quai  des  Augustins,  55, 

1860 

(L'Auteur  et  FÊditeur  se  réservent  le  droit  de  traduction,) 


AVANT-PROPOS. 


Le  Traité  de  Géométrie  descriptive  dont  je  présente  au  public  la  pre- 
mière Partie  est  préparé  depuis  plusieurs  années;  mais,  afin  de  ]e  maintenir 
d'une  manière  plus  sûre  dans  Fesprit  des  applications,  j'avais  résolu  de  ny 
mettre  la  dernière  main  qu'après  avoir  composé  des  ouvrages  spéciaux  sur 
les  principaux 'arts  graphiques.  J'ai  commencé  par  la  Perspective,  parce 
qu'elle  a  un  trait  particulier;  j'allais  m'occuper  de  la  Stéréotomie,  C|iiand 
quelques  demandes  qui  m'ont  été  faites,  et  plus  encore  la  crainte  de  beau- 
coup retarder  la  publication  de  ce  Traité  de  Géométrie  descriptive,  m'ont 
décidé  à  revenir  sur  ma  première  détermination.  Pendant  le  travail  que  j'ai 
fait  pour  revoir  et  compléter  mon  ouvrage,  j'ai  tenu  toujours  les  yeux  fixés 
sur  les  applications,  clierchant  ainsi  à  rester  fidèle,  au  moins  dans  son  esprit, 
au  programme  que  je  m'étais  tracé. 

Cette  première  Partie  renferme  quatre  Livres.  Le  premier  est  relatif  aux 
Lignes  droites  et  aux.  Plans,  le  second  aux.  Cylindres,  aux  Cônes  et  aux  Sur- 
faces de  Révolution,  le  troisième  à  la  Méthode  des  Projections  cotées,  et  le 
quatrièm-C  aux  Perspectives  axonométrique  et  cavaliè.re.  Ils  forment  un 
Traité  élémentaire  qui  suffit  à  la  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes, 
La  seconde  Partie  contiendra  les  Tracés  relatifs  à  la  Détermination  des 
Ombres  sur  les  figures  géométrales  et  axonométriques,  les  principales  pro- 
positions de  la  Théorie  de  la  Courbure  des  Surfaces  avec  ses  applications 
aux  arts  graphiques,  et  les  constructions  qui  concernent  les  Surfaces  réglées, 
hélicoïdales  et  topographiques. 

La  Géométrie  descriptive  telle  qu'elle  a  été  constituée  par  Monge  est  on 
résumé  des  principaux  tracés  des  arts  graphiques,  et  une  méthode  de  Géo- 
métrie basée  sur  la  transformation  des  figures  par  la  projection.  Le  plus 
souvent  l'illustre  géomètre  s'appuie  sur  des  théorèmes  pour  établir  des  con- 
structions, mais  quelquefois  il  développe  des  constructions  pour  démontrer 
des  théorèmes. 

Je  considère  la  Géométrie  descriptive  seulement  sous  le  premier  point  de 
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vue,  c'est-à-dire  comme  la  science  abstraite  du  Trait.  Quand  je  présente  des 
considérations  de  Géométrie  générale ,  c'est  pour  arriver  à  des  tracés  pra- 
tiques, ou  pour  lever  les  difficultés  que  les  constructions  peuvent  présen- 
ter dans  quelques  circonstances. 

M.  Olivier  a  proposé  pour  résoudre  les  problèmes  de  la  Géométrie  des- 
criptive une  méthode  qui  a  reçu  Tassentiment  de  plusieurs  professeurs  dis- 
tingués, et  qui  est  suivie  dans  quelques  établissements.  J'ai  conservé  dans 
mon  enseignement  les  procédés  ordinaires.  Comme  la  question  est  impor- 
tante, je  crois  devoir  l'examiner,  et  faire  connaître  les  motifs  qui  m'ont 
décidé. 

La  méthode  de  M.  Olivier  consiste  à  abandonner,  dans  chaque  problème, 
les  plans  de  projection  qui,  d'après  la  nature  des  données,  ont  été  choisis 
pour  la  représentation  du  système  géométrique  que  Ton  considère,  et  à  en 
prendre  d'autres  sur  lesquels  les  grandeurs  des  inconnues  sa  manifestent 
immédiatement.  Ce  changement  de  plans  coordonnés  est  obtenu,  soit  par 
des  rabattements  successifs  de  plans  de  projection  auxiliaires  devant  le  sys- 
tème fixe,  soit  par  des  rotations  du  système  devant  les  premiers  plans. 

La  méthode  présente  ainsi  une  marche  certaine  et  réguhère ,  quand  on 
étudie  un  ensemble  géométrique  déjà  représenté  sur  des  plans  de  projection^ 
mais  non  pas  lorsque  le  problème  consiste  à  composer  un  système  de  sur- 
faces et  de  lignes  qui  satisfasse  à  des  conditions  données.  Il  convient  encore 
d'observer  que  certaines  inconnues,  telles  que  la  transformée  par  dévelop- 
pement d'une  courbe  tracée  sur  un  cylindre,  ne  peuvent  être  trouvées  par 
un  changement  de  plans. 

Dans  les  procédés  ordinaires  de  la  Stéréotomie,  on  conserve  invariable- 
ment la  projection  horizontale  des  objets,  mais  on  en  fait  quelquefois  plu- 
sieurs élévations,  et  m.ême  des  projections  obliques.  La  méthode  proposée 
par  M.  Olivier  ne  conduit  donc  à  des  tracés  nouveaux  que  lorsqu'elle  exige 
le  changement  des  deux  plans  de  projection,  et  dans  ce  cas  elle  convient  peu 
aux  applications,  notamment  à  la  Stéréotomie  :  ce  Lorsqu'on  considère  un 
système  abstrait  de  lignes  et  de  surfaces,  on  peut  sans  inconvénient  le  sup- 
poser transporté  d' une  manière  quelconque  •  mais  quand  il  s'agit  d'un  ouvrage 
d'architecture,  tel  qu'une  voûte  ou  un  escalier,  il  convient  de  le  considérer 
dans  sa  position  naturelle  et  de  l'étudier  sur  son  plan  et  ses  élévations.  Si 
on  le  fait  tourner  dans  l'espace,  si  on  le  projette  sur  des  plans  dont  aucun 
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ne  soit  horizontal,  l'esprit  a  quelque  peine  à  se  le  figurer,  et  les  tracés,  quoi- 
que aussi  simples  sous  le  rapport  géométrique 5  deviennent  moins  faciles  à 
saisir  (i).  » 

Je  suis  convaincu  que  quiconque  aura  essayé  de  résoudre  des  problèmes 
de  Stéréotomie  en  changeant  les  plans  de  projection,  reconnaîtra  la  jus- 
tesse de  ces  considérations.  Du  reste,  c'est  aux  défenseurs  de  la  méthode 
de  montrer  qu'elle  se  prête  facilement  aux  applications;  ils  doivent  pré- 
parer pour  les  différents  arts  graphiques  des  Traités  qui  puissent  remplacer 
ceux  qui  sont  généralement  adoptés.  Jusqu'à  ce  que  ce  travail  soit  fait,  je 
crois  que  tout  professeur  sérieusement  préoccupé  de  la  pratique  restera  atta- 
ché aux  anciens  procédés. 

J'ai  parlé  de  la  méthode  du  changement  des  plans  de  projection  comme  si 
elle  était  nouvelle,  mais  en  réalité  elle  date  du  xvii^  siècle.  Je  n'accuse  pas 
M.  Olivier  de  plagiat;  je  suis  parfaitement  convaincu  qu'il  ignorait  cette 
circonstance,  et  je  reconnais  qu'il  a  donné  à  la  méthode  des  développements 
considérables;  mais  Abraham  Bosse  a  publié,  en  i643,  un  ouvrage  où, 
d'après  Desargues,  il  donne  des  tracés  pour  l'appareil  des  voûtes  simples 
en  changeant  les  plans  de  projection  (2) . 

Ce  livre,  qui  d'ailleurs  est  assez  obscur,  n'a  pas  été  bien  accueilli  par  les 
praticiens  qui  ont  repoussé  la  manière  de  Desargues.  Plus  tard,  Frézier  a 
exposé  la  méthode  avec  clarté  dans  son  Traité  de  Stéréotomie^  mais  elle  n'a 
pas  été  mieux  accueillie  (3).  Enfin  Monge  xien  a  donné  aucun  exemple  dans 
la  collection  des  épures  de  l'Ecole  Polytechnique  [L\).  Le  changement  systé- 

(i)  Ce  passage  est  extrait  textuellement  de  mon  Discours  sur,  V Art  du  Trait,  Remplaçant  M.  Olivier 
au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  je  devais  dire  pour  quels  motifs  je  n'adoptais  pas  sa  méthode. 

(2)  Pratique  du  Trait  à  preuves  de  M,  Desargues. 

(3)  La  phrase  suivante  de  Frézier  fait  connaître  comment  cet  auteur  apprécie  la  méthode  de 
Desargues  : 

«  C'est  proprement  dans  ces  sortes  de  Traits  et  les  suivants,  que  la  méthode  de  Desargues  est  intrin- 
sèquement différente  de  l'ordinaire  des  auteurs  de  la  coupe  des  pierres  ;  mais,  bien  loin  de  la  trouver 
ridicule  comme  eux,  je  lui  donnerais  la  préférence  sur  toute  autre,  si  elle  présentait  un  peu  plus 
distinctement  à  l'idée  les  avances  et  les  reculements  des  surfaces  des  panneaux,  dont  les  figures  sont 
un  peu  difficiles  à  trouver  et  à  reconnaître  dans  leur  place;  c'est  la  seule  raison  qui  m'a  empêché 
de  la  suivre.  » 

(4)  Monge  avait  évidemment  beaucoup  étudié  Tancien  Trait.  Il  serait  absurde  de  supposer  qu'il  ne 
connût  pas  une  méthode  exposée  avec  soin  dans  un  ouvrage  didactique  très-répandu  dans  la  seconde 
moitié  du  dix-huitième  siècle. 
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raatiqiie  des  pians  coordonnés  pour  la  solution  des  problèmes  était  donc 
jugé  et  condamné  quand  il  a  été  proposé  par  M.  Olivier.  Si  cependant  cette 
méthode  a  été  bien  accueillie  par  quelques  professeurs,  qui  probablement  ne 
connaissent  pas  l'ancien  Trait,  c'est  qu'elle  s'est  adressée  à  des  géomètres,  et 
non  à  des  praticiens,  qu'elle  s'est  occupée  de  problèmes  abstraits,  et  non  d'ap- 
plications. 

Quand  on  étudie  les  tracés  ordinaires  de  la  Stéréotomie,  on  reconnaît 
qu'ils  reviennent  quelquefois  à  un  changement  des  plans  coordonnés,  mais 
par  des  opérations  partielles,  et  de  manière  qu'il  soit  toujours  facile  de  suivre 
les  grandeurs  dans  l'espace^  en  sorte  que,  suivant  l'ordre  logique  du  déve- 
loppement  de  Fart,  les  procédés  usuels  doivent  être  regardés,  dans  plusieurs 
circonstances,  comme  un  perfectionnement  de  la  méthode  trop  mécanisée  de 
Desargues. 

Je  consacre  un  paragraphe  au  changement  des  Plans  de  projection,  parce 
que  ce  procédé  peut  être  utile,  et  parce  que  sa  connaissance  est  exigée  par 
les  Programmes  officiels. 

Il  y  a  plus  de  soixante  ans  que  Monge  a  constitué  la  Géométrie  descrip- 
tive ;  il  est  naturel  de  se  demander  si  depuis  cette  époque  la  connaissance  des 
arts  graphiques  s'est  beaucoup  répandue.  On  le  croit  généralement,  d'abord 
parce  qu'on  suppose  que  cela  doit  être,  et  ensuite  parce  qu'il  existe  un  grand 
nombre  de  dessinateurs  fort  habiles  à  représenter  par  des  figures  géomé- 
trales  les  machines  et  les  édifices  les  plus  corapliqués.  Mais  la  question  que 
j'ai  posée  ne  concerne  que  le  Trait,  c'est-à-dire  les  tracés  qui,  tels  que  ceux 
de  la  Perspective  et  de  la  Stéréotomie,  ont  besoin  d'être  justifiés  par  quel- 
ques raisonnements  géométriques. 

Il  serait  difficile  d'avoir  une  réponse  certaine  :  je  me  contenterai  d'énoncer 
mon  opinion,  non  pas  sans  doute  avec  la  pensée  de  trancher  la  question, 
mais  pour  appeler  l'attention  sur  un  point  important.  Je  crois  qu'il  y  a  une 
certaine  décadence  relative;  ainsi,  en  examinant  un  grand  nombre  d'édifices 
dans  les  différentes  parties  de  la  France,  je  suis  arrivé  à  conclure  que  le 
nombre  des  bons  appareilleurs  est  maintenant  moins  grand,  eu  égard  à  la 
grande  quantité  de  travaux  de  maçonnerie  que  l'on  exécute,  que  dans  les 
xvif  et  xviif  siècles. 

Des  observations  analogues  peuvent  être  faites  sur  plusieurs  autres  arts 
graphiques.  L'œuvre  de  Monge  devait  amener  des  résultats  très-différents j, 
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et  étendre  beaucoup  la  connaissance  du  Trait,  mais  ses  conséquences  n'ont 
pas  été  ce  que  l'on  devait  espérer.  Cela  tient  à  plusieurs  causes  :  quelques- 
uns  des  savants  qui  ont  écrit  sur  la  Géométrie  descriptive  se  sont  moins 
occupés  des  questions  utiles  dans  les  applications  que  de  celles  qui  se  ratta- 
chent à  des  théories  intéressantes  ;  ensuite  les  arts  graphiques  sont  tombés 
daus  un  grand  discrédit.  La  Stéréotomie,  la  Perspective,  la  Gnomonique 
étaient  considérées  autrefois  comme  des  arts  sérieux  et  qui  doivent  être  étu- 
diés avec  soin.  Depuis  que  Monge  a  montré  cpie  leurs  tracés  peuvent  être 
ramenés  à  un  petit  nombre  d'opérations  élémentaires  (et  tous  les  arts  peu- 
vent être  soumis  à  une  semblable  analyse),  on  en  a  conclu  que  leurs  diffi- 
cultés étaient  nulles,  et  que  quelques  études  de  Géométrie  descriptive  suffi- 
saient pour  familiariser  avec  leurs  méthodes  (i). 

Rien  ne  montre  mieux  à  quel  point  le  Trait  est  peu  connu  maintenant, 
que  la  manière  dont  l'ouvrage  de  M.  Olivier  a  été  accueilli.  Je  crois  que  s'il 
avait  paru  dans  le  siècle  dernier,  on  aurait  signalé  immédiatement  la  réappa- 
rition de  la  manière  de  Desargues,  et  que  Ton  aurait  rappelé  son  peu  de 
succès  et  son  abandon  définitif. 

Je  présente  ces  considérations,  bien  moins  comme  une  critique  générale, 
que  pour  montrer  dans  quel  esprit  j'ai  écrit  cet  ouvrage.  Je  dois  ajouter  que 
la  nécessité  de  me  conformer  aux  Programmes  adoptés  et  aux  habitudes  de 
l'enseignement  m'a  quelquefois  un  peu  éloigné  de  la  marche  que  j'aurais 
désiré  suivre.  Cette  observation  concerne  à  peu  près  exclusivement  les  deux 
premiers  Livres. 

Après  le  Traité  de  Monge,  les  ouvrages  que  j'ai  le  plus  consultés  sont  ceux 
de  mes  prédécesseurs  à  l'Ecole  Polytechnique,  MM.  Hachette  et  Leroy,  et 
ceux  de  MM.  Vallée,  Babinet  et  Lefébure  de  Fourcy.  Je  dois  aussi  mentionner 
le  Mémoire  de  M.  Noizet  sur  les  Projections  cotées  [Mémorial  du  Génie^ 
VF  vol.,  1823),  et  celui  de  M.  William  Farish  sur  la  Perspective  isométri- 
que [Transactions  de  la  Société  Philosophique  de  Cambridge,  F''  vol. ,  1 820) . 


(i)  Après  avoir  exposé  sur  la  Perspective  quelques  considérations  des  plus  élémentaires,  Brisson 
ajoute  :  «  Ces  diverses  observations  suffisent,  pour  mettre  les  personnes  qui  sont  au  courant  des 
méthodes  de  la  Géométrie  descriptive,  en  état  d'abréger  dans  un  grand  nombre  de  cas  et  de  sim- 
plifier beaucoup  les  opérations  qu'exige  la  pratique  de  la  perspective  linéaire.  » 

Je  choisis  ce  passage  entre  bien  d'autres,  parce  qu'il  est  dans  les  Leçons  annexées  à  la  Géométrie 
descriptive  de  Monge. 

b 
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J'ai  présenté  avec  quelque  soin  la  résolution  de  Fangle  tiièdre,  parce  que 
cette  question  a  de  Finiportance  en  Stéréotomie. 

M.  Maydieu,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  in  à  signalé  l'utilité 
de  déterminer  les  points  d'inflexion  des  transformées  par  développement  des 
sections  planes  des  cônes.  On  y  parvient  facilement  à  l'aide  du  théorème 
donné  par  M.  Catalan  pour  les  courbures  des  transformées  des  lignes  tracées 
sur  les  surfaces  développables  [Comptes  rendus  de  t\4cadémie  des  Scien- 
ces^ 1843).  J'ai  établi  cette  proposition  par  des  considérations  très-simples, 
mais  seulement  pour  le  cas  que  j'avais  à  considérer,  celui  où  le  rayon  de 
courbure  devient  infini. 

La  perspective  axonométrique  a  été,  dans  ces  dernières  années,  l'objet  de 
plusieurs  publications  en  Italie,  et  surtout  en  Allemagne  (i) .  Je  n'ai  emprunté 
aux  auteurs  étrangers  que  quelques  expressions,  et  j'ai  conservé,  pour  Tex- 
position,  la  méthode  que  j'emploie  dans  mon  enseignement  depuis  dix  ans. 

Il  suffit  de  connaître  la  Géométrie  élémentaire  pour  pouvoir  comprendre 
ce  Traité.  Je  m'appuie,  il  est  vrai,  sur  quelques  théorèmes  relatifs  aux  courbes 
et  aux  surfaces  du  second  degré,  mais  ils  sont  en  petit  nombre,  et  je  les  ai 
indiqués  de  manière  qu'ils  puissent  être  acceptés,  comme  postulata^  par  les 
lecteurs  qui  ne  les  connaissent  pas. 

Les  théories  de  M.  Poncelet  sur  les  sécantes  idéales  et  les  figures  homoîo- 
giques,  et  celles  de  M.  Chastes  sur  les  fonctions  anharmoniques  éclairent  plu- 
sieurs questions  de  Géométrie  descriptive,  et  peuvent  fournir  des  solutions 
graphiques;  mais  je  n'aurais  pu  m' appuyer  sur  elles  sans  en  avoir  exposé 
d'abord  les  principales  parties,  ce  qui  m'eût  entraîné  assez  loin.  J'ai  seule- 
ment indiqué  dans  des  notes  quelques  passages  du  Traité  des  Propriétés 
projectives  de  M.  Poncelet,  qui  se  rattachent  directement  au  sujet. 


(i)  Je  citerai  principalement  : 

Lehrhuch  der  Axonometrie,  par  MM.  Meyer,  Leipsig,  i852,  i853  et  i855. 

Theoretisch-pratlischer  Lehrgang  der  Axonometrie,  par  M.  Robert  Schmidt.  Leipsig ,  1859. 

Ce  dernier  ouvrage  contient  une  liste  de  huit  autres  publications  faites  en  Allemagne  sur  le  même 
sujet,  soit  par  des  ouvrages  spéciaux,  soit  dans  diverses  Revues  consacrées  aux  sciences  ou  au  génie 
civil.  On  voit  la  grande  importance  que  nos  voisins  attachent  à  la  perspective  axonométrique^ 
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Solutions  graphiques. 

1.  En  mathématiques  les  problèmes  d'application  peuvent  être  résolus  par  des 
constructions  graphiques  ou  par  des  calculs  numériques.  Il  est  généralement  facile 
de  reconnaître,  d'après  la  nature  de  la  question,  quel  est  celui  des  deux  modes  de 
solution  qui  doit  être  préféré;  ce  n'est  que  dans  des  cas  assez  rares  que  l'on  peut 
employer  indifféremment  l'un  ou  l'autre. 

Dans  les  problèmes  de  géométrie  plane,  les  lignes  et  les  points  pouvant  être  tous 
placés  sur  une  feuille  de  dessin,  des  constructions  graphiques  sont  aisément  appli- 
cables, et  les  difficultés  que  l'on  rencontre  sont  spéciales  aux  questions  que  l'on 
examine.  Mais  quand  on  considère  des  corps,  ou  bien  des  lignes  qui  ne  sont  pas 
toutes  dans  un  même  plan,  il  faudrait  faire  des  tracés  dans  l'espace.  Cela  n'est  pas 
absolument  impossible,  et  on  trouve  dans  quelques  arts  des  exemples  de  cette  ma- 
nière d'opérer;  mais  ce  sont  des  exceptions,  et  on  peut  dire  qu'en  général,  pour 
qu'une  question  puisse  être  résolue  graphiquement,  il  est  nécessaire  qu'on  puisse 
la  ramener  à  un  problème  de  géométrie  plane.  Il  faut  donc  une  méthode  qui  per- 
mette de  représenter  sur  un  plan,  sans  indétermination,  des  figures  situées  dans 
l'espace,  et  de  résoudre  par  des  tracés  sur  le  plan  les  problèmes  que  l'on  peut  se 
proposer  sur  ces  figures. 

Aperçu  de  la  méthode. 

2.  Si  l'on  veut  représenter  une  maison,  on  en  dessinera  la  façade  [fig.  i).  Les 
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lignes  des  croisées  sont  sur  un  même  plan  vertical  et  peuvent  être  tracées  sans  dif- 
ficulté. Quant  aux  points  qui  ne  sont  pas  sur  ce  plan,  on  les  y  ramène  par  des  per- 
pendiculaires :  les  extrémités  du  faîte  sont  ainsi  représentées  aux  pieds  a'  et  h'  des 
perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  le  plan  de  la  façade. 

l^^  figure  I  donne  une  idée  de  là  maison,  elle  en  fait  connaître  les  dimensions  en 
longueur  et  en  hauteur,  mais  elle  n'indique  ni  la  saillie  du  perron,  ni  la  profon- 
deur de  l'édifice. 

5.  On  peut,  d'après  les  mêmes  principes,  représenter  la  maison  sur  le  sol  consi- 
déré comme  un  plan  horizontal.  On  obtient  ainsi  la  figure  2,  où  les  divers  points 
élevés  au-dessus  de  terre  sont  indiqués  par  leurs  projections,  c'est-à-dire  par  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  sur  le  sol. 

L'a  figure  2  donne  les  dimensions  en  longueur  et  en  largeur,  mais  elle  ne  fait  pas 
connaître  les  hauteurs  des  différents  points.  Elle  ne  définit  pas  la  maison  plus 
complètement  que  la  figure  i,  mais  elle  fournit  les  dimensions  perpendiculaires  au 
plan  de  la  façade  que  l'on  ne  trouvait  pas  sur  celle-ci.  Elle  lève  donc  toutes  les 
incertitudes  qui  restaient  sur  la  forme  extérieure  de  Tédifice. 

4.  La  figure  i  est  appelée  èlé^^ation  et  la  figure  '2  plan.  Le  plan  et  l'élévation 
sont  deux  figures  distinctes  et  qui  naturellement  devraient  être  sur  des  feuilles 
différentes,  l'une  horizontale  et  l'autre  verticale;  mais  on  les  place  généralement 
sur  une  même  feuille  en  regard  l'une  de  l'autre  et  de  manière  que  leurs  diverses 
parties  se  correspondent.  On  peut  supposer  que  la  feuille  est  horizontale  et  que 
l'on  a  rabattu  sur  elle  l'élévation  qui  était  établie  sur  une  autre  feuille  placée 
verticalement  sur  la  ligne  XY,  en  la  faisant  tourner  autour  de  cette  droite. 

L'élévation  ainsi  placée  couvre  les  allées  du  jardin  et  les  autres  parties  du  plan 
situées  au  delà  de  la  ligne  XY;  on  les  trace  en  trait  plus  léger  ou  en  lignes  ponc- 
tuées. On  représente  également  par  des  lignes  légères  ou  ponctuées  les  fonda- 
tions et  toutes  les  parties  de  l'élévation  qui  sont  recouvertes  par  le  sol  et  le  plan 
de  la  maison. 

On  dispose  généralement  les  dessins  de  manière  que  les  parties  importantes  du 
plan  et  de  l'élévation  ne  soient  pas  recouvertes. 
Nous  parlerons  plus  loin  de^  figures  3  et  4- 

Représentation  des  points,  des  droites  et  des  plans  sur  deux  plans  coordonnés. 

5.  Nous  allons  maintenant  présenter  les  projections  d'une  manière  abstraite. 

La  perpendiculaire  ka  abaissée  d'un  point  A  [fig-  5)  sur  un  plan  fixe  P  est  la 
projetante  de  ce  point;  son  pied  a  est  \^  projection  du  point.  Tous  les  points  de  la 
projetante  ont  la  même  projection  a  sur  le  plan  P. 

Le  point  A  peut  être  projeté  sur  un  autre  plan  Q  par  une  droite  ka^  perpendi- 
culaire à  ce  plan.  Le  plan  des  deux  projetantes  A  a  et  ka^  est  perpendiculaire  aux 
deux  plans  de  projection,  et  par  suite  à  leur  intersection  XY,  que  l'on  appelle 
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ligne  de  terre.  Cette  droite  est  donc  perpendiculaii^e  aux  lignes  ^o  a,  a^  a^  suivant 
lesquelles  le  plan  dont  nous  parlons  coupe  les  plans  de  projection.  Ainsi  les  perpen- 
diculaires abaissées  des  deux  projections  d'un  point  sur  la  ligne  de  terre  se  rencon- 
trent en  un  même  point  de  cette  droite. 

Si  Ton  connaît  les  deux  projections  a  et  aj,  les  projetantes  seront  déterminées, 
et  leur  intersection  A  le  sera  également.  Il  n'y  aurait  d'exception  que  si  les  deux 
plans  P  et  Q  étaient  parallèles,  parce  qu'alors  les  projetantes  formeraient  une  même 
droite. 

Deux  points  a  et  a^  pris  sur  les  plans  P  et  Q  seront  les  projections  d'un  même 
point  de  l'espace,  toutes  les  fois  que  les  perpendiculaires  aa^  et  a^a^,  abaissées  de 
ces  points  sur  la  ligne  de  terre,  la  rencontreront  en  un  même  point  a^,  parce  que 
les  projetantes  étant  dans  le  plan  déterminé  par  les  lignes  auç^  et  a^  a^  se  rencontre- 
ront nécessairement. 

On  appelle />/am  coordonnés  \e^  deux  plans  P  et  Q  que  l'on  choisit  pour  y  rap- 
porter par  des  projections  les  différents  points  de  l'espace.  On  les  prend  générale- 
ment rectangulaires,  l'un  horizontal  et  l'autre  vertical. 

Les  plans  coordonnés  étant  à  angle  droit,  tout  point  de  chacun  d'eux  se  pro-- 
jette  sur  l'autre  en  un  point  de  la  ligne  de  terre. 

6.  L'ensemble  des  projections  des  points  d'une  ligne  sur  un  plan  forme  la  pro- 
jection de  la  ligne  sur  ce  plan.  Pour  une  droite  AB  {jfig.  6),  les  projetantes  des  dif- 
férents points  sont  dans  un  plan  AabB  qui  est  perpendiculaire  au  plan  de  projec- 
tion considéré  P.  La  projection  ab  de  AB  est  l'intersection  de  ces  deux  plans,  et  par 
conséquent  la  projection  d'une  ligne  droite  est  une  ligne  droite. 

Le  plan  AaèB  est  ^s^^Xé  plan  projetant. 

A  chaque  projection  ab  ou  a^b^  correspond  un  plan  projetant.  Une  droite,  dont 
on  connaît  les  projections  sur  deux  plans  coordonnés,  est  ainsi  déterminée  par  l'in- 
tersection de  deux  plans  projetants. 

Deux  droites  indéfinies,  prises  arbitrairement  sur  les  plans  coordonnés,  peu- 
vent être  considérées  comme  les  projections  d'une  même  droite;  il  faut  excepter 
le  cas  011  elles  rencontrent  la  ligne  de  terre  à  angle  droit  et  en  des  points  diffé- 
rents, parce  que  les  plans  projetants  qu'elles  déterminent  sont  alors  parallèles 
comme  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre. 

7.  Nous  désignerons  un  point  ou  une  droite  de  l'espace  par  ses  deux  projections, 
en  indiquant  la  projection  horizontale  la  première.  Nous  dirons  ainsi  le  point 
(a,  a,)  et  la  droite  [ab,  aj?^)  {Jig.6). 

Un  point  situé  sur  le  plan  horizontal,  tel  que  le  pointé  {/ig.  5),  se  confond  avec 
sa  projection  horizontale;  sa  projection  verticale  se  trouve  sur  la  ligne  de  terre  en  èo- 
c'est  donc  le  point  (è,&o)-  Nous  emploierons  cette  notation  quand  nous  vou- 
drons rappeler  que  la  projection  verticale  du  point  est  sur  la  ligne  de  terre;  mais, 
en  général,  nous  dirons  simplement  le  point  b. 
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La  même  observation  s'étend  aux  points  qui  sont  sur  le  plan  vertical,  et  aux 
droites  situées  sur  l'un  ou  l'autre  des  plans  de  projection, 

8.  On  détermine  la  position  d'un  plan  par  ses  traces  sur  les  deux  plans  coor- 
donnés :  ce  sont  les  droites  NE  et  FK  {Jig,  7)  suivant  lesquelles  il  coupe  ces  plans. 
Chacune  de  ces  lignes  passe  par  le  point  M  où  le  plan  rencontre  la  droite  XY.  Ainsi 
les  deux  traces  d'un  plan  se  coupent  en  un  point  de  la  ligne  de  terre. 

Un  plan  parallèle  a  l'un  des  deux  plans  coordonnés  n'a  pas  de  trace  sur  ce  plan  ; 
sa  trace  sur  l'autre  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

Les  traces  d'un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  sont  parallèles  a  cette  droite. 
Quand  un  plan  est  vertical,  sa  trace  sur  le  plan  vertical  de  projection  est  verti- 
cale, et  par  suite  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  La  trace  horizontale  d'un  plan 
perpendiculaire  au  plan  vertical  est  également  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Deux  droites  situées  sur  les  deux  plans  coordonnés,  et  qui  se  coupent  en  un 
point  de  la  ligne  de  terre,  ou  qui  sont  parallèles  à  cette  droite,  peuvent  toujours 
être  considérées  comme  les  traces  d'un  plan. 

Nous  désignerons  un  plan  par  ses  deux  traces,  en  indiquant  la  trace  horizontale 
la  première  :  nous  dirons  ainsi  le  plan  (NE,  FK). 

Rabattement  du  plan  verticaL  -—  Règles  de  ponctuation, 

9.  Pour  employer  sur  une  seule  feuille  de  dessin  le  mode  de  représentation  que 
nous  venons  d'exposer,  il  suffit  de  supposer  que  le  plan  vertical  entraînant  avec  lui 
les  projections,  les  traces  et  les  lignes  de  construction  que  l'on  peut  y  concevoir,  soit 
rabattu  sur  le  plan  horizontal  par  un  mouvement  de  rotation  autour  de  la  ligne  de 
terre.  Quand  on  raisonne  sur  les  figures  de  l'espace,  et  leurs  relations  avec  les 
plans  coordonnés,  on  doit  toujours  considérer  ceux-ci  dans  leur  position  natu- 
relle; ce  n'est  que  pour  l'exécution  des  tracés  qu'il  faut  supposer  le  plan  vertical 
rabattu. 

10.  Nous  avons  reconnu  (art.  S)  que  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux 
projections  a  et  a^  d'un  point  A  [fig.  5)  sur  la  ligne  de  terre,  se  rencontrent  en  un 
point  Uq  de  cette  ligne.  Lorsque  le  plan  vertical  tourne  pour  se  rabattre  sur  le  plan 
horizontal,  la  projection  a,  décrit  un  quart  de  cercle  autour  du  point  Uq  comme 
centre,  et  la  ligne  UqU^  se  place  en  aou'  sur  le  prolongement  de  aa^.  Par  con- 
séquent, après  le  rabattement  du  plan  vertical,  les  deux  projections  d'un  point  sont 
sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  dé  terre, 

11 .  Les  projections  horizontales  et  les  projections  verticales  peuvent  indifférem- 
ment se  trouver  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  ligne  de  terre  XY  [fig,  10),  Pour 
les  distinguer,  nous  accentuerons  généralement  les  lettres  qui  indiquent  les  pro- 
jections verticales  :  ainsi  les  points  a  et  a'  seront  les  projections  horizontale  et 
verticale  d'un  même  point  (a,   à)  de  l'espace. 

Un  point  est  en  avant  ou  en  arrière  du  plan  vertical,  suivant  que  sa  projection 
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horizontale  est  au-dessous  ou  au-dessus  de  la  ligne  de  terre;  il  est  plus  élevé  ou 
moins  élevé  que  le  plan  horizontal,  suivant  que  sa  projection  verticale  est  au-dessus 
ou  au-dessous  de  cette  ligne. 

D'après  cela,  les  points  {a,  a')  et  (c,  c')  [fig.  lo)  sont  en  avant  du  plan  vertical, 
et  les  points  (&,  h')  et  [d^  d')  en  arrière;  les  points  (a,  a')  et{d,  d')  sont  au-dessus 
du  plan  horizontal,  et  les  points  {h^  b')  et  (c,  d)  au-dessous. 

12.  Après  le  rabattement  du  plan  vertical,  la  partie  postérieure  du  plan 
horizontal  et  la  partie  inférieure  du  plan  vertical  se  trouvent  recouvertes.  On 
trace  toujours  en  ponctué,  tel  que  cb  [fig,  8),  les  projections  qui  sont  recou- 
vertes. 

On  ponctue  aussi  les  projections  des  lignes  qui  sont  cachées,  soit  par  les  plans 
de  projection  considérés  comme  opaques,  soit  par  divers  corps.  Pour  interpréter 
cette  règle,  il  faut  supposer  que  les  objets  représentés  sont  regardés  par  un  spec- 
tateur placé  à  l'infini,  de  manière  que  les  projetantes  puissent  être  considérées 
comme  des  rayons  visuels.  Ainsi^  pour  une  projection  horizontale,  on  supposera  le 
spectateur  élevé  à  une  hauteur  infinie,  et  toutes  les  lignes  du  corps  considéré  qui 
ne  lui  seront  pas  cachées  seront  tracées  en  trait  plein.  Pour  une  projection  verti- 
cale, le  spectateur  sera  a  une  distance  infinie  en  avant  de  ce  plan. 

Les  lignes  de  construction  sont  pointillées,  c'est-a-dire  telles  que  aa'  [fig,  8). 
Lorsqu'elles  ont  beaucoup  d'importance,  on  emploie  un  tracé  mixte  aG  (Jig,  12), 
formé  de  points  et  d'éléments  de  lignes. 

13.  Pour  ponctuer  convenablement  les  projections  d'une  droite,  il  faut  con- 
naître les  points  où  elle  perce  les  plans  de  projection.  Ces  points  sont  appelés 
traces. 

La  trace  verticale  d'une  droite  [ab,  a'b')  [fig,  8),  étant  l'intersection  de  la  droite 
et  du  plan  vertical,  se  projette  horizontalement  au  point  c,  où  la  ligne  de  terre 
coupe  la  projection  horizontale  ab.  Ce  point  doit  d'ailleurs  se  trouver  sur  la  projec- 
tion verticale  de  la  droite;  c'est  donc  le  pointe'.  Par  des  raisonnements  analogues 
on  reconnaît  que  la  trace  horizontale  doit  se  projeter  en  e\  et  se  trouver  au  point  e, 
intersection  de  la  projection  horizontale  ab  avec  la  droite  e'e  perpendiculaire  à  la 
ligne  déterre. 

Les  parties  ae  et  cb  de  la  projection  horizontale  doivent  être  ponctuées  :  la  pre- 
mière parce  qu'elle  représente  une  ligne  située  au-dessous  du  plan  horizontal  et 
cachée "par  lui,  la  seconde  parce  qu  elle  est  recouverte  par  le  plan  vertical  après  son 
rabattement.  Pour  des  motifs  semblables,  les  parties  b'c'  et  a^ e'  de  la  projection  ver- 
ticale ont  été  ponctuées. 

Ld.  figure  9  montre  la  position  de  la  ligne  par  rapport  aux  deux  plans  de  pro- 
jection. Ceux-ci  sont  représentés  par  les  droites  H' H  et  VT,  et  la  ligne  de  terre  par 
le  point  X.  Les  parties  XH'  et  XV'  des  plans  de  projection  qui  sont  recouvertes 
après  le  rabattement,  sont  indiquées  par  un  trait  discontinu.  Les  relations  qui  exis- 
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tent  entre  le^/igures  8  et  9  sont  analogues  à  celles  que  \q^  figures  i  et  c^  ont  avec 
h  figure  4  ••   nous  examinerons  plus  loin  cette  question. 

Sur  la  fi^gure  8  bis  les  projections  de  la  droite  ont  une  disposition  différente,  mais 
les  raisonnements  et  les  constructions  sont  les  mêmes  pour  obtenir  la  trace  hori- 
zontale e  et  la  trace  verticale  c' ,  On  détermine  par  des  considérations  analogues  les 
parties  des  projections  qui  doivent  être  ponctuées,  h^  figure  9  his  montre  la  posi- 
tion de  la  ligne  par  rapport  aux  plans  de  projection. 
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Problêines  élémentaires  sur  les  lignes  droites. 

14,  Trouver  la  grandeur  d'une  droite  dont  on  connaît  les  projections. 

Une  droite  limitée  est  de  même  grandeur  que  sa  projection  quand  elle  lui  est 
parallèle,  ce  qui  arrive  lorsqu'elle  est  parallèle  au  plan  de  projection.  Dans  toute 
autre  position  sa  grandeur  n'est  pas  immédiatement  donnée;  on  la  détermine  en 
rabattant  un  des  deux  plans  projetants  sur  le  plan  de  projection  correspondant. 

Ainsi,  pour  avoir  la  grandeur  de  la  droite  AB  [fig.  11),  on  rabat  le  trapèze  rec- 
tangle AaèB  en  le  faisant  tourner  autour  de  la  projection  ah.  Les  longueurs  des 
côtés  ak  et  6B  sont  données  par  les  lignes  aQa'  et  h^V  situées  sur  l'autre  plan  de 
projection. 

On  voit  sur  la  figure  \  2  la  construction  indiquée  sur  la  figure  î  i .  La  droite 
est  rabattue  sur  le  plan  horizontal  en  A,  B^,  et  sur  le  plan  vertical  en  A'^B'^, 
Pour  ce  dernier  rabattement,  on  prend  des  longueurs  a'-K^  et  6'B'^  égales  à 
aa^  et  hb^. 

Souvent  au  lieu  d'un  trapèze  on  trace  un  triangle  aèG,  dont  le  côté  bG  est  égal 
à  y  g,  différence  de  hauteur  des  points  a'  et  b' ,  La  longueur  cherchée  est  l'hypoté- 
nuse aG  :  nous  voyons  qu'elle  est  plus  grande  que  la  projection  ab;  elle  lui  serait 
égale  si  la  droite  était  parallèle  au  plan  de  projection. 

15.  Les  mêmes  constructions  sont  représentées  sur  X^^  figure  1 2  bis  pour  des  dispo- 
sitions différentes  des  projections.  Les  deux  extrémités  [a,  a')  et  (6,  b')  de  la  droite 
sont,  l'une  au-dessus  du  plan  horizontal  et  l'autre  au-dessous;  par  conséquent, 
lorsqu'on  rabat  le  plan  projetant,  il  faut  porter  les  longueurs  UqM'  et  b^b'  de  côtés 
différents  de  la  projection.  Le  rabattement  .A^B^  doit  passer  par  la  trace  e  de  la 
droite,  ce  qui  fournit  une  vérification. 

Si  l'on  veut  déterminer  la  grandeur  de  la  ligne  par  un  triangle  rectangle,  le 
second  côté  6 G  sera  égal  a  la  longueur  a' g,  différence  de  hauteur  des  points 
a' Qih\ 
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16.  On  peut  encore  déterminer  la  grandeur  d'une  droite  en  la  rendant  paral- 
lèle à  Tun  des  plans  coordonnés,  et  en  cherchant  ce  que  devient  alors  sa  projection 
sur  ce  plan. 

Faisons  tourner  le  plan  projetant  vertical  de  la  droite  (a&,  a  b')  [fig.  i[\)  autour 
de  la  verticale  du  point  a,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  parallèle  au  plan  vertical  de  projec- 
tion. Dans  ce  mouvement  le  point  b  décrit  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  en  a, 
et  vient  se  placer  en  b^  sur  la  droite  a&^  parallèle  a  la  ligne  de  terre.  Le  point 
[b,  ^b')  restant  toujours  à  la  même  hauteur,  sa  projection  verticale  b'  se  meut  sur 
une  parallèle  a  la  ligne  de  terre;  elle  s'arrête  au. point  V^  correspondant  à  h^,  La 
droite  a'  V^  est  donc  la  projection  de  la  ligne  devenue  parallèle  au  plan  vertical,  et 
par  suite  elle  est  sa  vraie  grandeur. 

Les  points  e  et  ^^  traces  horizontales  de  la  ligne  avant  et  après  la  rotation  du 
plan  projetant,  doivent  se  trouver  sur  un  même  arc  de  cercle  décrit  du  point  a 
comme  centre. 

17.  Si  l'on  voulait  déterminer  sur  une  ligne  indéfinie  [ae,  a!  e')  [fig.  i-i  bis)  un 
point  (è,  b')  qui  fût  à  une  distance  donnée  du  point  (a,  a'),  on  pourrait  ramener 
la  droite  sur  le  plan  horizontal  en  rabattant  son  plan  projetant  :  elle  se  placerait 
en  A,e.  On  porterait  alors  la  longueur  donnée  de  A,  en  B^,  et  il  n'y  aurait  plus 
qu'à  chercher  les  projections  du  point  B<  quand  le  plan  projetant  serait  relevé.  La 
projection  horizontale  est  au  pied  b  de  la  perpendiculaire  B^  6,  et  la  projection 
verticale  au  point  correspondant  b'  de  la  droite  a'  e' , 

On  pourrait  également  résoudre  le  problème  par  la  construction  indiquée  sur  la 
figure  14. 

18.  Les  plans  projetants  de  deux  droites  parallèles  AB,  CD  [fig-  i3)  sont  paral- 
lèles, et  les  projections  ab,  cd  de  ces  lignes  le  sont  également. 

Pour  mener  par  un  point  une  parallèle  à  une  droite,  il  suffit  de  tracer  par 
les  projections  du  point  des  parallèles  aux   projections  de   la  ligne  droite. 

Lorsque  deux  projections  ab  et  cd  sont  parallèles,  les  plans  projetants  le  sont 
aussi,  mais  les  droites  pouvant  avoir  des  positions  quelconques  dans  ces  plans  ne 
sont  pas  nécessairement  parallèles.  Cependant  si  les  projections  sont  parallèles  sur 
deux  plans  coordonnés,  les  droites  de  l'espace  seront  parallèles  comme  intersections  de 
plans  parallèles. 

Plans  déterminés  par  diverses  conditions. 

19.  Faire  passer  un  plan  par  deux  droites  [ab,  a'  b')  et  [cd,  c'd')  [fig.  i5). 
Pour  que  le  problème  puisse  être  résolu,  il  faut  que  les  droites  se  coupent.  Cela 

aura  lieu  quand  les  points  m  et  m'  où  les  projections  se  rencontrent  sur  les  deux 
plans  coordonnés,  seront  sur  une  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et  repré- 
senteront par  conséquent  un  point  de  l'espace. 

La  trace  verticale  P'  du  plan  passe  parles  traces  verticales  b'  et  c'  des  droites,  et 


8  LÎVRE  1^'.    —    DES  LIGNES   DROITES    ET    DES  PLANS. 

la  trace  horizontale  P  par  les  traces  horizontales  a  et  cl.  Les   deux  traces  du 
plan  devront  se  rencontrer  en  un  même  point  de  la  ligne  de  terre. 

Si  l'on  avait  négligé  de  s'assurer  que  les  lignes  données  se  coupent,  on  le  recon- 
naîtrait en  voyant  que  les  droites  ad,  b'c'  se  croisent  en  un  point  de  la  ligne  de  terre, 
car  alors  elles  détentiinent  un  plan  dans  lequel  chaque  droite  est  située,  parce 
qu'elle  y  a  deux  points  a  et  b'  ou  d^ic' , 

L^Jigure  i5  bis  représente  la  solution  du  même  problème  avec  une  disposition 
différente  des  données. 

20.^  Si  l'on  fait  passer  une  droite  par  deux  points  pris  arbitrairement  sur  les 
lignes  données,  ses  traces  seront  sur  les  traces  du  plan.  On  peut  employer  cette 
construction,  soit  pour  obtenir  des  vérifications,  soit  pour  déterminer  les  traces  du 
plan,  quand,  par  suite  de  la  disposition  de  la  figure,  le  tracé  indiqué  dans  l'article 
précédent  se  trouve  en  défaut. 

Snvldi  Jigiire  i6,  l'une  des  droites  données  {cd,  c' d)  a  ses  traces  éloignées,  c'est- 
à-dire  hors  du  cadre  de  l'épure.  On  prend  sur  cette  ligne  un  point  [g,  g'),  et  sur 
l'autre  droite  [ab,  a'  b')  un  point  {n^  n').  Les  traces  de  la  ligne  {ng,  n' g')  appartien- 
nent aux  traces  P  et  P'  du  plan. 

On  opère  de  la  même  manière  quand  les  deux  droites  données  se  coupent  en 
un  point  de  la  ligne  de  terre,  et  quand  elles  sont  parallèles  à  cette  ligne  {fig^  17). 
Dans  ce  dernier  cas  les  traces  du  plan  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  et  il  suffit 
de  déterminer  un  point  de  chacune  d'elles. 

21.  Sur  \2i  figure  18  les  deux  droites  par  lesquelles  il  faut  faire  passer  un  plan 
sont  {ma,  m' d)  et  {mcd,  m'c' d'),  La  première  est  parallèle  au  plan  vertical;  le  plan 
cherché  devant  la  contenir,  sa  trace  P'  lui  sera  parallèle.  Cette  trace  sera  donc  paral- 
lèle a  la  projection  a'm'  \  elle  passera  d'ailleurs  par  la  trace  c'  de  la  seconde  droite^ 
et  rencontrera  en  un  point  de  la  ligne  de  terre  la  trace  horizontale  ad  du  plan. 

22.  Pour  faire  passer  un  plan  par  trois  points,  on  déterminera  les  traces  des 
droites  qui  passent  par  ces  points  ;  si  ces  lignes  ne  se  présentent  pas  d'une  ma- 
nière commode  pour  l'exécution  graphique,  on  prendra  sur  elles  des  points  par 
lesquels  on  mènera  de  nouvelles  droites  qui,  étant  également  dans  le  plan  cherché, 
pourront  servir  à  en  déterminer  les  traces. 

Si  l'on  donne  un  point  et  une  droite,  on  obtiendra  sur  le  plan  autant  de  droites 
que  l'on  voudra,  en  joignant  le  point  donné  a  divers  points  de  la  droite. 

Pour  mener  par  une  droite  donnée  un  plan  parallèle  a  une  autre  droite  donnée,  il 
faut  faire  passer  par  un  point  de  la  première  une  ligne  parallèle  a  la  seconde;  elle 
sera  dans  le  plan  cherché,  qui  sera  ainsi  déterminé  par  deux  droites  qui  se  coupent. 

25.  Faire  passer  par  un  point  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné. 

On  mène  par  le  point  une  droite  parallèle  a  une  droite  quelconque  du  plan  :  les 
traces  du  plan  cherché  passent  par  les  traces  de  cette  ligne  et  sont  parallèles  a|ix 
traces  du  plan  donné. 


CHAPITRE  ÏI.    —    QUESTIONS    DIVERSES.  9 

Sur  la  figure  19  le  point  donné  est  (m,  m')  et  le  plan  donné  (P,  P').  On  prend  ar- 
bitrairement un  point  a  sur  la  trace  horizontale  du  plan,  et  un  point  V  sur  sa  trace 
verticale.  La  droite  passant  par  ces  points  a  pour  projections  ah  et  o!h\  La  parallèle 
menée  par  le  point  (m,  rn!)  a  des  projections  parallèles  mcd,  m'c' d' ,  Ses  traces  sont 
d  et  c',  et  par  suite  les  traces  du  plan  sont  les  droites  Q  et  Q'  respectivement  paral- 
lèles à  P  et  P';  elles  doivent  se  rencontrer  en  un  point  de  la  ligne  de  terre. 

Le  plan  indéfini  (P,  P')  s'étend  devant  le  plan  (Q,  Q');  nous  avons  cependant 
établi  en  trait  plein  les  traces  de  ce  dernier,  parce  qu'un  plan  (autre  que  les  plans 
de  projection)  n'est  regardé  comme  opaque  que  quand  il  appartient  à  la  surface  d'un 
corps,  et  non  lorsqu'il  est  considéré  d'une  manière  abstraite.  Si  nous  faisons  quel- 
que exception  à  cette  règle  pour  rendre  un  résultat  plus  sensible,  nous  aurons  soin 
d'en  prévenir  le  lecteur. 

24.  On  peut  généralement  simplifier  la  construction,  en  considérant  sur  le  plan 
donné,  non  pas  une  droite  quelconque,  mais  l'une  de  ses  traces. 

Menons  par  la  projection  horizontale  m  du  point  donné  [fig-  20)  une  droite  ma 
parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan  donné,  et  par  la  projection  verticale  m!^  une 
droite  m!  a'  parallèle  a  la  ligne  de  terre  qui  est  la  projection  verticale  de  cette  trace  ; 
le  plan  cherché  devant  contenir  la  droite  [ma,  m! a!)y  sa  trace  verticale  passe  par  la 
trace  a'  de  cette  droite.  Cette  circonstance  et  les  relations  de  parallélisme  déjà 
établies  permettent  d'obtenir  les  deux  traces  Q  et  Q'  du  plan. 

On  peut  résoudre  également  le  problème,  en  menant  par  le  point  (m,  m')  une 
parallèle  à  la  trace  F. 

Si  le  plan  donné  était  parallèle  a  la  ligne  de  terre,  le  tracé  que  nous  venons 
de  donner  ne  pourrait  pas  être  employé  ;  il  faudrait  recourir  à  la  construction 
générale  de  l'article  25. 

25.  Déterminer  l'intersection  de  deux  plans. 

Les  plans  donnés  sont  (P,  P')  et  (Q,  Q')  [fig.  21  ou  21  bis). 

Le  point  a  où  les  traces  horizontales  se  coupent,  et  le  point  de  rencontre  b'  des 
traces  verticales  appartiennent  à  l'intersection.  Le  premier  de  ces  points  se  projette 
verticalement  en  a!  \  la  projection  horizontale  du  second  est  &.  La  droite  cherchée 
est  donc  (a6,  a'b'). 

26.  Si  l'un  des  plans  est  parallèle  au  plan  horizontal,  il  est  simplement  repré- 
senté par  une  trace  verticale  Q'  [fig,  22)  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  L'intersection 
est  alors  parallèle  à  la  trace  horizontale  P  de  l'autre  plan  (P,  F);  elle  passe  d' ail- 
leurs au  point  de  rencontre  b'  des  traces  verticales  ;  ses  projections  sont  donc  les 
droites  be  et  Q'  respectivement  parallèles  à  P  et  a  XY. 

27.  Lorsque,  sans  être  parallèles,  les  traces  horizontales  P  et  Q  ne  se  rencon- 
trent pas  sur  la  feuille  de  dessin  [fiig,  ^3),  on  coupe  les  deux  plans  par  un  plan 
horizontal  auxiliaire  xy  suffisamment  élevé.  Les  intersections  [rg,  xy)  et  [s g,  xy) 
ainsi  obtenues  se  croisent  en  un  point  (g-,  g')  qui  appartient  a  la  droite  cherchée. 
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Quand  les  traces  ne  se  rencontrent  sur  aucun  des  deux  plans  coordonnés,  il  faut 
déterminer  deux  points  de  Tintersection  par  deux  plans  auxiliaires.  Toutefois  cette 
construction  ne  peut  pas  être  employée  lorsque  les  traces  ne  se  coupent  que  très- 
loin  sur  Tun  et  l'autre  plan  ;  il  faut  alors  recourir  a  une  méthode  générale  que  nous 
expliquerons  aux  articles  65  et  67. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  plans  sécants  auxiliaires  peuvent  être  parallèles  au 
plan  vertical,  ou  même  disposés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  ;  mais  dans 
ce  dernier  cas  les  constructions  seraient  moins  simples. 

Si  les  plans  donnés  rencontraient  la  ligne  de  terre  en  un  même  point,  on 
obtiendrait  un  second  point  de  l'intersection  en  les  coupant  par  un  plan  auxiliaire. 

28.  Trouver  le  point  d'intersection  de  trois  plans. 

On  détermine  les  droites  suivant  lesquelles  un  des  plans  coupe  les  deux  autres  ; 
ces  lignes  se  rencontrent  au  point  cherché. 

Le  problème  est  résolu  sur  \^  figure  i[\.  Les  trois  plans  sont  (P,  P'),  (Q,  Q')  et 
(R,  R').  Nous  avons  déterminé  les  trois  lignes  d'intersection  suivant  lesquelles  ils 
se  coupent  deux  à  deux  :  ce  sont  les  droites  [ic,  i'd),  [ma,  m'a')  et  [nb,  n'b')  ;  elles 
se  rencontrent  au  point  cherché  [s,  s'). 

Le  même  problème  est  résolu  sur  Xd.  figure  ^4  bis\  nous  en  avons  établi  la  ponc- 
tuation dans  rhypothèse  que  les  plans  donnés  sont  les  faces  d'un  tétraèdre  dont  la 
base  ahe  est  posée  sur  le  plan  horizontal. 

Les  droites  P  et  F  d'une  part,  R  et  R'  de  l'autre,  doivent  se  couper  en  un  même 
point  de  la  ligne  de  terre.  Si  cela  n'avait  pas  lieu,  ces  couples  de  droites  ne 
représenteraient  pas  des  plans,  et  les  diverses  vérifications  que  la  construction  pré- 
sente ne  seraient  pas  satisfaites. 

29.  Connaissant  l'une  des  projections  d'une  droite  située  dans  un  plan  donné,  trousser 
l'autre  projection, 

La  projection  connue  détermine  un  plan  projetant  dont  on  cherche  l'intersection 
avec  le  plan  donné. 

La  construction  est  représentée  sur  \^  figure  25.  On  trouve  que  a'b'  est  la  pro- 
jection verticale  de  la  droite  qui  est  contenue  dans  le  plan  (P,  P'),  et  qui  se  projette 
horizontalement  sur  ab, 

30.  Trouver  le  point  où  une  droite  perce  un  plan. 

Il  faut  faire  passer  un  plan  par  la  droite,  chercher  son  intersection  avec  le  plan 
donné,  et  prendre  le  point  où  cette  ligne  rencontre  la  droite  donnée. 

Soient  (D,  D')  la  droite  [fig,  26)  et  (P,  F)  le  plan.  On  détermine  les  traces  a  et  b' 
de(D,  D');  en  les  joignant  a  un  point  quelconque  g"  de  la  ligne  de  terre,  on  a  un  plan 
[ag,  gb')  qui  contient  la  droite.  Son  intersection  avec  le  plan  donné  est  une  ligne 
[cd,  c' cV)  qui  rencontre  la  droite  donnée  au  point  cherché  (m,  m!), 

51.  On  peut  simplifier  le  tracé  en  prenant  pour  plan  auxiliaire  l'un  des  deux 
plans  projetants  de  la  droite,  par  exemple  celui  qui  est  vertical;  ses  traces  sontD 
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et  aa'  [fig,  27)  ;  il  coupe  le  plan  (P,  P')  suivant  la  droite  (D,  a^V),  L'intersection 
de  a'b'  avec  D'  donne  la  projection  verticale  m!  du  point  cherché  ;  on  en  déduit  la 
projection  horizontale  m. 

Si  l'on  veut  avoir  une  vérification,  on  emploiera  comme  plan  auxiliaire  celui  qui 
projette  la  droite  sur  le  plan  vertical.  La  construction  est  faite  sur  la  figure. 

Nous  avons  ponctué  les  figures  26  et  27,  en  supposant  que  le  plan  formait  la  face 
supérieure  d'un  polyèdre,  et,  par  conséquent,  que  la  droite  devenait  invisible  au 
delà  du  point  (m,  m'). 

Projections  auxiliaires. 

52.  Quand  Tune  des  projections  d'une  droite  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre,  le  plan  projetant  correspondant  est  perpendiculaire  à  cette  ligne,  et,  par 
suite,  au  deu:jj:ième  plan  de  projection;  ses  deux  traces,  qui  sur  le  dessin  ne  forment 
qu'une  seule  droite,  sont  alors  les  projections  de  la  ligne. 

La  connaissance  de  l'une  des  projections  de  la  droite  suffit  dans  ce  cas  pour 
que  l'on  ait  immédiatement  l'autre,  mais  la  droite  elle-même  peut  avoir  une  posi- 
tion quelconque  dans  le  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  qui  les  contient. 
On  peut  déterminer  la  droite  en  donnant  les  projections  de  deux  de  ses  points, 
mais  ce  mode  de  représentation  ne  se  prête  pas  immédiatement  aux  constructions 
de  la  géométrie  descriptive. 

D'ailleurs,  si  plusieurs  droites  importantes  se  trouvaient  dans  un  même  plan 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  cette  manière  de  les  définir  présenterait  un  peu 
de  confusion,  et  ne  ferait  pas  ressortir  la  forme  des  figures.  Pour  ces  divers  motifs, 
on  emploie  généralement  un  plan  auxiliaire  de  projection;  on  le  prend  le  plus 
souvent  perpendiculaire  aux  deux  autres,  et  on  le  rabat  sur  un  des  deux  premiers 
plans  de  projection,  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa  trace  sur  ce  plan. 

33.  Les  lignes  de  la  petite  façade  de  gauche  de  la  maison  dessinée  sur  la  plan- 
che /sont  toutes  projetées  sur  les  droites  eg,  i'j'  ;  pour  qu'elles  soient  déterminées 
et  représentées  d'une  manière  distincte,  nous  allons  les  projeter  sur  le  plan  dont  les 
traces  senties  droites X^Y  et  YZ^,  perpendiculaires  à  XY.  Nous  supposons  que  l'on 
a  rabattu  ce  plan  sur  le  plan  horizontal  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa  trace  X^Y, 
qui  forme  une  nouvelle  ligne  de  terre. 

Pour  avoir  sur  ce  nouveau  plan  la  projection  a"  d'un  point  (a,  a'),  on  remarque 
que  les  projections  a  et  a"  doivent  être  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre  X^  Y,  et  que  les  hauteurs  a^  a"  et  a^  a'  indiquent  l'une  et  l'autre  l'élévation 
du  point  de  l'espace  au-dessus  du  plan  horizontal,  et  sont,  par  conséquent,  égales. 

La  droite  qui  projette  le  point  (a,  a')  sur  le  plan  vertical  en  a',  a  pour  projection 
sur  le  plan  auxiliaire  une  horizontale  qui  perce  le  premier  plan  vertical  en  d.  Dans 
le  rabattement,  cette  droite  tourne  autour  de  la  ligne  de  terre  Xi  Y  en  lui  restant 
toujours  parallèle  ;  son  point  (idécrit  l'arc  dd^,  et  elle  se  place  en  d^  a!', 

2. 
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Tous  les  détails  de  la  petite  façade  sont  dessinés  sur  \^  figure  3  qui  est  une  nou- 
velle projection  verticale. 

54.  l^2i  figure  4  est  une  projection  de  la  maison  faite  sur  un  plan  auxiliaire 
parallèle  au  premier,  mais  rabattu  sur  le  plan  vertical  par  une  rotation  autour  de  sa 
trace  XZ.  La  projection  b"  d'un  point  [b,  b')  est  sur  la  droite  b'b"  perpendiculaire  à 
la  nouvelle  ligne  de  terre  XZ,  et  à  une  distance  b"  b^  égale  à  bb^.  Si  l'on  projette  le 
point  b  en/,  et  qu'on  ramène/ en/,  par  un  arc  de  cercle  autour  du  point  X,  le 
point  b"  sera  sur  la  verticale  de/o. 

L^  fgure  9  est  par  rapport  à  Içifgure  8  une  projection  auxiliaire  faite  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et  rabattue  sur  le  plan  vertical. 

La  figure  9  bis  est  également  une  projection  auxiliaire  pour  \^  figure  8  bis, 

35.  Nous  pouvons  maintenant  résoudre  les  problèmes  qui  se  rapportent  aux 
figures  situées  dans  des  plans  perpendiculaires  a  la  ligne  de  terre. 

Déterminer  les  traces  d'une  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Les  points  sont  [m,  m')  et  [n,n')  [fig,  28).  Nous  rabattons  sur  le  plan  horizontal 
le  plan  [xn,  xm!)  qui  les  contient.  Le  point  [m,  m!)  décrit  alors  un  arc  de  cercle 
qui  a  son  centre  au  point  m  et  vient  se  placer  en  un  point  M,  sur  une  perpendi- 
culaire mM  à  xn,  et  à  une  distance  de  cette  ligne  égale  a  la  hauteur  du  point  qui 
est  donné  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  vertical  par  la  ligne  xm' ,  On  trouve  de  la 
même  manière  la  position  N  du  point  (n,  ri)  rabattu.  On  trace  la  ligne  MN,  rabat- 
tement de  la  droite  considérée  :  sa  trace  horizontale  est  e  ;  sa  trace  verticale  est  le 
point  c  dont  on  obtient  la  véritable  position  c'  en  relevant  le  plan  qui  contient  la 
droite. 

36.  On  emploie  un  plan  auxiliaire  de  projection,  non-seulement  pour  représenter 
les  figures  situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre,  mais  encore 
quand  les  constructions  ordinaires  ne  sont  pas  applicables,  par  suite  d'une  dispo- 
sition particulière  des  données  par  rapport  aux  plans  de  projection. 

Construire  l'intersection  de  deux  plans  parallèles  à  la  ligne  de  terre. 

Les  plans  que  nous  considérons  sont  (P,  F)  et  (Q,  Q')  [fig*  29).  Leurs  traces  ne 
se  rencontrant  pas,  nous  n'avons  immédiatement  aucun  point  de  la  ligne  cherchée  ; 
nous  voyons  seulement  qu'elle  est  parallèle  aux  traces  des  plans,  et,  par  suite,  à  la 
ligne  de  terre. 

Nous  prenons  un  plan  auxiliaire  perpendiculaire  aux  deux  plans  de  projection; 
ses  traces  sont  des  droites  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre,  menées  par  un  même 
point  X  de  cette  ligne;  en  le  rabattant  sur  le  plan  horizontal,  nous  amenons  les 
points  m  et  n  enm^  et  zz,,  et  les  nouvelles  traces  des  plans  donnés  sont  les  lignes 
rm^,  suy  qui  se  coupent  en  E. 

On  trouve  facilement  les  points  e  et  e'  où  se  projette  le  point  E,  quand  on  relève 
le  plan,  et  on  peut  tracer  les  droites  G  et  G',  projections  de  l'intersection. 
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Nous  aurions  pu  résoudre  le  problème  sans  faire  de  rabattement,  en  déterminant 
les  intersections  des  plans  donnés  par  un  plan  auxiliaire  quelconque  ;  ces  lignes  se 
coupent  en  un  point  de  la  droite  cherchée. 

37,  Quand  un  plan  contient  la  ligne  de  terre,  ses  deux  traces  se  confondent  avec 
elle,  et  ne  suffisent  plus  aie  déterminer.  Il  faut  alors  que  Ton  connaisse  un  de  ses 
points,  ou  les  angles  qu'il  forme  avecles  plans  coordonnés;  mais  les  constructions 
ordinaires  ne  peuvent  pas  être  appliquées  a  un  plan  ainsi  représenté,  et  il  faut 
recourir  à  quelque  artifice,  tel  que  l'emploi  d'un  plan  auxiliaire  de  projection. 

Déterminer  l' intersection  d'un  plan  quelconque  avec  un  plan  passant  par  la  ligne 
de  terre  et  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal. 

Soit  (P,  P')  le  plan  donné  [fig,  3o).  Nous  prenons  un  plan  auxiliaire  perpendicu- 
laire à  la  ligne  de  terre,  et  nous  le  rabattons  sur  le  plan  vertical  en  le  faisant  tourner 
autour  de  sa  trace  xz,  La  nouvelle  trace  de  (P,  P')  est  a^  &;  la  trace  du  second  plan 
passe  par  le  points,  et  fait  avec  ^Y  l'angle  donné.  Nous  pouvons  donc  tracer  cette 
ligne  xi\  elle  nous  fait  connaître  le  point  E  de  l'intersection  ;  les  projections  e  et  é 
doivent  être  jointes  au  point  g  commun  aux  deux  plans.  La  droite  cherchée  est 
donc  [ge,  ge'). 

38.  On  pourrait  opérer  de  la  même  manière  quand  la  position  du  plan  qui  passe 
par  la  ligne  de  terre  est  déterminée  par  un  de  ses  points  (m,  m!)  [fig,  3i),  mais 
alors  il  est  aussi  simple  de  couper  les  deux  plans  par  le  plan  horizontal  qui  con- 
tient le  point  donné.  Les  intersections  {bc,  xy)  et  {mi,  xy)  se  rencontrent  en  un 
point  [e,  e')  qui  appartient  à  la  droite  cherchée. 

39.  Déterminer  le  point  d' intersection  d'un  plan  quelconque  (P,  P^)  avec  une  droite 
située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et  donnée  par  deux  de  ses  points 
[a,  a')  et  {b,b')  {fig.?>2). 

Nous  rabattons  sur  le  plan  vertical  le  plan  projetant  de  la  droite  ;  elle  prend  alors 
la  position  AB,  et  rencontre  en  M  la  nouvelle  trace  rs^  du  plan  donné.  Quand  on 
relève  le  plan  auxiliaire,  le  point  cherché  vient  se  projeter  en  (m,  m'). 

Nous  verrons  plus  loin  que  l'on  emploie  quelquefois  des  plans  auxiliaires  de 
projection  qui  ne  sont  pas  perpendiculaires  a  la  ligne  de  terre. 

Droites  et  plans  perpendiculaires, 

40.  Quand  une  droite  est  perpendiculaire  à  un  plan,  les  projections  de  la  droite  sont 
respectivement  perpendiculaires  aux  traces  du  plan. 

Soient  P  le  plan  de  projection  [fig,  33)  et  MN  une  droite  perpendiculaire  a  un 
plan  Q. 

Le  plan  passant  par  MN  et  parla  projetante  Mm  de  l'un  quelconque  des  points  de 
cette  ligne  est  perpendiculaire  a  chacun  des  deux  plans  P  et  Q,  et,  par  suite,  à  leur 
intersection  AB.  Réciproquement  AB  est  perpendiculaire  a  toutes  les  lignes  du 
plan  mMN,  et  notamment  à  sa  trace  mG,  projection  de  MN. 
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Quandla  projection  MG  d'une  droite  est  perpendiculaire  a  la  trace  AB  d'un  plan  Q, 
ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan  projetant,  mais  non  pas  nécessairement  à  la 
droite.  Si  cependant  les  projections  de  la  droite  étaient  respectivement  perpendicu- 
laires aux  traces  du  plan  sur  deux  plans  coordonnés,  les  deux  plans  projetants  étant 
perpendiculaires  au  plan  considéré,  la  droite,  qui  est  leur  intersection,  serait  per- 
pendiculaire à  ce  plan. 

41 .  Mener  par  un  point  un  plan  perpendiculaire  aune  droite. 
Soient  (a,  a')  le  point  et  (D,  D')  la  droite  {fig,  34).  La  trace  horizontale  du  plan 
cherché  est  perpendiculaire  à  la  projection  D  (art.  40).  La  ligne  dont  les  projections 
sont  les  droites  ab  perpendiculaire  aD  et  a!b'  parallèle  a  la  ligne  de  terre,  est  donc 
parallèle  à  la  trace  horizontale  du  plan,  et  comme  elle  passe  par  le  point  [a,  a')  qui 
doit  être  dans  le  plan,  elle  s'y  trouve  tout  entière.  La  trace  verticale  b'  appartient 
donc  à  la  trace  verticale  du  plan.  Les  droites  b' g^i  ge,  respectivement  perpendicu- 
laires a  D'  et  à  D,  seront  les  traces  du  plan  cherché. 

Il  est  évident  que  Ton  peut  également  faire  la  construction  en  menant  par  le 
point  (a,  a')  une  parallèle  à  la  trace  verticale  du  plan. 

Sur  [^figure  34  nous  avons  résolu  le  problème  A' abaisser  d'un  point  [a,  à)  une 
perpendiculaire  sur  une  droite  (D,  D').  La  détermination  du  plan  qui  passe  par  [a,  a') 
et  qui  est  perpendiculaire  à  (D,  D'),  forme  la  première  partie  de  la  solution;  il  faut 
ensuite  chercher  le  point  [m,  m')  où  la  droite  indéfinie  perce  le  plan  (art.  31),  et 
le  joindre  au  point  donné. 

La  véritable  grandeur  de  la  droite  [am,  a! m!)  est  la  distance  du  point  (a,  a')  à  la 
droite  (0,0^."^ 

42.  Si  la  droite  donnée  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre, 
elle  sera  déterminée  par  deux  points  (a,  a')  et  {b,  V)  [fig,  35),  et  elle  prendra  la 
position  AB,  lorsque  son  plan  projetant  sera  rabattu  sur  le  plan  vertical. 

Le  point  donné  est  (m,  m')  ;  sa  projection  sur  le  plan  auxiliaire,  après  le  rabat- 
tement de  celui-ci,  estN. 

Nous  avons  maintenant  deux  plans  coordonnés  dont  la  ligne  de  terre  est  œz,  et  le 
problème  à  résoudre  consiste  à  mener  par  un  point  {m\  N)  un  plan  perpendiculaire 
à  une  droite  AB  située  dans  le  deuxième  plan  de  projection. 

On  trouve  que  le  plan  cherché  a  pour  traces  sur  nos  deux  plans  coordonnés  les 
droites  G'  et  rS;  il  est  facile  de  voir  que  sa  trace  horizontale  est  G. 
43.  Déterminer  la  distance  d'un  point  à  un  plan. 

Il  faut  abaisser  du  point  une  perpendiculaire  sur  le  plan,  et  trouver  sa  lon- 
gueur. 

Soient  (P,  P')  le  plan  [fig,  36)  et  [a,  a!)  le  point;  la  perpendiculaire  a  pour 
projections  les  droites  ab  et  a!b'  respectivement  perpendiculaires  aux  traces  P  etP'; 
elle  rencontre  le  plan  au  point  (&,  b')  (art.  31),  et  en  faisant  tourner  autour  de  la 
verticale  de  ce  point  le  plan  qui  la  projette  sur  le  plan  horizontal,  jusqu'à  le  rendre 
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parallèle  au  plan  vertical,  on  détermine  la  longueur  b' a^  de  la  droite  [ab,  a'b') 
(art.  16). 

44.  Par  une  droite  donnée  faire  passer  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan  donné. 
Soient  (P,  F)  le  plan  [fig.  37)  et  (D,  D')  la  droite.  D'un  point  (a,  a')  pris  arbi- 
trairement sur  cette  ligne  nous  abaissons  une  perpendiculaire  [ab,  a'b')  sur  le  plan 
(art.  45)  et  nous  déterminons  le  plan  (bg^  c' e')  qui  passe  par  cette  ligne  et  par  la 
droite  donnée  (D,D')  (art.  19). 

45.  Par  un  point  donné  faire  passer  un  plan  perpendiculaire  à  deux  plans. 

Il  suffit  de  déterminer  Fintersection  des  deux  plans  donnés  (art.  25),  et  de  mener 
par  le  point  donné  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  (art.  41). 

Angles  de  droites  et  de  plans, 

46.  Quand  deux  droites  sont  à  angle  droit,  leurs  projections  sur  un  plan  parallèle  à 
l'une  d'elles  sont  à  angle  droit. 

Considérons  d'abord  deux  droites  AC  et  BD  {fig.  38)  rectangulaires  entre  elles,  et 
parallèles  au  plan  de  projection  P.  Leurs  projections  ac  et  bd  sont  a  angle  droit, 
car  si  l'on  joint  deux  points  C  etD,  le  triangle  BDC  et  sa  projection  dbc  auront  leurs 
côtés  égaux  comme  côtés  opposés  de  parallélogrammes,  et  cette  égalité  entraîne  celle 
des  angles  B  et  6. 

En  général,  la  projection  n'altère  pas  la  forme  des  figures  situées  dans  des  plans 
parallèles  à  celui  sur  lequel  on  les  projette. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  BD  tourne  autour  du  point  B  en  restant  per- 
pendiculaire a  AC;  elle  prendra  différentes  positions  BD^,BD2,...  dans  le  même 
plan  projetant  If&bd  qui  est  perpendiculaire  à  AC,  parce  qu'il  contient  les  droites  BD 
et  B6  qui  rencontrent  cette  ligne  à  angle  droit.  Toutes  les  droites  perpendiculaires 
à  AC  auront  donc  pour  projection  la  ligne  bd  perpendiculaire  à  ac, 

47.  Déterminer  r angle  de  deux  droites. 

Soient  (D,D')  et  (G,  G')  [fig,  39)  deux  droites  qui  se  rencontrent  en  un  point 
(a,  a').  Pour  avoir  l'angle  qu'elles  forment,  il  suffit  de  rabattre  leur  plan  sur  l'un 
des  deux  plans  de  projection,  par  exemple,  sur  le  plan  horizontal. 

Les  traces  des  droites  considérées  sont  les  points  b  et  c,  et  par  suite  la  ligne  bc  est 
la  trace  de  leur  plan.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  [a,  a')  sur  bc  se  projette 
sur  la  droite  ae  perpendiculaire  à  cette  ligne  (art.  46). 

Quand  le  plan  des  deux  droites  a  été  rabattu  sur  le  plan  horizontal  par  une  rotation 
autour  de  bc,  la  perpendiculaire  qui  était  projetée  sur  ea  se  trouve  placée  dans  la 
direction  de  cette  ligne,  et  en  portant  sa  véritable  grandeur  de  e  en  A,  nous  avons 
à  ce  dernier  point  la  position  du  rabattement  du  point  (a,  a!).  Comme  d'ailleurs  les 
points  è  et  c  sont  fixes,  l'angle  bkc  est  l'angle  cherché.  Dans  un  problème  d'appli- 
cation, il  pourrait  y  avoir  lieu  de  prendre  son  supplément. 

Nous  avons  obtenu  la  véritable  grandeur  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  somjïiet 
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de  l'angle  sur  la  trace  du  plan,  en  portant  la  longueur  ae  de  sa  projection  horizontale 
sur  la  ligne  de  terre  de  a^  en  e^,  et  traçant  a'  e^  (art.  16). 

Nous  aurions  pu  déterminer  la  position  du  point  A,  en  cherchant  les  longueurs  des 
droites  bk  et  cA,  mais  la  construction  eût  été  un  peu  plus  longue. 

On  considère  quelquefois  l'angle  de  deux  droites  qui  ne  se  rencontrent  pas  ;  c'est 
l'angle  que  forment  deux  parallèles  à  ces  lignes  menées  par  un  point  quelconque. 

48.  Lorsque  sur  chaque  plan  de  projection  la  trace  de  Tune  des  droites  se  trouve 
hors  du  cadre  de  la  figure,  il  faut  rabattre  le  plan  des  droites  sur  un  plan  parallèle  à 
l'un  de  deux  plans  de  projection,  et  choisi  de  manière  que  ses  intersections  avec  les 
droites  considérées  puissent  être  utilisées. 

Sur  X'^figure  l\o  ce  plan  auxiliaire  est  horizontal,  et  a  pour  trace  verticale  X^  Y^ .  Les 
droites  (D,  D')  et  (G,  6')  le  rencontrent  aux  points  (&,  b')  et  (c,  c').  On  fait  tourner 
le  plan  de  ces  lignes  autour  de  la  droite  [bc,  b'd)  jusqu'à  ce  qu'il  soit  dans  le  plan 
horizontal  X^Y^  :  les  tracés  sont  ensuite  les  mêmes  que  ceux  de  \^  figure  Sg. 

49.  On  peut  expliquer  la  construction  que  nous  venons  d'exposer,  en  supposant 
que  la  ligne  de  terre  ait  été  transportée  en  X<  Y,.  Le  plan  horizontal  s'est  ainsi 
trouvé  élevé  de  la  hauteur  de  b^b'  et  le  plan  vertical  reculé  de  la  même  quantité. 
Ces  translations  ne  modifient  évidemment  en  rien  ni  les  projections  de  la  figure  de 
l'espace,  ni  leur  position  relative. 

Quand  une  épure  contient  seulement  des  projections,  la  position  de  la  ligne  de 
terre  n'a  d'utilité  que  pour  la  ponctuation  ;  il  suffit  de  connaître  sa  direction,  pour 
pouvoir  résoudre  les  problèmes  relatifs  au  système  géométrique  représenté.  Ainsi 
la  longueur  de  la  droite  [ab,  a!  b')  [fig,  i[\)  est  a'b'  .^,  à  quelque  hauteur  que  la  ligne 
de  terre  soit  placée  sur  la  figure.  D'après  cela,  quand  sur  une  épure  du  genre  de 
celles  dont  nous  parlons,  il  devient  nécessaire  de  considérer  des  traces,  ainsi  que 
cela  a  lieu  sur  \^  figure  4o,  on  peut  mettre  la  ligne  de  terre  à  la  hauteur  qui  paraît 
la  plus  convenable  pour  les  constructions. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ces  notions,  mais  nous  avons  cru  devoir 
signaler  dès  à  présent  le  déplacement  de  la  ligne  de  terre,  comme  un  des  procédés 
les  plus  simples  de  la  géométrie  descriptive,  pour  maintenir  les  tracés  dans  le  cadre 
de  l'épure. 

50.  L^i  figure  4i  présente  la  solution  du  problème  de  l'angle  de  deux  droites, 
quand  l'une  d'elles  est  parallèle  à  l'un  des  plans  de  projection. 

La  droite  (D,  D')  étant  parallèle  au  plan  vertical,  nous  pouvons  la  prendre  pour 
axe  d'un  mouvement  de  rotation  par  lequel  nous  ramènerons  le  plan  des  deux  droites 
a  être  parallèle  au  plan  vertical. 

La  perpendiculaire  abaissée  sur  la  droite  (D,  D')  d'un  point  (6,  b^)  de  la  droite 
(G,  G')  a  pour  projections  la  ligne  b'e'  perpendiculaire  a  D'  (art.  46),  et  la  droite 
correspondante  be.  Sa  vraie  grandeur  est  l'hypoténuse  b'e^  d'un  triangle  rectangle 
b'e'ei  dont  le  côté  e'e^  est  égal  a  la  différence  eb^  des  projetantes  des  deux  points 
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[e,é)  et  (&,  V)  (art.  14).  Portant  la  longueur  e^V  de  é  en  B',  nous  obtenons  la 
projection  B'  du  point  (&,  è')  quand  le  plan  des  lignes  est  devenu  parallèle  au  plan 
vertical.  L'angle  cherché  est  ^' dé , 

5 1 .  Par  un  point  donnée  faire  passer  une  droite  qui  rencontre  une  droite  donnée  sous 
un  angle  donné. 

Soient  [a,  a')  le  point  [fig.  43)  et  (D,  D')  la  droite.  Apres  avoir  tracé  l'hori- 
zontale a'g\  et  déterminé  ainsi  le  point  [g,  g')  situé  à  la  même  hauteur  que  (a,  a'), 
nous  considérons  le  plan  qui  contient  les  droites  (D,D')  et  [ag,  a' g'),  et  nous  le 
faisons  tourner  autour  de  cette  dernière  ligne  de  manière  à  le  rendre  horizontal. 
Un  point  quelconque  [b,  b')  de  la  droite  donnée  décrit  un  arc  de  cercle  dont  le 
centre  se  projette,  sur  le  plan  horizontal,  au  pied  e  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  è  surag-;  le  rayon  est  égal  a  l'hypoténuse  Ve^  d'un  triangle  rectangle 
dont  le  côté  b^  e^  est  égal  à  be  (art.  14).  Portant  donc  cette  longueur  dans  la  direc- 
tion eb,  et  joignant  le  point  B  ainsi  obtenu  au  point  g  qui  n'a  pas  changé,  on  trouve 
que  la  droite  est  maintenant  (Bg-,  b^^).  On  trace  sur  le  plan  horizontal  la  droite  aK 
faisant  avec Bg-K l'angle  donné;  quand  on  relève  le  plan,  le  point  K  décrit  un  arc 
de  cercle  qui  se  projette  sur  la  droite  KA  perpendiculaire  à  l'axe  ag,  et  s'arrête 
au  point  k  de  la  droite  D.  La  ligne  cherchée  est  (a^,  a!k:).  Le  problème  admet  une 
seconde  solution,  si  le  sens  dans  lequel  l'angle  doit  être  mesuré  n'est  pas  déter- 
miné. 

On  peut  résoudre  par  cette  construction  le  problème  dei  la  perpendiculaire  abaissée 
d'un  point  sur  une  droite,  déjà  examiné  à  l'article  41. 

On  remarquera  que  sur  \e^  figures  [\i  et  43  il  n'y  a  pas  de  traces,  mais  seulement 
des  projections,  et  que,  conformément  aux  observations  de  l'article  49,  la  position 
de  la  ligne  de  terre  n'est  utile  que  pour  déterminer  la  ponctuation;  la  hauteur  à  la- 
quelle elle  se  trouve  n'influe  en  rien  sur  les  tracés. 

52.  L'angle  aigu  d'une  droite  avec  sa  projection  sur  un  plan  est  plus  petit  que  les 
angles  aigus  formés  par  la  droite  avec  les  autres  lignes  du  plan. 

Soient  ABla  droite  considérée  [fig,  4^),  kb  sa  projection^sur  un  plan  P,  et  kc 
une  droite  du  plan. 

Prenons  des  longueurs  égales  kb  et  Ac,  élevons  &B  perpendiculaire  au  plan,  et 
joignons  le  point  B  au  point  c. 

Les  triangles  BA&  et  BAc  ont  deux  côtés  respectivement  égaux,  et  le  troisième 
côté  Bè  du  premier  est  plus  petit  que  le  côté  correspondant  Bc  du  second,  parce 
que  ces  droites  abaissées  d'un  même  point  sur  un  plan  sont  l'une  perpendiculaire 
et  l'autre  oblique.  D'après  cela  l'angle  BA&  est  plus  petit  que  BAc,ce  qui  démontre 
le  théorème  énoncé. 

Si  nous  considérons  les  angles  supplémentaires  de  ceux  que  nous  venons  d'exa- 
miner, nous  verrons  que  BAe  est  plus  grand  que  BA/,  et  par  suite  que  tous  les 
angles  obtus  formés  par  AB  avec  les  diverses  lignes  du  plan. 

I.  3 
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Une  droite  est  perpendiculaire  a  un  plan  quand  elle  Testa  sa  projection  sur  ce 
plan  ;  elle  est  couchée  dans  le  plan  quand  elle  se  confond  avec  sa  projection.  D'après 
cela,  on  voit  que  l'angle  d'une  droite  avec  sa  projection  sur  un  plan  fait  bien  com- 
prendre la  position  de  cette  ligne  par  rapport  au  plan;  on  dit  que  c'est  l'angle 
formé  par  la  droite  avec  le  plan. 

53.  Construire  les  angles  d'une  droite  avec  les  plans  de  projection. 

Il  faut  déterminer  les  angles  de  la  droite  avec  ses  projections,  en  rabattant  suc- 
cessivement ses  deux  plans  projetants,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  pour  trouver 
la  distance  de  deux  points  (art.  14, /g*,  m). 

54.  Construire  la  projection  verticale  d'une  droite,  connaissant  un  de  ses  points 
[a,  a')  {fig-  45),  sa  projection  ah  sur  le  plan  horizontal,  et  l'angle  quelle  fait  avec 
ce  plan. 

En  faisant  l'angle  6aB  égal  à  l'angle  donné,  on  a  la  projection  de  la  droite  lorsque 
son  plan  projetant  a  été  rabattu  sur  le  plan  horizontal  X^Y^  qui  contient  le  point 
(a,  a').  Une  droite  6B  perpendiculaire  a  ab  fait  connaître  la  hauteur  h^  b'  à  laquelle 
le  point  rabattu  en  B  est  placé,  dans  l'espace,  au-dessus  de  X^Y^. 

55.  Construire  l'angle  d'une  droite  avec  un  plan. 

En  jetant  les  yeux  sur  \^  figure  4^,  on  voit  que  l'angle  BAfe  sous  lequel  une  droite 
rencontre  un  plan,  est  le  complément  de  l'angle  AB6  qu'elle  fait  avec  une  perpen- 
diculaire B6  abaissée  de  l'un  quelconque  de  ses  points  sur  le  plan. 

D'après  cela  on  obtiendra  l'angle  d'une  droite  avec  un  plan,  en  abaissant  d'un 
point  de  la  droite  une  perpendiculaire  sur  le  plan  (ait.  43),  et  en  cherchant  l'angle 
de  ces  deux  lignes  (art.  47). 

56.  Déterminer  l'angle  de  deux  plans. 

On  coupe  les  deux  plans  par  un  troisième  qui  soit  perpendiculaire  à  l'arête  de 
l'angle  dièdre  qu'ils  forment,  et  on  détermine  l'angle  que  comprennent  les  droites 
intersections  de  ces  plans  par  les  plans  donnés. 

Soient  (P,  P')  et  (Q,  Q')  les  plans  donnés  [fig.  44^t  44  bis).  La  droite  ba  est  la 
projection  horizontale  de  leur  intersection.  Une  droite  mn  perpendiculaire  à  cette 
ligne  peut  être  considérée  comme  la  trace  d'un  plan  perpendiculaire  a  l'intersection 
des  deux  plans  donnés. 

Ce  plan  auxiliaire  coupe  les  plans  (P,  P')  et  (Q,  Q')  suivant  deux  droites  qui  com- 
prennent l'angle  cherché  et  qui  forment  un  triangle  avec  la  ligne  mn.  En  faisant 
tourner  ce  triangle  autour  de  mn,  le  sommet  décrit  un  arc  de  cercle  dans  le  plan 
vertical  [ab;  bh')  perpendiculaire  a  mn,  et  vient  se  placer  sur  m  en  un  certain 
point  g  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

La  ligne  rg  considérée  dans  l'espace,  avant  son  rabattement,  est  perpendiculaire 
a  l'intersection  des  plans  donnés,  parce  qu'elle  est  dans  le  plan  auxiliaire.  D'après 
cela  ïious  obtiendrons  facilement  sa  longueur  en  rabattant  le  plan  vertical  [ab,  bb') 
sur  l'un  des  plans  de  projection.  Si  nous  choisissons  le  plan  vertical,  les  points 
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r  et  a  se  transportent  en  r^  et  a^,  l'intersection  des  plans  se  place  en  h' a^,  et  la  per- 
pendiculaire r^g^  est  la  longueur  qu'il  faut  porter  sur  la  ligne  m,  a  partir  du  point  r, 
pour  avoir  le  point  g\  L'angle  cherché  est  mgn. 

Si  les  deux  plans  ont  leurs  traces  parallèles  sur  un  des  plans  coordonnés,  par 
exemple,  sur  le  plan  horizontal  [fig.  46),  leur  intersection  sera  horizontale  et 
parallèle  aux  traces;  le  plan  auxiliaire  deviendra  vertical,  et  la  hauteur  rg  du 
triangle  mng  sera  égale  à  la  projetante  hh' , 

57.  L'intersection  des  plans  donnés  (P,  P')  et  (Q,  Q')  {fig,  44)  est  perpendicu- 
laire a  toutes  les  lignes  du  plan  auxiliaire  qui  passent  au  point  g  de  l'espace,  a 
celle  qui  va  au  point  m,  comme  à  celle  qui  passe  par  r.  Si  donc  nous  rabattons  le 
plan  (P,  F)  sur  le  plan  horizontal,  il  suffira  d'abaisser  du  point  m  une  perpendicu- 
laire sur  le  rabattement  de  l'intersection,  pour  avoir  la  longueur  du  côté  mg  du 
triangle  mgn. 

Traçons  du  point  h  la  ligne  hi  perpendiculaire  à  P.  La  droite  qui  va  dans  l'espace 
du  point  y  du  plan  vertical  au  point  ^  du  plan  horizontal,  est  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  hh'  et  hi\  sa  longueur  est  V i^  ;  elle  rencontre 
perpendiculairement  en  i  la  trace  P,  et  par  suite,  quand  le  plan  tourne  autour  de 
la  droite  P,  le  point  [h,  h'\  vient  se  placer  sur  le  prolongement  de  hi,  en  un  point 
B,  à  une  distance  îB  égale  à  h' i^.  Le  rabattement  de  l'intersection  est  donc  aB;  il 
n'y.  a  plus  pour  avoir  le  point  g  qu'à  abaisser  la  perpendiculaire  mG,  et  à  ramener 
le  point  G  sur  la  ligne  ra  par  un  arc  de  cercle. 

Cette  construction  est  un  peu  moins  simple  que  la  précédente;  mais  elle  devien- 
drait plus  facile  si,  pour  des  constructions  antérieures,  l'un  des  plans  donnés  avait 
déjà  été  rabattu. 

On  peut  encore  résoudre  le  problème  en  abaissant  des  perpendiculaires  sur  les 
plans  d'un  point  pris  dans  l'intérieur  de  Tangle  que  l'on  veut  connaître,  et  en  cons- 
truisant l'angle  de  ces  lignes  qui  est  supplémentaire  de  celui  que  l'on  cherche.  En 
prenant  le  point  sur  l'un  des  plans  de  projection,  dans  une  position  convenable 
par  rapport  aux  traces,  on  sera  assuré  qu'il  se  trouve  dans  le  dièdre  que  l'on  con- 
sidère. 

58.  Déterminer  t  angle  que  forme  un  plan  mec  le  plan  horizontal. 
Soit  (P,  F)  le  plan  {fig,  48).  Par  un  point  quelconque  g  de  P,  concevons  un  plan 
vertical  perpendiculaire  à  P;  il  coupe  le  plan  horizontal  et  le  plan  donné  suivant 
deux  droites  qui  comprennent  entre  elles  l'angle  cherché.  L'une  d'elles  est  la 
perpendiculaire  gh  à  P,  l'autre  va  du  point  g  au  point  U  où  la  verticale  hh' ,  trace  du 
plan  auxiliaire,  rencontre  la  trace  F  du  plan  donné. 

Faisons  maintenant  tourner  le  plan  vertical  (h g,  hh')  autour  de  hh'  pour  le 
rabattre  sur  le  plan  vertical  de  projection  :  le  point  g  va  en  g^  et  l'angle  cherché 
e^ihg^h'. 

On  opérerait  d'une  manière  analogue  pour  avoir  r  angle  du  plan avecle  plan  vertical. 

3. 
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Changement  des  plans  de  projection, 

59.  Il  est  quelquefois  utile  d'abandonner  les  plans  coordonnés  primitifs,  pour  en 
prendre  d'autres  qui,  eu  égard  à  la  nature  du  problème,  soient  plus  convenablement 
placés  par  rapport  à  la  figure  de  l'espace.  Il  faut  alors  déterminer  les  nouvelles 
projections  des  lignes  données.  Nous  avons  déjà  étudié  cette  question  dans  des  cas 
simples  (art.  52-54);  nous  allons  compléter  cette  théorie. 

Connaissant  les  projections  de  divers  points  sur  deux  plans  coordonnés  y  trousser  leur 
projection  sur  un  plan  vertical  quelconque  que  Von  rabat  sur  le  plan  horizontal. 

Soient  (m,  m'),  {p,  /?'),...,  les  points  donnés  {/ig\  49),  et  X^Y^  la  trace  du  nou- 
veau plan  vertical. 

La  nouvelle  projection  m''  du  point  {m,  m')  doit  être  a  une  distance  de  la  nouvelle 
ligne  de  terre  X^Y^,  égale  à  la  hauteur  du  point  au-dessus  du  plan  horizontal, 
c'est-à-dire  à  la  distance  m^  m'  de  la  première  projection  verticale  m'  à  la  première 
ligne  de  terre  XY.  Donc,  si  nous  traçons  par  le  point  m  la  perpendiculaire  mm^  à 
la  ligne  de  terre  X,Y^,  et  que  nous  prenions  sur  cette  droite  la  distance  m^  m"  égale 
à  moTTi',  le  point  m''  sera  la  nouvelle  projection  verticale  du  point  [m,  m'). 

Le  point  m''  peut  être  placé  indifféremment  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  ligne  de 
terre  XiYi,  parce  que  rien  ne  détermine  d'avance  le  sens  du  rabattement  du  nou- 
veau plan  vertical.  Tous  les  points  qui,  sur  le  premier  plan  vertical,  ont  leur  pro- 
jection du  même  côté  de  la  ligne  de  terre  XY  que  m\  auront  leurs  nouvelles 
projections  du  même  côté  de  la  droite  X^Y^  que  7n'\ 

60.  Nous  allons  maintenant  examiner  le  cas  général. 

Connaissant  les  projections  d'un  point  sur  deux  plans  coordonnés ,  trouver  ses 
projections  sur  deux  plans  rectangulaires  que  l'on  rabat  sur  les  premiers. 

Soient  (m,  m!)  le  point  [fig,  47),  (P,  P')  un  des  nouveaux  plans  et  (A,  A')  son 
intersection  avec  le  second  plan . 

Nous  rabattons  le  plan  (P,  P')  sur  le  plan  horizontal  en  le  faisant  tourner  autour 
de  sa  trace  P,  et  nous  allons  chercher  d'abord  où  se  place  la  droite  (A,  A')  qui  doit 
être  notre  nouvelle  ligne  de  terre  X^  Y^ . 

Nous  prenons  un  plan  [xy,  ad)  vertical  et  perpendiculaire  a  la  trace  P,  et  nous  le 
rabattonS'Sur  le  plan  horizontal.  Un  point  quelconque  (r,  f)  de  (A,  A')  se  projette 
sur  ce  plan  auxiliaire  en  un  point  f  situé  à  la  même  hauteur  au-dessus  de  xy  que  r' 
l'est  au-dessus  de  XY.  Lorsque  nous  faisons  tourner  le  plan  (P,  P')  autour  de  P,  le 
point  (r,  r")  décrit  un  arc  de  cercle  et  se  place  en  r^.  Nous  pourrions  obtenir  de  la 
même  manière  un  autre  point  de  X^Y^,  mais  la  trace  horizontale  b  de  la  droite 
(A,  A')  étant  dans  le  cadre  de  l'épure,  notre  nouvelle  ligne  de  terre  se  trouve 
déterminée. 

Le  plan  (P,  F)  étant  perpendiculaire  au  plan  auxiliaire,  sa  trace  P"  sur  ce  plan 
passe  par  la  projection  r"  de  l'un  quelconque  de  ses  points. 
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Nous  obtenons  la  projection  m"  du  point  (m,  m!)  sur  le  plan  vertical  œy  en  opérant 
comme  pour  le  point  (r,  /^)  ;  nous  projetons  m!'  sur  P"  en  n,  puis,  rabattant  le  plan 
(P,  P')  sur  le  plan  horizontal,  nous  voyons  que  la  projection  se  place  en  m^.  La 
projection  sur  le  plan  perpendiculaire  est  en  m^,  a  une  distance  de  XjY,  égale 
a  m"n. 

Pour  bien  comprendre  ces  opérations,  on  peut  supposer  que  le  plan  auxiliaire  soit 
transporté  parallèlement  à  lui-même  jusqu'à  passer  par  le  point  [m,  m')\  ^e'est  la 
position  qu'il  faudrait  lui  donner,  si  l'on  ne  cherchait  les  nouvelles  projections  que 
de  ce  seul  point. 

Le  point  rri^  peut  être  placé  indifféremment  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  droite 
X^  Y^  parce  que  rien  ne  détermine  d'avance  le  sens  du  rabattement  du  second  plan 
sur  le  premier.  Tous  les  points  qui  sur  le  plan  auxiliaire  sont  du  même  coté  de  P'' 
que  m'\  devront  être  sur  le  nouveau  plan  de  projection  du  même  côté  de  X,Y^ 
que  rrî^.  Une  observation  analogue  doit  être  faite  pour  les  projections  sur  le  plan 
(P,  P')  :  un  point  tel  quem^  sera  placé  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  trace  P,  suivant 
le  sens  du  rabattement. 

Les  nouveaux  plans  de  projection  ne  sont  pas  l'un  horizontal  et  l'autre  vertical; 
cependant,  dans  les  questions  abstraites,  on  les  désigne  souvent  par  ces  expressions^ 
et  cela  facilite  le  langage  ;  mais  dans  les  applications  les  objets  ont  des  positions  dé- 
terminées, et  on  cesserait  d'être  intelligible  si  l'on  appelait  horizontales  des  droites 
qui  sont  visiblement  inclinées  à  Fhorizon  (i). 

Pour  arriver  à  nos  projections  définitives  nous  avons  construit  une  projection  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  l'un  des  anciens  plans  coordonnés,  et  à  l'un  des  nouveaux. 
Cette  projection  intermédiaire  est  quelquefois  utile  par  elle-même  pour  la  solution 
du  problème. 

Nous  allons  maintenant  étudier  une  question  qui  nous  donnera  l'occasion  d'appli- 
quer les  tracés  que  nous  venons  d'expliquer. 

61 .  Déterminer  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  qui  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan. 

Nous  supposons  d'abord  que  le  plan  vertical  est  parallèle  aux  deux  droites  données 
(A,  A')  et  (B,  B')  [Jig,  49).  Les  projections  verticales  se  rencontrent  nécessairement 
en  un  point  m',  car  sans  cela  les  droites  de  l'espace  seraient  parallèles,  et  par  suite 
dans  un  même  plan. 

La  droite  projetée  sur  le  point  m!  est  évidemment  perpendiculaire  aux  deux  lignes 
et  aucune  autre  sécante  ne  peut  l'être,  car  sa  projection  verticale  serait  perpendi- 
culaire aux  deux  convergentes  A'  et  B'  (art.  46),  ce  qui  est  impossible. 

Si  l'on  se  reporte  a  la  construction  que  nous  avons  donnée  pour  avoir  la  distance 

(i)  L'A  figure  I  ne  doit  jamais  être  appelée  une  projection  horizontale,  même  quand  on  considère 
la  droite  XZ  comme  une  ligne  de  terre. 
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de  deux  points  (art.  14),  on  reconnaîtra  que  la  longueur  nm  de  la  perpendiculaire 
est  plus  petite  que  celle  des  autres  droites  qui  ont  leurs  extrémités  sur  les  deux 
lignes  données. 

Nous  voyons  donc  que  quand  deux  droites  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  elles 
ont  une  commune  perpendiculaire  qui  mesure  leur  plus  courte  distance,  et  que 
cette  ligne  est  immédiatement  donnée  de  grandeur  et  de  position  quand  les  deux 
droites^ont  parallèles  a  un  des  plans  de  projection. 

62.  Supposons  maintenant  que  les  droites  données  (A,  A'')  et  (B,  B'')  [fig-  49) 
aient  leurs  projections  horizontales  parallèles  entre  elles,  mais  non  pas  a  la  ligne 
de  terre  XiY^  ;  pour  connaître  la  grandeur  de  la  plus  courte  distance,  nous  n'aurons 
qu'a  mesurer  l'écartement  des  droites  A  et  B;  mais  si  nous  voulons  avoir  la  position 
de  la  commune  perpendiculaire,  il  faudra  prendre  un  nouveau  plan  vertical  dont 
la  trace  XY  soit  parallèle  a  A  et  a  B,  et  déterminer  les  projections  A'  et  B'  des  droites 
sur  ce  plan  ;  leur  point  de  rencontre  w!  fera  trouver  sur  le  plan  horizontal  la  ligne 
ma  qu'on  relèvera  en  nt' n!'. 

On  eût  pu  rabattre  le  plan  XY  sur  le  plan  vertical  XjY,  en  le  faisant  tourner 
autour  de  la  verticale  du  point  Y.  La  droite  YZ  eût  alors  été  la  ligne  de  terre  des  deux 
projections,  qui  se  fussent  trouvées  disposées  comme  \e^  figures  i  et  4- 
65.  Nous  arrivons  maintenant  au  cas  général. 

Les  droites  données  sont  (A,  A')  et  (B,  B')  [fig.  5o).  La  ligne  (B^,  B')  menée 
parallèlem'^nt  a  la  seconde  par  un  point  [g,  g')  de  la  première,  détermine  avec 
celle-ci  un  plan  (P,  P').  Nous  prenons  un  plan  auxiliaire  de  projection  [xy,  eé) 
perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  a  (P,  P')  et  nous  le  rabattons  sur  le  plan  hori- 
zontal. 

Les  deux  droites  (A,  k!.)  et  (B^,  B')  ont  pour  projection  sur  ce  plan  une  lignti  A'', 
trace  du  plan  (P,  P');  la  droite  (B,  B')  se  projette  sur  une  ligne  B''  parallèle  a  la 
précédente,  et  qui,  par  conséquent,  peut  être  déterminée  par  un  seul  point,  tel  que 
p\  projection  de  la  trace  horizontale/». 

L'écartement  des  droites  A''  et  B''  donne  la  distance  cherchée  (art.  62). 
Pour  avoir  la  position  de  la  commune  perpendiculaire,  il  faut  prendre  un  nouveau 
plan  de  projection  parallèle  aux  droites  et  perpendiculaire  au  plan  vertical  xy\  ce 
sera  (P,  P')-  Nous  pouvons  le  rabattre  soit  sur  le  plan  auxiliaire  en  le  faisant  tourner 
autour  de  A'^  soit  sur  le  plan  horizontal  par  une  rotation  autour  de  P;  nous  avons 
adopté  cette  dernière  disposition.  Opérant  comme  il  a  été  expliqué  a  l'article  60, 
on  trouve  que  les  nouvelles  projections  des  droites  sont  A'"  et  B'\  La  commune 
perpendiculaire  se  projette  en  tH"  \  nous  ramenons  cette  ligne  d'abord  en  mn,  puis 

en  vnl  n!  > 

64.  Si  l'une  des  droites  était  verticale,  la  commune  perpendiculaire  se  projet- 
terait sur  le  plan  horizontal  en  vraie  grandeur,  et  suivant  une  ligne  perpendicu- 
laire a  la  projection  de  la  seconde  droite.  On  peut  donc  résoudre  le  problème, 
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dans  le  cas  général,  en  prenant  un  plan  de  projection  perpendiculaire  a  Tune  des 
lignes. 

Enfin,  nous  indiquerons  deux  solutions  parles  procédés  ordinaires,  en  conservant 
les  plans  coordonnés. 

i"^.  Un  plan  P  mené  par  la  droite  A  parallèlement  à  B,  et  un  plan  H  mené  par  la 
droite  B  perpendiculairement  à  P,  se  coupent  suivant  une  ligne  M  dont  l'inter- 
section I  avec  A  est  l'une  des  extrémités  de  la  droite  cherchée.  Car,  si  par  ce  point 
on  élève  une  perpendiculaire  à  P,  elle  sera  perpendiculaire  à  A,  a  M,  et  a  la  droite  B 
parallèle  a  M. 

2^.  L'intersection  G  d'un  plan  P  perpendiculaire  à  A  par  un  plan  Q  perpendi- 
culaire à  B  est  parallèle  à  la  droite  cherchée;  on  obtient  l'une  des  extrémités  de 
cette  ligne,  en  déterminant  le  point  où  la  droite  A  rencontre  le  plan  passant  par  B 
et  parallèle  à  G. 

Quand  les  projections  de  la  commune  perpendiculaire  sont  connues,  on  trouve  sa 
grandeur  par  les  procédés  ordinaires  (art.  14). 


CHAPITRE  IIL 

POINTS   ET    LIGNES   DE   CONSTRUCTION    HORS    DU   CADRE   DE   l'ÉPURE. 


Réduction  d'échelle. 

63.  Le  but  de  la  Géométrie  descriptive  étant  de  résoudre  des  problèmes  d'appli-» 
cation,  il  est  nécessaire  que  les  tracés  soient  appuyés  sur  des  lignes  et  des  points 
situés  dans  le  cadre  de  l'épure.  Lorsqu'un  point  utile  se  trouve  éloigné,  on  ne  doit 
pas  aller  le  chercher  sur  une  seconde  feuille  placée  près  de  la  première.  Cet  artifice 
ne  présente  jamais  d'exactitude,  et  serait  d'ailleurs  impossible  dans  les  applications 
sérieuses,  par  exemple  en  Stéréotomie,  où  Ton  opère  sur  des  aires  limitées. 

Nous  avons  déjà  indiqué,  pour  lever  cette  difficulté,  divers  procédés  spéciaux  à 
quelques  problèmes;  à  l'article  49  nous  avons  exposé  une  construction  qui  est  sou- 
vent employée,  celle  du  déplacement  de  la  ligne  de  terre  ;  il  nous  reste  à  traiter  la 
question  d'une  manière  générale,  et  a  faire  connaître  quelques  tracés  utiles. 

66.  On  peut  toujours,  par  une  réduction  d'échelle,  faire  rentrer  les  lignes  et  les 
points  éloignés  dans  le  cadre  de  l'épure.  Lorsque  le  tracé  est  terminé,  on  reporte 
la  solution  sur  la  figure  primitive. 

Supposons  que  par.  le.point  de  rencontre  éloigné  des  droites  B  et  G  {fig.  5 s)  on 
doive  élever  une  perpendiculaire  à  Bfet  du  point  où  elle  coupe  la  droite  A  abaisser 
une  perpendiculaire  sur  D. 
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Il  suffit  de  réduire  les  dimensions  de  la  figure  au  tiers  pour  en  obtenir  une 
autre  [fig.  5i  Us)  sur  laquelle  la  construction  puisse  être  faite.  La  droite  cher- 
chée e  est  ensuite  reportée  en  E  [fig,  5i).  Les  lignes  des  deux  figures  sont  paral- 
lèles. 

Nous  avons  construit  une  figure  entièrement  distincte  de  la  première,  mais  géné- 
ralement on  prend  un  point  de  celle-ci  pour  centre  commun  de  similitude,  de 
manière  à  utiliser  pour  la  seconde  les  droites  qui  y  passent.  Si  Ton  avait  choisi  le 
point  M,  les  lignes  B  et  D  eussent  appartenu  à  la  figure  réduite.  Quand  on  connaît 
un  point  de  la  droite  cherchée,  on  doit  le  prendre  pour  centre  de  similitude  ;  on 
trouve  alors  la  ligne  dans  la  position  même  qu  elle  doit  occuper. 

Le  compas  de  réduction  est  d'un  usage  très-commode  pour  la  construction  que 
nous  venons  d'indiquer.  On  ne  doit  employer  cet  instrument  qu'avec  beaucoup  de 
soin  quand  il  s'agit  d'obtenir  une  fraction  déterminée  d'une  longueur,  mais  ici  la 
grandeur  du  rapport  de  réduction  n'a  aucune  importance. 

67.  Quelques-unes  des  constructions  que  nous  avons  exposées  dans  le  chapitre 
précédent  pour  des  points  éloignés,  sont  de  véritables  réductions  d'échelle;  ainsi  à 
l'article  27  nous  avons  déterminé  l'intersection  de  deux  plans  dont  les  traces  hori- 
zontales ne  se  rencontrent  pas  sur  la  feuille  de  dessin,  en  diminuant  dans  un  même 
rapport  les  lignes  6R  et  èS  [fig,  23),  de  manière  à  obtenir  un  triangle  rgs  semblable 
à  celui  que  forment  les  traces  P  et  Q  avec  la  ligne  de  terre.  Le  centre  de  similitude 
est  le  poiu't  connu  h  de  la  droite  cherchée. 

Si  les  traces  ne  se  rencontraient  que  très-loin  sur  les  deux  plans  coordonnés,  on 
pourrait  prendre  le  point  R  pour  centre  de  similitude  [fig.  Ss)  ;  alors  réduisant  RS 
au  cinquième,  on  transporterait  le  plan  (Q,Q')  parallèlement  à  lui-même  en  [q,q'); 
puis,  après  avoir  obtenu  l'intersection  (a,  a'),  on  la  reporterait  dans  sa  position  en 
quintuplant  les  longueurs  R6  et  Rc. 

Constructions  diverses. 

68.  Tracer  une  droite  qui  passe  par  un  point  donnée  et  par  le  point  éloigné  où  deux 
droites  données  se  rencontrent. 

Soient  A  le  point,  P  et  Q  les  droites  [fig,  53).  Nous  construisons  le  triangle  ABC 
dont  un  sommet  est  au  point  A,  et  les  deux  autres  sur  les  lignes  données,  puis  nous 
traçons  bc  parallèle  a  BC,  et  par  les  points  è  et  c  nous  menons  des  parallèles  a  BA 
et  GA;  leur  point  de  concours  a  appartient  à  la  droite  cherchée,  caries  deux  trian- 
gles étant  semblables  et  semblablement  placés,  les  droites  qui  passent  par  les 
points  homologues  concourent  vers  un  même  point  qui  est  le  centre  de  simili- 
tude (i). 

(i)  Nous  supposons  que  ce  théorème  est  connu  du  lecteur  ;  il  est  du  reste  très-facile  de  le  démontrer. 
Appelons  I  et  J  les  points  où  la  droite  ka  rencontre  les  lignes  P  et  Q;  les  triangles I«^,  J«c  respec- 
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On  tracera  généralement  la  droite  BC  parallèle  a  la  ligne  du  cadre  de  Tépnre, 
de  manière  que  bc  puisse  être  formé  par  un  segment  de  cette  ligne  ;  mais  la  condition 
essentielle  à  laquelle  il  faut  satisfaire,  c'est  que  les  diverses  intersections  se  fassent 
sous  des  angles  assez  ouverts. 

69.  Abaisser,  une  perpendiculaire  sur  une  droite  R,  du  point  éloigné  où  deux  droi- 
tes V  et(^se  rencontrent  [fig-  54) . 

Des  points  a  et  6  où  la  droite  R  coupe  les  lignes  P  et  Q,  nous  abaissons  des  droites 
respectivement  perpendiculaires  sur  Q  et  P  ;  leur  point  de  rencontre  c  appartient 
à  la  perpendiculaire  cherchée.  On  sait,  en  effet,  que  les  trois  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  d'un  triangle  tel  que  PQR  sur  les  côtés  opposés  concourent 
vers  un  même  point  c.  La  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  R  est  donc  la 
ligne  cherchée. 


CHAPITRE  IV, 

PROBLÈMES    RELATIFS   AUX    ANGLES    TRIÈDRES. 


70.  Un  angle  trièdre  présente  trois  angles  plans  et  trois  angles  dièdres;  nous 
allonsvoirque  quand  troisdecessixanglessontdonnés,  on  peut  déterminerlesautres. 

Nous  désignerons  par  a,  /S  et  7  les  angles  des  faces,  et  par  A,  B,  C  les  angles  diè- 
dres qui  leur  sont  respectivement  opposés.  Nous  considérerons  toujours  ces  derniers 
comme  représentés  par  des  angles  plans  d'un  même  nombre  de  degrés. 

Pour  la  facilité  du  langage,  le  plan  de  la  figure  sera  supposé  horizontal. 

Premier  cas, 

71.  Connaissant  les  faces  a,  |S  et  7  d'un  angle  trièdre,  trouver  les  angles  dièdres 
A,  B  et  C. 

Nous  traçons  par  un  point  S  [fig,  55)  les  droites  Se,  Se,  Sa  et  Sfe^  comprenant 
entre  elles  les  angles  donnés,  et  nous  considérons  les  deux  espaces  angulaires  h'èc 
et  è,  Sa  comme  les  rabattements  de  deux  faces  de  l'angle  trièdre  sur  le  plan  horizontal 
de  la  troisième  face  cSa. 

Prenons  sur  S&  et  S&^  deux  points  M  et  M,  également  éloignés  de  S,  et  traçons 

tivement  semblables  à  lAB  et  JAC  donnent 

a\  ab  ai  ac 

Les  seconds  rapports  sont  égaux,  vu  la  similitude  des  triangles  ABC  et  abc^  les  longueurs  AI  et  AJ  sont 
donc  aussi  égales,  et  par  suite  les  points  ï  et  J  se  confondent. 

I.  4 
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les  droites  ME  m,  M,  Dm  respectivement  perpendiculaires  a  Se  et  Sa;  si  nous  relevons 
les  deux  faces  rabattues,  en  les  faisant  tourner  autour  de  Se  et  de  S  a,  les  points  M  et  M^ 
décriront  des  arcs  de  cercle  qui  auront  leurs  centres  en  E  et  en  D,  et  se  projetteront 
sur  Em  et  Dm.  Ces  arcs  sont  sur  une  sphère  dont  le  centre  est  en  S,  et  dont  le  rayon 
est  SM  ;  le  point  de  rencontre  m  de  leurs  projections  est  la  projection  d'un  point  de 
la  sphère  où  ils  se  coupent.  Les  droites  Sb  et  S6,  se  confondent  donc  lorsqu'elles  se 
projettent  sur  Sm;  l'angle  triëdre  est  alors  recomposé. 

Lorsque  la  ligne  EM  est  parvenue  à  sa  position  définitive,  elle  forme  avec  sa  pro- 
jection Em  et  la  projetante  du  point  M  un  triangle  rectangle  dans  lequel  l'angle 
en  E  mesure  l'angle  dièdre  C.  Nous  connaissons  l'hypoténuse  et  un  côté  de  ce 
triangle,  nous  pouvons  donc  le  construire.  Si  nous  le  rabattons  sur  le  plan  hori- 
zontal par  une  rotation  autour  de  sa  base  mE,  son  sommet  se  placera  au  point  m'  où 
la  droite  mm'  perpendiculaire  à  mE  rencontre  l'arc  décrit  du  point  E  comme  centre 
avec  EM  pour  rayon.  L'angle  m'Em  est  l'angle  cherché  G. 

On  trouve  de  la  même  manière  la  grandeur  7n\J)m  de  l'angle  dièdre  A.  Les  droites 
mm'  et  mm\  étant  des  rabattements  d'une  même  projetante,  doivent  être  égales. 

Si  le  point  m  se  trouvait  à  gauche  de  Se,  l'angle  C  serait  obtus,  et  on  obtiendrait 
sa  grandeur  en  prenant  le  supplément  de  l'angle  toujours  aigu  m'Em.  Quand  le 
point  m  est  dans  l'angle  opposé  au  sommet  a  cSa,  les  deux  angles  A  et  C  sont  obtus. 
72.  Tous  les  points  de  la  sphère  dont  nous  avons  parlé  se  projettent  sur  le  plan 
horizontal,  dans  l'intérieur  d'un  cercle  décrit  du  point  S  comme  centre  avec  SM  pour 
rayon.  Quand  les  droites  ME  et  M^D  se  rencontrent  hors  de  ce  cercle,  leur  point 
d'intersection  n'est  la  projection  d'aucun  point  de  la  sphère,  par  suite  les  arcs 
décrits  par  les  points  M  et  M^  ne  se  coupent  pas,  et  il  n'est  pas  possible  de  composer 
un  angle  trièdre  avec  les  angles  plans  donnés. 

Si  nous  faisons  varier  la  grandeur  de  l'angle  aS&<,  ou  7,  le  point  m  prendra 
diverses  positions  sur  la  ligne  Mn,  et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  quand  il 
sera  sur  les  prolongements  de  cette  corde,  le  problème  n'aura  plus  de  solution.  Or 
il  est  facile  de  reconnaître  que  si  le  point  m  se  trouve  au  delà  de  n  ou  en  deçà  de  M, 
c'est  que  l'angle  7  est  plus  petit  que  la  différence  aSii  {fig\  67)  ou  plus  grand  que 
h  somme  aS/x,  de  /3  et  de  a.  Il  faut  donc,  pour  que  l'angle  trièdre  existe,  que  l'un 
quelconque  des  angles  plans  soit  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

Si  le  problème  n'avait  pas  de  solution,  on  en  serait  averti  par  la  construction 
même;  l'hypoténuse  Em'  {Jig\  55),  qui  est  égale  à  EM  ou  E/^,  se  trouverait  en  effet 
plus  petite  que  le  côté  Em. 

La  discussion  que  nous  venons  de  faire  est  complète  pour  le  cas  où  l'angle  6Sa, 
somme  des  deux  angles  a  et  p  que  nous  supposons  invariable,  est  inférieur  a  180  de- 
grés; mais  quand  il  dépasse  cette  grandeur,  c'est  son  supplément  à  36o  degrés 
qui  est  la  limite  supérieure  de  l'angle  7.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  étude, 
qu'il  est  très-facile  de  faire  sur  une  figure  établie  pour  ce  cas. 
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Il  existe  ainsi  une  seconde  condition  :  l'angle  dièdre  n'est  possible  que  quand 
la  somme  des  angles  plans  est  inférieure  a  36o  degrés. 

75.  Nous  n'avons  déterminé  que  deux  des  trois  angles  dièdres;  pour  obtenir  le 
troisième  en  conservant  aux  angles  donnés  leur  disposition  sur  {^figure  55,  nous 
traçons  les  lignes  MG  et  M^H  respectivement  perpendiculaires  a  S  6  et  a  S  fe^  ;  ces  lignes 
comprennent  dans  l'espace  l'angle  B  quand  les  faces  cS&  et  aS5^  sont  remises  en 
position;  elles  forment  alors  un  triangle  dont  la  base  estGH,  et  qu'on  peut  facile- 
ment construire  rabattu  sur  le  plan  horizontal.  Son  sommet  M/  est  déterminé  par 
deux  arcs  de  cercle  ayant  pour  centres  G  et  H,  et  pour  rayons  GM  etHM,.  L'angle 
GM'H  est  l'angle  cherché  A. 

Le  plan  du  triangle  est  perpendiculaire  à  la  troisième  arête,  sa  trace  GH  doit  être 
par  conséquent  perpendiculaire  à  la  projection  Sm  de  cette  droite  (art.  40).  Dans 
le  rabattement,  le  sommet  du  triangle  se  meut  dans  le  plan  dont  la  trace  est  S  m,  et 
le  point  M'  où  il  vient  se  placer  doit  être  sur  cette  ligne, 

74.  Rien  n'indique  dans  la  construction  si  l'on  a  fait  tourner  les  plans  cS6  et  aSè^ 
de  manière  a  les  élever  au-dessus  du  plan  de  la  figure,  ou  à  les  abaisser  au-dessous 
de  lui  :  cela  montre  que  les  deux  angles  trièdres,  qui  peuvent  être  composés  par 
ces  mouvements  différents,  ont  les  mêmes  angles  dièdres.  Ils  ne  sont  pas  superpo- 
sables,  mais  symétriques. 

On  peut  placer  dans  un  ordre  quelconque  les  trois  angles  donnés,  ils  corres- 
pondent toujours  à  un  même  angle  trièdre  et  à  son  symétrique. 

75.  Le  point  N  [fig.  55)  est  à  égale  distance  des  points  M^  et  m',  parce  qu'il  se 
trouve  sur  les  axes  des  deux  rabattements.  On  peut  donc  déterminer  la  position  du 
point  m!  sur  l'arc  Mm',  par  un  second  arc  décrit  du  point  N  comme  centre  avec  NM| 
pour  rayon.  Nous  allons  donner  un  exemple  de  cette  construction  qui  est  préfé- 
rable a  celle  que  nous  avons  exposée,  quand  on  ne  cherche  que  l'angle  dont  l'arête 
est  S(?. 

Dans  le  lever  des  plans,  on  a  souvent  besoin  de  réduire  un  angle  à  l'horizon, 
c'est-a-dire  de  déterminer  la  projection  horizontale  d'un  angle  connu  7  dont  les 
côtés  font,  avec  la  verticale  abaissée  du  sommet,  des  angles  donnés  a  et  p. 

Cette  verticale  et  les  deux  côtés  de  l'angle  y  senties  arêtes  d'un  angle  trièdre  dont 
on  connaît  les  trois  angles  plans.  La  projection  demandée  est  l'angle  rectiligne  qui 
mesure  le  dièdre  des  faces  verticales. 

Par  un  point  S  [fig,  56)  nous  traçons  quatre  droites  Se,  Se,  Sa  et  S5,  formant 
entre  elles  les  angles  a,  |S  et  7;  la  seconde  de  ces  lignes  doit  être  verticale.  Nous 
considérons  les  deux  espaces  angulaires  h^c  et  5, Sa  comme  les  rabattements  de 
deux  faces  de  l'angle  trièdre  sur  le  plan  vertical  de  la  face  cSa. 

Nous  prenons  un  plan  horizontal  déterminé  par  une  ligne  de  terre  EN  ;  il  coupe 
l'arête  Sfe  en  un  point  M  que  nous  rapportons  en  M,  sur  le  second  rabattement  Sè^ 
de  cette  ligne,  par  un  arc  décrit  du  point  S  comme  centre. 

4. 
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Supposons  maintenant  que  Ton  fasse  tourner  les  faces  bScei  &, S  a  respectivement 
autour  de  Se  et  de  Sa  pour  recomposer  l'angle  trièdre  ;  le  point  M  décrira  dans  le 
plan  horizontal  un  arc  de  cercle  dont  le  point  E  sera  le  centre;  le  point  M^  restera 
toujours  a  la  même  distance  de  N.  Nous  pouvons  donc  déterminer  par  recoupement 
le  point  m'  du  plan  horizontal  où  les  points  M  et  M,  se  rejoindront.  L'angle  réduit  à 
l'horizon  estNEm'. 

La  seule  différence  avec  X^ifigure  55,  c'est  que  nous  avons  rabattu  la  face  èSc  sur 
la  face  aSc  et  non  en  dehors. 

Dans  cet  exercice,  nous  avons  supposé  les  angles  placés  sur  un  plan  vertical^  pour 
avoir  égard  à  la  nature  des  données. 

Deuxième  cas. 

76.  Connaissant  deux  faces  a  et  ^  d'un  angle  trièdre  et  t angle  dièdre  G  qu  elles 
comprennent,  trouver  la  troisième  face  y  et  les  deux  autres  angles  dièdres  A  et  B. 

Par  un  point  S  [fig*  58),  nous  traçons  trois  droites  S&,  Se  et  Sa  qui  comprennent 
entre  elles  les  angles  plans  donnés  ;  puis,  d'un  point  M  pris  arbitrairement  sur  Se, 
nous  abaissons  une  perpendiculaire  sur  Se. 

Pour  placer  la  face  6  Se  dans  sa  véritable  situation  par  rapport  a  a  Se,  il  faut  la 
faire  tourner  autour  de  Se,  jusqu'à  ce  que  la  droite  ME  forme  avec  EN  l'angle 
donné  G.  Gette  ligne  ME,  sa  projection  sur  EN  et  la  projetante  du  point  M,  sont 
alors  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  dont  nous  connaissons  l'hypoténuse  ME 
et  l'angle  en  E  égal  à  G.  Nous  pouvons  construire  ce  triangle  sur  le  plan  delà  figure 
en  supposant  qu'il  ait  tourné  autour  de  sa  base. 

La  position  M^  du  point  M,  lorsqu'il  est  rabattu  avec  le  plan  de  la  troisième  face, 
est  sur  la  circonférence  décrite  du  point  S  comme  centre  avec  SM  pour  rayon,  sur  la 
perpendiculaire  a  Sa  abaissée  de  la  projection  m  du  point  de  l'espace,  et  sur  la 
circonférence  décrite  du  point  N  comme  centre  avec  Nm'  pour  rayon.  Nous  avons 
donc  une  vérification. 

La  droite  MN  peut  être  considérée  comme  une  ligne  de  terre;  Em'  est  alors  la 
trace  verticale  du  plan  de  la  seconde  face. 

Les  trois  angles  plans  sont  maintenant  connus;  on  achèvera  la  solution  du 
problème  comme  il  est  dit  aux  articles  71  et  75.  Il  n'y  a  pas  de  cas  d'impossi- 
bilité. 

Troisième  cas. 

77.  Connaissant  deux  faces  a  et  |3  d'un  angle  trièdre,  et  l'angle  A  opposé  à  ï  une 
délies,  trouver  la  troisième  face  y  et  les  deux  autres  angles  dièdres  B  et  G. 

Par  un  point  S  {fig.  59),  nous  traçons  trois  droites  S6,  Se  et  Sa  qui  comprennent 
entre  elles  les  angles  plans  donnés.  Nous  menons  ensuite  une  droite  xK  perpendi- 
culaire a  Sa,  et  nous  la  considérons  comme  la  trace  d'un  plan  vertical  que  nous 
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rabattons  ;  son  intersection  avec  la  troisième  face  est  alors  la  ligne  Kj  qui  fait  avec 
K^  l'angle  donné  A. 

Toutes  les  données  sont  maintenant  sur  la  figure. 

D'un  point  M  de  S6  abaissons  une  perpendiculaire  MN  sur  Se:  si  nous  concevons 
que  la  face  èSc  soit  ramenée  dans  sa  véritable  position  par  une  rotation  autour  de  Se, 
les  points  M»  E  et  N  seront  les  sommets  d'un  triangle  dont  deux  côtés  EN  et  EM 
sont  connus;  le  troisième  côté  considéré  comme  une  droite  indéfinie,  a  un  de  ses 
points  projeté  en  r,  car  le  plan  du  triangle  est  vertical. 

En  élevant  rr\  perpendiculaire  à  ^K,  nous  déterminons  sur  Ky  le  point  r\  du 
plan  de  la  troisième  face  qui  se  projette  enr;  la  grandeur  de  la  projetante  est 
donc  ïr\.  Si,  par  une  rotation  autour  de  EN,  nous  rabattons  sur  le  plan  horizontal 
le  triangle  dont  nous  avons  parlé,  le  point  qui  se  projette  en  r  se  placera  en  r'  à  une 
distance  de  EN  égale  à  rr\.  La  droite  dont  un  segment  forme  le  troisième  côté  du 
triangle  est  ainsi  Nr\ 

En  décrivant  un  arc  de  cercle  du  point  E  comme  centre  et  avec  EM  pour  rayon, 
on  détermine  les  points  m\  et  ni^  qui  peuvent  être  indifféremment  adoptés  commue 
sommet  du  triangle,  ou  rabattement  du  point  M  de  l'espace. 

Nous  connaissons  les  distances  de  ces  points  au  point  N,  et  leur  éloignement  du 
point  S  qui  est  MS;  nous  pouvons  donc  déterminer  par  des  arcs  de  cercle  leurs 
positions  M,  et  M2  quand  la  troisième  face  est  rabattue  sur  le  plan  horizontal.  On 
pourrait  aussi  déterminer  les  projections  m,  et  m^^  et  abaisser  de  ces  points  des 
perpendiculaires  sur  Sa. 

Les  droites  Kj  et  Nr'  sont  les  traces  du  plan  de  la  troisième  face,  sur  les  plans 
verticaux  dont  les  lignes  de  terre  sont  'K.x  et  Ne.  La  construction  pour  déterminer 
Nr'  revient  a  celle  que  nous  avons  exposée  pour  le  changement  du  plan  vertical  de 
projection  (art.  59)* 

Pour  avoir  les  grandeurs  de  l'angle  C,  il  suffira  de  joindre  les  points  m^  etm'^ 
au  point  E.  L'angle  B  sera  donné  par  la  construction  expliquée  à  l'article  73. 

78.  On  obtient  autant  de  solutions  que  le  demi-cercle  M7^  a  de  points  communs 
avec  la  droite  indéfinie  N/.  Un  point  de  rencontre  de  cette  ligne  avec  l'autre  moitié 
du  cercle,  correspondrait  a  un  angle  trièdre  dans  lequel  l'angle  dièdre  le  long  de  Sa 
serait  supplémentaire  de  A* 

D'après  cette  règle,  et  pourvu  qu'on  ait  soin  de  faire  toujours  les  rabatte- 
ments dans  le  même  sens,  par  rapport  au  sommet  S,  que  sur  X^à.  figure  Sg,  on 
reconnaîtra  facilement  s'il  y  a  une  ou  deux  solutions,  ou  si  l'angle  trièdre  est  im- 
possible. 

Sur  \^ figure  69  his,  on  ne  trouve  qu'une  solution.  Le  point  rabattu  en  r'  et  en  r\ 
est  au-dessous  du  plan  horizontal. 

Nous  donnerons  plus  loin  (art.  139)  une  solution  différente  et  plus  simple  du 
problème  de  l'angle  trièdre  dans  le  troisième  cas. 
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Quatrième  cas. 

79.  Connaissant  une  face  |S  d'un  angle  trièdre  et  les  deux  angles  dièdres  adja- 
cents A  et  C,  trouver  les  deux  autres  faces  a  et  7  et  le  troisième  angle  dièdre^. 

Après  avoir  tracé  deux  droites  Se  et  Sa  [fig^  60)  comprenant  entre  elles  l'angle 
donné  S,  nous  prenons  deux  plans  verticaux  respectivement  perpendiculaires  a  ces 
deux  lignes;  leurs  traces  que  nous  considérons  comme  des  lignes  de  terre  sont  PE 
et  QD.  Nous  plaçons  ensuite  sous  les  inclinaisons  voulues  les  traces Em'  et  Dm'^  des 
plans  des  faces  inconnues  sur  les  plans  verticaux  qui  leur  correspondent.  Toutes  les 
données  sont  maintenant  sur  la  figure. 

Nous  coupons  les  deux  faces  par  un  plan  horizontal  dont  les  traces  verticales  sont 
les  droites  xyç^ix^y^  respectivement  parallèles  aux  lignes  de  terre,  et  situées  au- 
dessus  cV elles  a  une  même  hauteur,  d'ailleurs  arbitraire.  Les  droites  d'intersection 
se  projettent  sur  le  plan  horizontal  suivant  des  parallèles  à  Se  et  Sa;  leur  point 
de  rencontre  m  appartient  à  la  troisième  arête  dont  la  projection  est  par  consé- 
quent Sm. 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  que  si  nous  rabattons  les  faces  sur  le  plan  hori- 
zontal en  les  faisant  tourner,  l'une  autour  de  Se,  l'autre  autour  de  Sa,  le  points 
de  l'espace  sera  transporté  d'un  côté  en  M  et  de  l'autre  côté  en  M,,  et  que  par  suite 
les  angles  plans  cherchés  sont  6Sc  et  fe,Sa. 

Le  problème  a  toujours  une  solution. 

Résolution  des  problèmes  par  t  angle  trièdre  supplémentaire. 

80.  Nous  montrerons  plus  loin  (art.  157  et  140)  comment  on  résout  directement 
les  cinquième  et  sixième  cas  de  l'angle  trièdre,  mais  nous  ferons  connaître  dès  à 
présent  une  méthode  qui  peut  servir  à  ramener  les  trois  derniers  cas  aux  trois  pre- 
miers, et  réciproquement. 

Concevons  que  d'un  point  s  pris  dans  l'intérieur  d'un  angle  trièdre  S  {fig^  63)  on 
abaisse  des  droites  sa,  sh  et  5c  respectivement  perpendiculaires  sur  les  faces  BSC,  CSA 
et  x4SB  de  l'angle,  et  qu'on  prenne  ces  lignes  pour  les  arêtes  d'un  second  angle  triè- 
dre dont  les  faces  seront  prolongées  jusqu'à  leur  intersection  avec  celles  du  premier. 

Le  plan  csbV  contenant  les  droites  sb  et  se  respectivement  perpendiculaires  aux 
faces  ASC  et  ASB,  est  perpendiculaire  à  leur  intersection  AS.  L'angle  plan  cVb 
mesure  donc  l'angle  dièdre  dont  l'arête  est  AS,  et  comme  les  angles  &  et  c  du  qua- 
drilatère Pè^csont  droits,  on  voit  qu'un  angle  plan  du  deuxième  angle  trièdre  est 
supplémentaire  de  l'angle  dièdre  correspondant  du  premier. 

Nous  avons  vu  que  l'arête  SA  était  perpendiculaire  au  plan  P  foc.  Toutes  les  aréte.<^ 
de  l'angle  S  sont  ainsi  respectivement  perpendiculaires  aux  faces  de  s,  et  par  suite 
les  angles  plans  de  S  sont  supplémentaires  des  angles  dièdres  de  s.  Ces  deux  angles 
trièdres  sont  dits  supplémentaires  l'un  de  l'autre. 
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81 .  Si  ron  connaît  les  trois  dièdres  d\in  angle  triëdre,  en  prenant  leurs  supplé- 
ments on  aura  les  angles  plans  de  Fangle  triëdre  supplémentaire  que  Ton  résoudra 
parles  constructions  des  articles  71  et  73.  On  aura  alors  les  suppléments  des  angles 
plans  de  l'angle  dièdre  donné. 

On  pourrait  par  le  même  procédé  ramener  au  troisième  cas  celui  où  l'on  donne 
un  angle  plan,  l'angle  dièdre  opposé  et  l'un  des  deux  autres,  et  le  quatrième  au 
second;  mais  il  est  généralement  préférable  de  traiter  directement  ces  divers 
problèmes. 

Angle  îrièdre  trirectangle. 

82.  Connaissant  les  projections  des  trois  arêtes  d'un  angle  trièdre  trirectangle, 
trouver  les  angles  que  ces  droites  forment  avec  le  plan  de  la  figure. 

Nous  supposons  que  les  droites  S^,  Sj  et  S^  [fig,  64)  sont  les  projections  des 
arêtes  d'un  angle  trièdre  trirectangle,  sur  un  plan  que  nous  considérons  comme 
horizontal. 

La  hauteur  du  plan  de  projection  étant  arbitraire,  nous  pouvons  prendre  un  point 
quelconque  C  de  la  droite  S^  pour  trace  de  l'arête  projetée  sur  cette  ligne.  Les 
traces  des  plans  ^ S o^  et  z^y  sont  alors  les  droites  CA  et  CB  respectivement  perpen- 
diculaires a  S/  et  a  "èx  (art.  46).  La  trace  AB  de  la  troisième  face  doit  se  trouver 
perpendiculaire  à  S^. 

Nous  prenons  un  plan  vertical  dont  la  ligne  de  terre  XY  est  parallèle  à  rfS^,  La 
projection  de  l'arête  SC  passera  par  G',  et  la  trace  du  plan  opposé  par  d'  ;  ces  deux 
lignes  soiit  d'ailleurs  à  angle  droit,  et  par  suite  la  projection  S'  du  sommet  est  sur 
le  demi-cercle  qui  a  CI  d'  pour  diamètre.  L'angle  en  C  donne  l'inclinaison  de 
l'arête  S^;  on  obtient  les  inclinaisons  des  autres  arêtes  en  faisant  tourner  leurs 
plans  projetants,  autour  de  la  verticale  du  point  S,  jusqu'à  les  rendre  parallèles  au 
plan  vertical. 

83.  On  ne  trouvera  une  solution  que  quand  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
S  surXY  rencontrera  le  demi-cercle;  mais  on  doit  se  demander  si,  cette  condition 
étant  satisfaite,  l'angle  trièdre  que  l'on  obtiendra  sera  nécessairement  trirectangle. 

Reprenons  les  constructions.  Nous  menons  d'un  point  C  de  S^  deux  droites  CA 
et  CB  respectivement  perpendiculaires  à  Sy  et  S^,  et  nous  traçons  AB  ;  cette  droite 
sera  toujours  perpendiculaire  a  Sz,  parce  que  les  trois  perpendiculaires  abaissées 
des  sommets  d'un  triangle  sur  le  côtés  opposés  se  rencontrent  en  un  même  point. 
Nous  sommes  ainsi  assuré  que  la  ligne  AB  se  projette  verticalement  en  un  point  d\ 
et  nous  pouvons  déterminer  une  hauteur  ^S'  du  sommet,  pour  laquelle  l'arête  S^  est 
perpendiculaire  à  la  face  ^Sj,  et  par  conséquent  aux  deux  arêtes  S^  et  Sj;  mais 
chacune  de  celles-ci  est  déjà  perpendiculaire  a  la  trace  horizontale  de  la  face  qui 
lui  est  opposée,  elle  est  donc  perpendiculaire  à  cette  face,  et  l'angle  déterminé  est 
trirectangle. 
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Pour  que  la  verticale  ^S'  rencontre  le  demi-cercle,  il  faut  que  chacun  des  angles 
•xSy,  ySz  et  ^S^  soit  compris  entre  90  et  180  degrés.  Il  est  facile  devoir,  en  effet, 
que  si  l'on  fait  tourner  la  droite  Sx,  de  manière  qu'elle  fasse  un  angle  aigu  avec 
Sj  ou  avec  Sjs,  le  point  (i' passera  en  deçà  de  ^  (ï). 

Quand  deux  des  droites  données  S^  et  Sj  sont  à  angle  droit,  la  troisième  S^  doit 
être  confondue  avec  Tune  d'elles  ou  sur  son  prolongement,  et  le  problème  est  indé- 
terminé. 

84.  En  modifiant  l'ordre  dans  lequel  les  différentes  lignes  de  Va  figure  64  sont 
tracées,  on  y  trouvera  la  solution  des  problèmes  qui  consistent  à  tracer  la  pro- 
jection d'un  angle  trièdre  trirectangle  quand  on  connaît  la  projection  Sz  d'une 
arête,  son  inclinaison  et  l'inclinaison  d'une  autre  arête,  ou  bien  les  projections  S^ 
etSj  de  deux  arêtes,  et  l'inclinaison  de  l'une  d'elles, 

(i)  Si  deux  droites  qui  se  rencontrent  à  angle  droit  dans  Pespace,  percent  le  plan  horizontal  l'une 
en  A  et  l'autre  en  B,  l'angle  ASB  de  leurs  projections  est  nécessairement  obtus;  il  serait  droit  si  les 
lignes  étaient  dans  le  plan  de  projection,  mais  il  ne  peut  pas  être  aigu.  Les  deux  angles  ESC  et  CSA 
supplémentaires  à  36o  degrés  doivent  être  obtus  par  la  même  raison  II  est  d'ailleurs  évident  que 
quand  ces  conditions  sont  satisfaites,  le  point  S  se  trouve  entre  la  trace  C  et  la  droite  AB,  et  que,  par 
suite,  la  verticale  ^S'  rencontre  le  demi-cercle. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

COURBES    PLANES    ET    SURFACES   COURBES. 


Courbes  planes . 

85.  Une  ligne  est  le  lieu  des  positions  d'un  point  mobile;  elle  est  plane  quand 
le  point  se  meut  dans  un  plan  fixe.  Nous  ne  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  que 
des  lignes  planes. 

En  général,  quand  la  loi  du  mouvement  ne  change  pas,  la  ligne  ne  présente  ni 
angle  ni  point  d'arrêt  (i);  elle  se  développe  indéfiniment  comme  une  droite,  ou  se 
replie  sur  elle-même  comme  un  cercle. 

86.  Considérons  une  droite  MN  {fig,  65)  qui  coupe  une  ligne  courbe  en  deux 
points,  et  faisons-la  tourner  autour  de  l'un  d'eux  M;  le  second  point  de  section  N 
prendra  successivement  les  positions  n,  n^,  n^,  713,....  On  conçoit  qu'il  y  aura  un 
moment  où  le  point  N  sera  confondu  avec  M;  la  droite  dans  cette  position  unique 
est  dite  tangente;  elle  n'a  qu'un  point  de  commun  avec  la  partie  considérée  de  la 
courbe. 

87.  Les  tangentes  d'une  courbe  en  deux  points  A  et  B  peuvent  être  de  côtés 
différents,  comme  cela  a  lieu  sur  \^  figure  66.  Dans  ce  cas,  il  y  a  entre  A  et  B  un 
point  ^'inflexion  M  où  la  tangente  est  en  partie  d'un  côté,  et  en  partie  de  l'autre. 

Si  l'on  suppose  »que  la  droite  B6  se  transporte  en  restant  toujours  tangente  à  la 
courbe,  mais  en  des  points  de  plus  en  plus  rapprochés  de  M,  le  point  de  section  b 
se  rapprochera  du  point  de  contact  B,  et  viendra  se  confondre  avec  lui  en  M.  On 
voit  qu'à  un  point  d'inflexion,  un  point  de  contact  et  un  point  de  section  sont  réunis, 
et  que,  par  suite,  il  faut  considérer  la  courbe  comme  ayant  avec  sa  tangente  un  con- 
tact plus  intime  que  dans  le  cas  ordinaire. 

(i)  Quelques  courbes  exceptionnelles  ne  sont  pas  soumises  à  cette  règle;  ainsi  la  perspective  de  la 
logarithmique  a  deux  points  d'arrêt  à  distance  fînie^  et  la  logarithmique  elle-même  en  a  deux  à 
distance  infinie.  Mais  nous  ne  devons  pas  nous  occuper  de  ces  singularités,  qui  n'ont  aucune  impor- 
tance pour  les  questions  que  nous  avons  à  examiner. 

I.  5 
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A  un  point  d'inflexion,  la  tangente  TT'  forme  transition  entre  les  sécantes  qui 
coupent  la  courbe  en  trois  points,  telles  que  NP,  et  celles  qui  la  rencontrent  seule- 
ment au  point  M. 

Lorsque  la  droite  B6  se  meut  en  restant  tangente  à  la  courbe,  elle  tourne  dans 
un  certain  sens  jusqu'à  ce  que  le  contact  ait  lieu  en  M;  elle  prend  ensuite  des  posi- 
tions parallèles  à  celles  qu'elle  vient  de  quitter.  La  tangente  d'une  courbe  en  un 
point  d'inflexion  fait  donc  avec  une  droite  quelconque  du  plan,  un  angle  plus  petit 
ou  plus  grand  que  les  tangentes  aux  points  voisins;  cetle  circonstance  peut  servir 
à  la  déterminer  (art.  145). 

88.  11  arrive  quelquefois  qu'une  courbe  présente  un  rebroussement  [fig.  67  ou  68) . 
Il  faut  concevoir  que  la  vitesse  du  point  mobile  qui  décrit  la  ligne  diminue  gra- 
duellement, devienne  nulle  en  un  point  M,  puis  prenne  une  direction  de  sens 
contraire  de  manière  que  la  position  de  la  tangente  varie  d'une  manière  continue. 
Le  rebroussement  est  de  première  ou  de  seconde  espèce,  suivant  que  les  deux  bras 
sont  ou  non  d'un  même  côté  de  la  tangente  MT. 

89.  Une  courbe  telle  que  MA  [fig,  69)  présente  un  nœud  ou  point  double 
en  Mo 

Quand  une  courbe  varie  de  forme  d'une  manière  continue,  un  rebroussement  se 
présente  quelquefois  comme  une  feuille  MA  réduite  à  un  point.  La  ligne  qui  a  un 
rebroussement  est  alors  une  transition  entre  les  lignes  qui  ont  un  nœud  et  celles 
qui  n'en  ont  pas. 

En  général,  on  ^ii^^eWe  point  multiple  un  point  par  lequel  passent  plusieurs  arcs 
d'une  même  courbe. 

90.  Quand  on  est  assuré  qu'une  courbe  ne  présente  ni  nœud  ni  rebroussement, 
on  peut  obtenir  une  tangente  en  faisant  mouvoir  une  sécante  d'une  manière  quel- 
conque, jusqu'à  ce  que  deux  points  de  section  viennent  se  confondre  avec  le  point 
que  l'on  considère  sur  la  courbe.  Cette  méthode  est  souvent  plus  commode  que  celle 
que  nous  avons  indiquée  à  l'article  87. 

91.  La  droite  est  la  plus  simple  des  lignes  qui  s'étendent  à  l'infini. 
Considérons  une  droite  AB  {fig.  70)  et  une  sécante  Pm,  puis  faisons  tourner  cette 

dernière  ligne  autour  d'un  de  ses  points  P,  de  manière  que  le  point  de  rencontre 
m  prenne  successivement  différentes  positions  m.i,  7^2,...  en  s' éloignant  indéfini- 
ment vers  la  gauche  ;  dans  une  certaine  position  la  sécante  sera  parallèle  à  AB,  le 
point  de  rencontre,  toujours  unique,  sera  alors  à  l'infini  sans  qu'on  puisse  le  supposer 
plutôt  d'un  côté  que  de  l'autre.  Si  la  sécante  continue  son  mouvement  de  rotation, 
le  point  revient  de  l'infini  par  la  droite  de  la  figure. 

On  voit  qu'on  peut  considérer  une  droite  comme  une  courbe  fermée,  dans  laquelle 
un  point  situé  à  Tinfini  forme  la  jonction  des  deux  bras  qui  s'étendent  dans  les  deux 
sens  opposés. 

Quand  une  courbe  se  développe  indéfiniment,  elle  a  ainsi  un  point  situé  à  l'infini  j 
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et  elle  ne  s'arrête  pas  plus  à  ce  point  qu'à  tout  autre;  un  second  bras  distinct  du 
premier  doit  s'étendre  yers  le  même  point  situé  à  l'infini. 

Une  courbe  a  autant  de  branches  infinies  qu'elle  a  de  points  situés  à  l'infini.  Cha- 
que branche  est  formée  de  deux  bras  qui  se  rejoignent  a  l'infini. 

92.  Nous  avons  dit  (art.  85)  qu'une  courbe  ne  présentait  pas  d'angle,  c' est-a-dire 
que  les  deux  parties  ^3  M  etNM  [fig^.  65),  qui  se  réunissent  en  un  point  quelconque  M, 
ont  la  même  tangente  MT.  Il  en  est  de  même  pour  un  point  situé  à  l'infini  ;  les  deux 
bras  MC,  QE  {fig,  71),  qui  s'y  réunissent,  ont  la  môme  tangente  AB  :  cette  droite 
est  appelée  asymptote. 

Il  arrive  quelquefois  que  la  tangente  d'une  courbe  au  point  situé  à  l'infini  se 
trouve  tout  entière  à  l'infini;  on  dit  alors  que  la  courbe  n'a  pas  d'asymptote. 

On  obtient  une  asymptote,  comme  toute  autre  tangente,  en  considérant  une 
sécante  MN,  et  en  la  faisant  mouvoir  de  manière  que  les  points  de  section  M  et  N 
arrivent  ensemble  à  l'infini.  On  peut  prendre  deux  points  M  et  Q  sur  les  deux  bras 
et  les  réunir  a  l'infini,  en  les  éloignant  indéfiniment  en  sens  opposé  ;  au  moment 
où  ils  se  confondent,  la  sécante  MQ  devient  asymptote. 

Quelques  courbes  présentent  des  points  multiples  et  des  rebroussements  à  l'in- 
fini; nous  étudierons  ces  circonstances  plus  loin.  Nous  nous  bornerons  à  dire  ici 
que  pour  les  lignes  de  ce  genre  on  n'est  pas  assuré  d'avoir  une  asymptote  en  faisant 
mouvoir  une  sécante  de  la  manière  que  nous  venons  d'indiquer.  Il  faut  pouvoir  con- 
sidérer une  droite  GH  qui  rencontre  la  courbe  au  point  situé  à  l'infini,  et  la  transpor- 
ter parallèlement  à  elle-même  jusqu'à  ce  qu'un  point  de  section  P  rejoigne  celui-là. 
95.  On  considère  quelquefois  des  courbes  qui  se  modifient  graduellement, 
comme  ferait  un  cercle  dont  le  rayon  varierait  et  dont  le  centre  parcourrait  une 
ligne.  Quand  la  courbe  n'a  ni  point  multiple  ni  rebroussement,  et  qu'elle  n'é- 
prouve dans  sa  forme  aucun  changement  brusque,  une  sécante  fixe  ou  mobile  devient 
tangente  dès  que  deux  points  de  section  se  confondent  en  un  seul.  Si  la  réunion  a 
lieu  à  l'infini,  la  droite  est  asymptote. 

94.  Considérons  le  cercle  déterminé  par  les  conditions  de  toucher  en  un  point  M 
une  courbe  a|3  [fig..  712),  et  de  passer  par  un  autre  point  N  de  cette  ligne.  Si  l'on 
suppose  que  le  point  N  se  déplace,  le  cercle  se  modifiera;  il  aura  un  contact  plus 
intime  avec  la  courbe ,  lorsque  ce  point  de  section  sera  réuni  au  point  de  tan- 
gence  M.  On  dit  alors  que  le  cercle  est  osculateur. 

L'arcNM  n'existant  plus,  le  cercle  est  du  côté  de  la  convexité  de  la  courbe  sur  la 
gauche  du  point  M  [fig\  78),  tandis  que  sur  la  droite  il  est  toujours  resté  du  côté 
de  la  concavité  :  il  la  traverse  donc  en  M  sans  cesser  d'avoir  la  même  tangente.  Cette 
propriété  est  caractéristique  du  cercle  osculateur,  car  si  le  point  N  continuant  son 
mouvement  passe  à  droite  de  M  [fig.^i),  l'arc  de  cercle  compris  entre  eux  se 
trouvera  du  côté  de  la  partie  convexe  de  la  courbe. 

Si  l'on  considère  la  série  des  cercles  qui  passent  par  un  point  d'une  droite,  et  qui 

5. 
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ont  leur  centre  sur  cette  ligne,  on  verra  que  Tun  d'eux,  celui  qui  a  son  centre  à 
l'infini,  se  transforme  en  une  ligne  droite.  Il  peut  donc  arriver  que  la  tangente 
remplace  le  cercle  osculateur  et  en  ait  les  propriétés;  elle  traverse  alors  la  courbe, 
et  il  y  a  inflexion  (art. 87). 

A  un  point  de  rebroussement  le  rayon  du  cercle  osculateur  est  nul;  on  le 
reconnaît  facilement  en  considérant  un  rebroussement  comme  une  feuille  réduite  à 
un  point. 

Le  cercle  osculateur  peut  se  trouver,  prés  du  point  de  contact,  d'un  naême  côté 
delà  courbe.  Cela  arriverait  si,  quand  le  point  N  se  confond  avec  M  [fig.  72),  le  point  P 
s'y  réunissait  aussi. 

95.  Considérons  sur  une  courbe  deux  points  M  et  G  [fig,^l\)  peu  éloignés  l'un 
de  l'autre,  et  les  droites  MO  et  GO  qui  sont  perpendiculaires  aux  tangentes,  c'est- 
à-dire  normales  ;  en  divisant  l'arc  MG  par  le  nombre  abstrait  qui  indique  la  gran- 
deur de  l'angle  MOG,  l'angle  droit  étant  représenté  par  la  moitié  du  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre,  nous  aurons  une  longueur  qui,  si  la  courbe  était  un  cer- 
cle, serait  son  rayon.  Supposons  maintenant  que  le  point  G  se  rapproche  indéfi- 
niment de  M;  plus  l'arc  MG  sera  petit,  moins  il  différera  d'un  arc  du  cercle  oscu- 
lateur en  M,  et  la  limite  du  rapport  :rz-r~  sera  le  rayon  de  ce  cercle.  L'angle  MOG 

est  égal  a  celui  des  tangentes  en  M  et  en  G;  on  l'appelle  angle  de  contingence  quand 
le  point  G  est  infiniment  voisin  du  point  M  :  il  est  alors  infiniment  petit. 

Le  cercle  osculateur  fait  juger  de  la  courbure  d'une  ligne  en  un  point:  plus  son 
rayon  est  grand,  plus  la  courbure  est  petite.  D'après  cela,  le  centre  du  cercle  oscu- 
lateur est  souvent  appelé  centre  de  courbure,  et  son  rayon  rayon  de  courbure, 

96.  Deux  courbes  sont  tangentes  quand  elles  sont  touchées  en  un  point  commun 
par  une  même  droite.  Si  l'une  des  courbes  roule  sur  l'autre  en  lui  restant  toujours 
tangente,  lorsque  l'arc  compris  entre  un  des  points  où  elles  se  coupent  et  le  point 
de  contact  devient  nul,  il  y  a  osculation  ou  tangence  du  second  ordre,  et  les  courbes 
se  traversent.  Si  deux  points  de  section  se  réunissent  en  même  temps  au  point  de 
contact,  la  tangence  s'élève  au  troisième  ordre,  et  les  courbes  ne  se  traversent  pas. 

Dans  l'osculation  les  courbes  ont  trois  points  communs  réunis  en  un  seul;  dans 
la  tangence  du  troisième  ordre  elles  en  ont  quatre,  et  ainsi  de  suite,  car  on  consi- 
dère quelquefois  des  contacts  d'un  ordre  plus  élevé. 

97.  Une  ligne  regardée  comme  la  solution  d'un  problème  spécial  peut  avoir  des 
points  d'arrêt;  ainsi  le  diamètre  d'un  cercle,  lieu  des  milieux  d'une  série  de  cordes 
parallèles,  est  une  droite  limitée  aux  points  où  elle  rencontre  la  circonférence  ;  ainsi 
encore  la  projection  horizontale  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  vertical  est  un 
segment  de  droite. 

Les  parties  d'une  ligne  qui  forment  ainsi  la  solution  du  problème  spécial  dont 
on  s'occupe,  sont  appelées  utiles,  et  les  ^iWivç^^  parasites , 
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98.  Une  courbe  est  géométrique  quand  elle  est  soumise  dans  sa  génération  a  une 
loi  déterminée  ;  on  la  dit  graphique  lorsqu'elle  a  été  tracée  d'après  des  considérations 
de  forme  gracieuse,  ou  autres  de  même  nature,  qui  ne  sont  pas  susceptibles  d'être 
mathématiquement  définies.  Les  considérations  que  nous  venons  de  présenter  ne 
sont  complètement  applicables  qu'aux  courbes  géométriques. 

Une  courbe  graphique  n'existe  que  là  où  elle  est  tracée;  elle  n'a  donc  ni  partie 
parasite,  ni  branche  infinie.  Elle  peut  avoir  des  points  d'arrêt  et  des  angles;  mais 
dans  les  parties  où  sa  courbure  paraît  bien  continue,  elle  se  présente  comme  une 
courbe  géométrique,  et  les  considérations  que  nous  avons  développées  pour  les  tan- 
gentes et  les  rayons  de  courbure  lui  sont  applicables. 

Certaines  lignes  participent  de  la  nature  des  deux  genres  de  courbes  dont  nous 
venons  de  parler.  Ce  sont  celles  que  l'on  obtient  en  projetant  les  courbes  graphiques, 
ou  en  leur  faisant  éprouver  diverses  autres  transformations  géométriques.  Nous 
nous  bornons  quant  a  présent  à  signaler  ces  lignes. 

99.  Le  cercle  est  la  seule  courbe  géométrique  qu'il  soit  facile  de  tracer  d'un 
mouvement  continu.  Il  existe  pour  quelques  autres  lignes  des  compas  fort  ingé- 
nieux, mais  il  y  a  presque  toujours  quelques  difficultés  a  les  ajuster  et  à  les  placer 
dans  la  position  convenable  pour  l'arc  que  l'on  veut  avoir:  aussi  les  instruments 
de  ce  genre  ne  sont  que  trës-peu  employés. 

En  général,  pour  tracer  une  courbe  géométrique,  on  détermine  d'après  la  loi  de 
sa  génération  un  nombre  de  points  suffisant  pour  que  sa  forme  soit  bien  détermi- 
née, puis  on  les  réunit  par  un  trait  continu  que  l'on  corrige  jusqu'à  ce  qu'il  présente 
une  apparence  satisfaisante.  C'est  un  travail  auquel  il  est  essentiel  de  former 
son  œil  et  sa  main,  lorsqu'on  veut  s'occuper  des  arts  graphiques.  Toutes  les  fois 
que  la  forme  de  la  courbe  n'est  pas  nettement  accusée,  il  faut  chercher  de  nouveaux 
points,  ou  mieux  encore  construire  des  tangentes.  On  doit  éviter  de  trop  multiplier 
les  points:  de  petites  erreurs  peuvent  s'introduire  dans  leur  position,  par  suite 
de  l'imperfection  des  tracés,  et  alors  si  leur  nombre  était  très-grand,  on  serait 
conduit  à  donner  à  la  ligne  une  courbure  irrégulièrement  ondulée  qu'elle  ne  doit 
pas  avoir. 

Bien  qu'en  général  on  n'ait  pas  besoin  de  tracer  sur  de  grandes  longueurs 
les  branches  des  courbes  qui  s'étendent  à  l'infini,  il  est  cependant  souvent  néces- 
saire de  déterminer  les  asymptotes,  afin  de  bien  comprendre  la  disposition  des  dif- 
férentes parties. 

100.  Pour  mener  une  tangente  à  une  courbe  graphique  par  un  point  donné  hors 
de  la  courbe,  on  fait  passer  une  règle  par  ce  point,  et  on  la  fait  tourner  jusqu'à  ce 
que  son  bord  affleure  la  courbe.  Sa  position  est  alors  bien  déterminée. 

On  ne  peut  pas  opérer  d'une  manière  analogue  quand  c'est  le  point  de  tangence 
C  qui  est  donné  [J^g-T^)-  La  position  limite  de  la  règle  jprésente  alors  beaucoup 
d'incertitude  si  la  courbure  de  la  ligne  est  un  peu  grande. 
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On  prend  alors  sur  la  courbe  deux  ou  trois  points  en  deçà  du  point  C  et  autant 
au  delà,  on  trace  les  sécantes  qui  passent  par  ces  divers  points  et  par  le  point  C,  et 
on  les  coupe  par  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre.  On  porte  sur 
chaque  sécante  Ca,  à  partir  de  Tare,  une  longueur  aa  égale  à  la  corde  AC;  enfin 
on  trace  une  courbe  par  les  points  a,  |3,  (?,...,  ainsi  obtenus  :  elle  coupe  Tare  de 
cercle  en  un  point  c  qui  appartient  à  la  tangente,  car  la  corde  doit  être  nulle  sur  la 
droite  Ce. 

Si  nous  faisons  tourner  la  droite  ACa  autour  du  point  C,  il  pourra  arriver  que 
dans  une  certaine  position  P/>  la  corde  PC  soit  égale  au  rayon  du  cercle  ahc.  Le 
point  a  sera  alors  en  C,  et  la  droite  ACa,  ordinairement  sécante  de  la  courbe  auxi- 
liaire, lui  sera  devenue  tangente. 

Si  la  courbe  coupait  l'arc  de  cercle  sous  un  angle  trop  petit,  on  pourrait  la  mo- 
difier en  portant  sur  les  sécantes  des  longueurs  doubles  des  cordes. 

Les  courbes  auxiliaires  du  genre  de  celles  que  nous  venons  d'employer  sont 
appelées  courbes  d'erreur.  Nous  allons  donner  un  autre  exemple  de  ce  mode  de 
solution. 

101.  Lorsque  Ton  a  tracé  une  tangente  à  une  courbe  graphique  par  un  point 
extérieur,  on  a  quelquefois  besoin  de  déterminer  son  point  de  contact  d'une  manière 
plus  précise  qu'on  ne  pourrait  le  faire  à  la  simple  vue.  Il  existe  pour  cela  une  con- 
struction assez  facile. 

Nous  menons  des  sécantes  parallèles  a  la  tangente  TT'  [fig^  76),  et  par  les  points 
où  elles  rencontrent  la  courbe,  nous  leur  élevons  de  côtés  différents  des  perpendi- 
culaires sur  lesquelles  nous  portons,  a  partir  de  la  tangente  TT,  des  ordonnées 
égales  aux  cordes  déterminées,  par  la  courbe  donnée  sur  les  sécantes.  Ainsi  les 
longueurs  aa  et  a,  a,  sont  égales  a  AA,.  Les  points  a,  b,  c,  c^  è^,  a^  étant  déter- 
minés d'après  une  même  loi,  appartiendront  a  une  courbe  qui  passera  évidemment 
par  le  point  cherché,  et  qui  sera  continue  si  la  proposée  l'est. 

La  première  sécante  CC^  doit  être  aussi  rapprochée  de  la  tangente  que  le  permet 
la  condition  essentielle  qu'il  n'y  ait  pas  d'incertitude  sur  la  position  précise  des 
points  où  elle  coupe  la  courbe.  La  seconde  sécante  BB^  étant  également  peu  éloignée 
de  la  première,  on  trouvera  souvent  que  les  quatre  points  &,  c,  c,  et  6^  sont  a  peu 
près  en  ligne  droite.  La  ligne  aWa^  serait  même  rigoureusement  droite,  si  la  pro- 
posée était  symétrique  par  rapport  à  sa  normale  au  point  M. 

La  courbe  d'erreur  coupe  la  tangente  TT^  sous  un  angle  dont  la  tangente  trigo- 
nométrique  est  égale  a  2. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  les  ordonnées  soient  exactement  perpendiculaires  à  TT^  ; 
il  suffit  qu'elles  soient  bien  parallèles  (i). 

(i)  En  modifiant  légèrement  la  construction  que  nous  venons  d'expliquer,  on  résout  le  problème 
qui  consiste  à  déterminer  le  point  d'une  courbe  donnée  ou  la  tangente  est  parallèle  à  une  droite  donnée. 
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102.  On  a  souvent  des  moyens  exacts  pour  tracer  des  tangentes  aux  courbes 
géométriques;  dans  tous  les  cas,  on  peut  appliquera  ces  lignes  les  procédés  que 
nous  venons  de  faire  connaître  pour  les  courbes  graphiques. 

S'il  s'agit  de  mener  une  tangente  à  une  courbe  en  un  point  C  [fig.  yS),  on  appuiera 
la  construction  sur  des  points  A,  B,  D,  Ë  qui  auront  été  déterminés  directement.  11 
ne  sera  pas  nécessaire  que  la  courbe  soit  tracée. 

La  construction  exposée  à  l'article  101  pour  avoir  le  point  de  contact  d'une  tan- 
gente [fig,  76),  exige  que  la  courbe  soit  tracée  ou  au  moins  que  l'on  connaisse  des 
points  situés  sur  des  parallèles  a  la  tangente.  La  construction  serait  encore  juste  si 
les  sécantes  étaient  soumises  dans  leur  position  à  une  même  loi,  mais  on  ne  pourrait 
pas  opérer  sur  des  points  A,  B,  C  espacés  d'une  manière  arbitraire. 

105.  On  emploie  quelquefois  une  courbe  d'erreur  pour  déterminer,  sur  la  nor- 
male d'une  courbe,  la  position  du  centre  du  cercle  osculateur,  mais  ces  tracés 
exigent  beaucoup  de  soin  quand  on  veut  opérer  avec  exactitude.  On  obtient  le  centre 
de  courbure  avec  un  degré  de  précision  qui  suffit  généralement  dans  la  pratique,  en 
le  supposant  un  peu  loin  sur  la  normale,  et  le  rapprochant  progressivement  jusqu'à 
ce  que  le  cercle,  d'abord  complètement  extérieur  dans  la  partie  voisine  du  point  de 
contact,  arrive  à  traverser  la  courbe. 

104.  Supposons  que  l'on  prenne  sur  une  courbe  un  certain  nombre  de  points,  et 
qu'on  les  considère  comme  les  sommets  d'un  polygone  ;  cette  figure  différera  beau- 
coup de  la  courbe  :  mais  en  multipliant  progressivement  le  nombre  des  côtés,  on 
diminuera  la  différence,  et  on  conçoit  que  si  cette  opération  était  poursuivie  indéfi- 
niment, le  polygone  se  rapprocherait  aussi  indéfiniment  de  la  ligne  considérée.  C'est 
ce  que  l'on  exprime  en  disant  qu'une  courbe  est  un  polygone  d'un  nombre  infini 
de  côtés  infiniment  petits. 

Cette  considération  permet  d'étendre  aux  courbes  les  propriétés  des  polygones 
qui,  comme  les  théorèmes  de  similitude,  sont  indépendantes  du  nombre  et  de  la 
grandeur  des  côtés. 

Nous  voyons  donc  qu'il  y  a  des  courbes  semblables  entre  elles  :  les  grandeurs 
linéaires  homologues  y  sont  dans  un  même  rapport;  les  cordes  homologues  com- 
prennent des  angles  égaux,  et  si  elles  sont  parallèles,  les  figures  ont  un  centre  com- 
mun de  similitude. 

103.  La  direction  d'une  ligne  en  un  point  est  celle  de  sa  tangente.  L'angle  de 
deux  courbes  qui  se  rencontrent  est  déterminé  par  l'angle  de  leurs  tangentes  au 
point  commun.  On  les  dit  normales  quand  elles  se  coupent  à  angle  droit. 
.  Un  diamètre  est  le  lieu  des  milieux  d'un  système  de  cordes  parallèles. 

Un  axe  est  un  diamètre  rectiligne  perpendiculaire  aux  cordes  qu'il  partage  en 
parties  égales. 

La  projection  d'un  diamètre  d'une  courbe  est  évidemment  un  diamètre  de  la 
projection. 
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Surfaces  courbes. 

106.  Une  surface  est  le  lieu  des  positions  d'une  courbe  qui  se  meut  et  qui  varie  de 
forme  suivant  des  lois  continues.  Cette  courbe  se  nomme  génératrice. 

Une  même  surface  peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  courbe  mobile 
et  variable,  d'une  infinité  de  manières  différentes. 

Quand  la  génératrice  est  assujettie  à  rencontrer  certaines  courbes,  ces  lignes 
prennent  le  nom  de  directrices. 

Les  génératrices  et  les  directrices  ne  sont  pas  toujours  planes,  mais  nous  les 
supposerons  telles  jusqu'à  ce  que  nous  ayons  étudié  les  courbes  qui  ne  sont  pas 
comprises  dans  un  même  plan  et  que  l'on  appelle  gauches.  Cette  restriction  ne 
nous  empêchera  pas  d'étudier  les  surfaces  d'une  manière  générale,  car  on  peut 
toujours  les  considérer  comme  engendrées  par  des  courbes  planes. 

Nous  supposerons  enfin  que  la  génératrice  et  les  directrices  sont  des  courbes 
géométriques. 

107.  Une  surface  peut  avoir  des  parties  parasites.  Si  l'on  considère  un  plan  comme 
étant  engendré  par  une  droite  toujours  tangente  à  un  cercle,  la  surface  du  cercle, 
quoique  faisant  partie  du  plan,  ne  sera  pas  comprise  dans  la  définition. 

Un  cercle  engendre  une  zone  sphérique  lorsqu'il  tourne  autour  d'une  droite  qui 
rencontre  la  perpendiculaire  élevée  a  son  plan  par  son  centre.  Les  parties  de  la 
sphère  situées  en  deçà  et  au  delà  de  la  zone  sont  rattachées  a  cette  génération  comme 
parties  parasites. 

108.  Si  trois  courbes  A,  B,  C  qui  se  croisent  en  un  point  M  [fi g-  77)  appartiennent  à 
une  même  surface^  leurs  tangentes  en  ce  point  sont  dans  un  même  plan. 

Pour  le  prouver,  nous  considérons  la  courbe  A  comme  appartenant  à  un  système 
de  génératrices  situées  dans  des  plans  parallèles.  L'une  d'elles  a,  peu  éloignée  de  A, 
rencontre  les  courbes  B  et  C  en  des  points  n  et  r,  et  les  trois  sécantes  M/i,  Mr  et  nr 
sont  dans  un  même  plan.  Ce  résultat  ayant  lieu  pour  les  diverses  génératrices,  tant 
en  deçà  qu'au  delà  de  A,  subsiste  nécessairement  pour  la  courbe  A;  les  sécantes 
sont  alors  tangentes  aux  trois  lignes  considérées  ;  leur  plan  est  le  plan  tangent  de  la 
surface. 

Le  plan  tangent  à  une  surface  en  un  points  déterminé  par  les  tangentes  à  deux 
des  courbes  de  la  surface  qui  passent  par  ce  point,  contient  donc  les  tangentes  de 
toutes  les  autres. 

Ce  théorème  cesse  d'être  vrai  quand  la  courbe  génératrice  a  éprouve  dans  sa  forme 
un  changement  brusque,  au  moment  où  son  plan  passe  par  le  point  M.  C'est  un  cas 
que  nous  aurons  l'occasion  d'étudier. 

Une  droite  tangente  à  une  surface  est  une  sécante  dont  deux  points  de  section 
sont  réunis  en  un  seul.  Toute  droite  tangente  à  une  courbe  tracée  sur  une  surface 
est  tangente  à  la  surface. 
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La  normale  à  une  surface  en  un  point  est  la  perpendiculaire  au  plan  tangent  en  ce 
point. 

109.  Il  résulte  du  théorème  que  nous  menons  d'établir,  qu'une  surface  courbe 
peut  être  considérée  comme  composée  de  facettes,  c'est-à-dire  comme  un  polyèdre 
ayant  un  nombre  infini  de  faces  infiniment  petites,  et,  par  suite,  que  les  surfaces 
coui'bes  ont  toutes  les  propriétés  des  polyèdres  qui  ne  dépendent  ni  du  nombre  ni 
de  la  grandeur  des  faces. 

Les  théorèmes  de  similitude  s'étendent  donc  immédiatement  des  polyèdres  aux 
surfaces  courbes. 


CHAPITRE  IL 

DÉFINITION    ET    REPRÉSENTATION    DES    CYLINDRES    ET    DES    CONES. 


Définition,  représentation  et  principales  propriétés  du  cylindre, 

110.  Un  cylindre  est  une  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  restant 
toujours  parallèle  à  une  même  droite. 

Pour  définir  un  cylindre,  on  donne  une  droite  a  laquelle  la  génératrice  rectiligne 
doit  rester  parallèle,  et  une  directrice  qu'elle  doit  rencontrer.  Une  infinité  de  cour-- 
bes  différentes  peuvent  être  considérées  comme  directrices  d'un  même  cylindre, 
mais  dans  les  premières  études  nous  prendrons  toujours  une  ligne  tracée  sur  le 
plan  horizontal. 

111 .  Connaissant  la  projection  horizontale  d'un  point  d'un  cylindre,  déterminer  sa 
projection  verticale. 

Soient  A  la  trace  du  cylindre  [Jlg,  79),  (D,  D')  la  droite  de  parallélisme,  et  m  la 
projection  donnée. 

La  génératrice  de  la  surface  qui  passe  par  le  point  cherché  a  pour  projection  hori- 
zontale la  droite  mn  parallèle  a  D,  et  perce  le  plan  horizontal  au  point  n  de  la 
trace  A.  La  projection  verticale  de  la  génératrice  est  la  parallèle  à  D'  menée  par  le 
point  n'\  il  ne  reste  plus  qu'à  relever  m  en  m'  par  une  perpendiculaire  a  la  ligne 
de  terre. 

La  droite  mn  rencontre  la  trace  A  en  un  second  point  r,  trace  d'une  autre  géné- 
ratrice dont  un  point  se  projette  en  m.  On  trouve  ainsi  une  seconde  solution  m''. 
112.  Si  la  ligne  menée  par  le  point  m  parallèlement  a  D  ne  rencontrait  pas  la 
trace  A,  il  n'y  aurait  pas  dé  solution.  D'après  cela  les  deux  droites  P  et  Q  tangentes 
a  A  et  parallèles  a  D  sont,  sur  le  plan  horizontal,  la  limite  de  la  projection  des  points 
du  cylindre,  ou  son  contour  apparent.  Si  l'on  suppose  que  la  surface  recouvre  un 
corps  en  relief,  ces  droites  devront  être  tracées  en  trait  plein. 

Le  point  (m,  m')  est  plus  élevé  que  le  point  (m,  m!'),  et,  par  conséquent,  il  le 
L  6 
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cache  sur  la  projection  horizontale.  Les  génératrices  qui  ont  leur  trace  sur 
l'arc p^^  sont  ainsi  vues,  tandis  que  les  autres  sont  cachées. 

Il  peut  arriver  que  la  trace  du  cylindre  considéré  ait  plus  de  deux  tangentes 
parallèles  à  D,  qu'elle  n'en  ait  qu'une,  ou  même  pas  du  tout.  On  discutera  chaque 
cas  comme  celui  que  nous  venons  d'examiner., 

H3.  Si  l'on  se  donnait  la  projection  verticale  m'  [fig.  79)  d'un  point  du  cylindre, 
par  des  raisonnements  analogues  et  la  même  construction  faite  en  ordre  inverse, 
on  déterminerait  deux  projections  horizontales  correspondantes  m  et  m^, 

La  projection  verticale  de  la  surface  est  limitée  aux  droites  K'  et  F  parallèles  à  D% 
et  menées  par  les  points  k'  et  i'  où  la  ligne  de  terre  est  rencontrée  par  les  tan- 
gentes kk'  et  ii'  qui  lui  sont  perpendiculaires. 

114.  Un  cylindre  est  géométriquement  défini  par  sa  trace  et  une  droite  de  paral- 
lélisme, mais  pour  qu'il  soit  représenté,  il  faut  ajouter  les  lignes  de  contour  appa- 
rent; elles  donnent  d'ailleurs  la  direction  des  génératrices,  et  rendent  inutile  une 
droite  de  parallélisme. 

Le  corps,  s'il  existe  réellement,  sera  limité,  et  pour  le  représenter  il  sera  néces- 
saire d'avoir  la  projection  de  ses  bases;  mais  nous  ne  nous  occupons  pas  encore  de 
ces  questions. 

115.  Le  plan  tangent  à  un  cylindre  en  un  point  est  tangent  tout  le  long  de  la 
génératrice  qui  passe  par  ce  point. 

Soient  A  et  et  {fig,  78)  deux  points  quelconques  d'une  génératrice  G^,  M  et  m  deux 
courbes  tracées  par  ces  points,  et  G' une  autre  génératrice  de  la  surface. 

Les  droites  G  et  G'  étant  parallèles,  déterminent  un  plan  qui  contient  les  sécantes 
U  et  u  des  courbes  M  et  m.  Si  l'on  suppose  que  la  génératrice  G'  se  meuve  sur  la 
surface,  en  se  rapprochant  de  G,  les  points  B  et  &  s'avanceront  respectivement  vers  A 
et  a,  et  se  confondront  avec  eux  quand  G'  sera  réuni  a  G.  Les  lignes  U  et  useront 
alors  tangentes  à  M  et  m,  et  leur  plan  contenant  la  génératrice  rectiligne  qui  est  sa 
propre  tangente  en  A  comme  en  a,  sera  tangent  en  ces  deux  points.  Il  le  serait  de 
même  en  tout  autre  point  de  la  droite  G, 

La  proposition  que  nous  venons  d'établir  ne  cesse  pas  d'être  vraie  quand  la 
directrice  du  cylindre  est  une  courbe  graphique;  mais  on  ne  doit  pas  s'appuyer 
pour  sa  démonstration  sur  le  théorème  général  du  plan  tangent  aux  suî'faces  géo- 
métriques (art.  108).  Voici  comment  on  peut  raisonner  :  si  nous  concevons  qu'un 
plan  passant  par  la  génératice  G  {Jig.  78)  tourne  autour  de  cette  droite,  lorsque 
le  second  point  B  où  il  coupe  la  directrice  U  sera  réuni  au  point  A,  la  génératrice  G' 
sera  confondue  avec  G,  et  toutes  les  droites  situées  dans  le  plan  mobile,  et  non 
parallèles  à  G,  seront  devenues  tangentes  au  cylindre.  On  voit  donc  que  le  plan 
déterminé  par  la  génératrice  G  et  la  tangente  à  la  directrice  U  en  A,  contient  toutes 
les  tangentes  du  cylindre  aux  divers  points  de  la  génératrice  G,  et  par  suite  qu'il 
est  tangent  tout  le  long  de  cette  droite. 
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Cette  démonstration  suppose  que  la  directrice  U  ne  présente  pas  de  changement 
brusque  de  direction  en  A,  en  d'autres  termes  qu'elle  y  admet  une  tangente  unique. 
Dans  le  cas  contraire,  le  théorème  cesse  d'être  ^rai,  ou  du  moins  il  faut  considérer 
la  surface  comme  composée  de  deux  cylindres  qui  se  coupent  suivant  la  généra- 
trice, et  dont  chacun  a  son  plan  tangent. 

116.  La  tangente  à  la  trace  m  {Jïg\8o)  d'un  cylindre  sur  un  plan  P,  en  un 
pointa,  est  l'intersection  du  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  Âa,  avec  le  plan. 

L'ensemble  des  droites  qui  projettent  sur  un  plan  P  {/ig,  80)  les  différents  points 
d'une  courbe  M,  forment  un  cylindre  dont  la  trace  m,  sur  le  plan,  est  la  projec- 
tion de  M. 

Le  plan  projetant  d'une  tangente  T  est  tangent  au  cylindre  projetant  de  M,  tout 
le  long  de  la  projetante  du  point  de  contact  A,  et  par  suite  sa  trace  t^  projection 
de  T,  est  tangente  à  m.  Il  résulte  de  là  que  la  projection  de  la  tangente  à  une 
courbe  est  tangente  à  la  projection  de  la  courbe.  Nous  n'avons  pas  supposé  que  les 
génératrices  du  cylindre  fussent  perpendiculaires  au  plan  de  projection;  la  pro- 
position sera  donc  encore  vraie,  si  les  projetantes  toujours  parallèles  entre  elles 
sont  inclinées  sur  ce  plan.  Nous  devrons  quelquefois  employer  ce  genre  de  pro- 
jection. 

Quand  la  tangente  à  une  courbe  est  perpendiculaire  au  plan  de  projection,  elle  y 
est  représentée  par  un  point.  Si  la  courbe  est  plane,  sa  projection  est  alors  une 
droite,  et  il  n'y  a  pas  à  rechercher  sa  tangente. 

La  projection  de  la  normale  d'une  courbe  n'est  pas,  en  général,  normale  à  la  pro- 
jection de  la  courbe  (art.  46). 

117.  Un  cylindre  est  déçeloppable,  c' est-a-dire  c|u'on  peut  dérouler  une  telle 
surface  sur  un  plan,  sans  contraction  ni  distension  d'aucune  de  ses  parties,  mais 
par  de  simples  flexions.  Si  la  directrice  est  une  courbe  fermée,  il  faut  supposer  que 
ie  cylindre  a  été  coupé  au  préalable  le  long  d'une  génératrice. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  considérons  une  surface  de  prisme,  sans  base 
ifig.Si);  on  peut  concevoir  que  la  face  P  tourne  autour  de  l'arête  B  pour  se  placer 
dans  le  plan  Q,  et  que  ces  deux  faces  réunies  se  mettent  dans  ie  plan  R  par  une 
rotation  autour  de  C.  En  continuant  ce  mouvement  autour  des  différentes  arêtes,  on 
développera  la  surface. 

Cette  propriété  n'étant  dépendante  ni  du  nombre  ni  de  la  grandeur  des  faces,  est 
encore  vraie  quand  le  polygone  G,  directeur  du  prisme,  devient  une  courbe;  la  sur- 
face est  alors  un  cylindre. 

il8.  Dans  le  développement  du  prisme,  les  côtés  aô,  èc,...  d'un  polygone  quel- 
conque G  {jftg.81)  tournent  autour  des  droites  A,  B,...  et  par  suite  les  angles 
que  chacun  d'eux  forme  avec  les  arêtes  qui  passent  a  ses  extrémités,  ne  sont  pas 
altérés.  Cette  propriété  s'étend  naturellement  au  cylindre;  les  angles  que  la  direc- 
trice ou  toute  autre  courbe  forme  avec  les  génératrices,  ne  sont  pas  modifiés  lorsque 

6. 
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Von  déroule  la  surface,  et  par  suite  Tangle  formé  par  deux  courbes  tracées  sur  un 
cylindre  est  égal  à  celui  de  leurs  transformées  par  développement. 

Les  génératrices  restent  parallèles  comme  les  arêtes  du  prisme. 

La  section  droite,  c'est-à-dire  l'intersection  du  cylindre  par  un  plan  perpendi- 
culaire aux  génératrices,  devient  une  ligne  droite. 

Définition,  représentation  et  principales  propriétés  du  cône. 

H9.  Le  cône  diffère  du  cylindre  en  ce  que  la  génératrice  rectiligne,  au  lieu 
de  rester  parallèle  à  elle-même,  passe  par  un  point  fixe  que  l'on  nomme  ^omme^. 
Un  cône  est  défini  par  la  position  du  sommet  [s,  s')  [fig.  82),  et  par  une  directrice  A 
que  nous  prendrons  généralement  sur  le  plan  horizontal. 

Quand  la  génératrice  est  une  droite  indéfinie,  ses  deux  parties  en  deçà  et  au  delà 
du  sommet  décrivent  des  nappes  distinctes  qui  se  réunissent  à  ce  point. 

120.  Si  l'on  cherche  la  projection  verticale  d'un  point  situé  sur  le  cône,  et  dont 
la  projection  horizontale  m  est  connue,  en  opérant  comme  il  est  expliqué  a  l'ar- 
ticle 111  pour  le  cylindre,  on  trouvera  sur  le  plan  vertical  deux  points  m'  et  m\  et 
on  reconnaîtra  que,  sur  le  plan  horizontal,  toutes  les  projections  des  points  de  la 
surface  sont  comprises  entre  les  droites  P  et  Q  menées  du  point  s  tangentiellement 
à  la  trace  A.  Ces  lignes  forment  le  contour  apparent  du  cône  sur  le  plan  horizontal. 

Lorsque  du  point  s  on  ne  pourra  pas  mener  une  tangente  a  la  trace  A,  il  n'y  aura 
pas  de  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal,  et  tout  point  de  ce  plan  sera  la  pro- 
jection d'un  point  de  la  surface. 

A  un  point  m',  projection  verticale  d'un  point  du  cône,  correspondent  sur  le  plan 
horizontal  deux  points  m  et  m^.  Le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  ver- 
tical est  donné  par  les  droites  K^  et  F  menées  du  point  s'  aux  points  k'  et  i'  où  abou- 
tissent les  tangentes  de  A  perpendiculaires  a  la  ligne  de  terre. 

121.  Un  plan  tangent  à  un  cône  en  un  point  est  tangent  tout  le  long  de  la 
génératrice  qui  passe  par  ce  point. 

On  démontre  ce  théorème  comme  celui  qui  lui  correspond  pour  le  cylindre 
(art.  IIS),  en  considérant  deux  génératrices  G  et  G'  [fig.  83),  et  faisant  mouvoir  la 
seconde  sur  la  surface,  jusqu'à  ce  qu'elle  se  confonde  avec  la  première;  alors  les 
sécantes  i/  et  U  de  deux  courbes  m  et  M  deviennent  en  même  temps  tangentes,  et 
déterminent  un  même  plan  tangent  aux  points  a  et  A. 

On  peut  étendre  au  cône  sans  difficulté  les  considérations  que  nous  avons  pré- 
sentées pour  le  cylindre,  dans  le  cas  où  la  directrice  est  une  courbe  graphique. 

122.  Les  faces  d'une  pyramide  peuvent  être  amenées  successivement  dans  un 
même  plan  par  des  rotations  autour  des  arêtes;  il  en  résulte  qu'un  cône  peut  être 
développé,  car  c'est  une  pyramide  dont  le  polygone  directeur  est  une  courbe.  Les 
angles  que  les  lignes  tracées  sur  un  cône  font  entre  elles,  et  avec  les  génératrices, 
ne  sont  pas  altérés  par  le  développement. 


CHAPITRE   JIÎ.    —    REPRÉSEINTATIOIN    DES    CONES    ET    DES    CYLINDRES.  45 

Si  Ton  coupe  un  cône  par  une  sphère  ayant  son  centre  au  sommet,  les  longueurs 
interceptées  sur  les  génératrices  seront  égales,  et  formeront  en  développement  les 
rayons  d'un  arc  de  cercle  qui  sera  la  transformée  de  la  courbe  d'intersection, 

123.  On  voit  qu'il  y  a  une  grande  analogie  entre  les  propriétés  du  cône  et  celles 
du  cylindre;  c'est  que  le  cylindre  est  un  cône  dont  le  sommet  est  transporté  à 
l'infini,  et  par  suite  qu'il  possède  toutes  les  propriétés  du  cône  qui  ne  dépendent 
pas  de  la  distance  a  laquelle  se  trouve  le  sommet. 

Cône  de  révolution. 

124.  Le  cône  de  révolution  mérite  une  mention  spéciale.  Il  est  engendré  par 
une  droite  G  [fig,  84),  qui  tourne  autour  d'un  axe  B  qu'elle  rencontre,  en  faisant 
toujours  un  même  angle  avec  lui. 

Un  point  quelconque  M  de  la  génératrice  décrit  un  cercle  A  dont  le  centre  0  est 
sur  l'axe,  et  dont  le  plan  P  est  perpendiculaire  a  l'axe. 

Toutes  les  génératrices  du  cône  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  P,  car  ce  sont 
des  obliques  qui  s'éloignent  également  du  pied  de  la  perpendiculaire.  Aucune  autre 
ligne  passant  par  le  point  S  ne  peut  faire  le  même  angle  avec  le  plan  P. 

125.  La  trace  FE  [fig.  84)  du  plan  Q  tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice 
SM  est  tangente  au  cercle  A  trace  du  cône,  et  par  conséquent  perpendiculaire  au 
rayon  OM  et  à  la  génératrice  SM.  Ces  lignes  comprennent  ainsi  un  angle  égal  à  celui 
des  plans  P  et  Q. 

Il  suit  de  là  que  tous  les  plans  tangents  à  un  cône  de  révolution  font,  avec  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe,  des  angles  égaux  a  ceux  que  forment  les  génératrices, 
et  par  conséquent  égaux  entre  eux. 

126.  On  emploie  le  cône  de  révolution  pour  la  solution  de  divers  problèmes. 
Nous  en  donnerons  immédiatement  un  exemple. 

Déterminer  les  génératrices  d'un  cône  qui  font  un  angle  donné  as>ec  le  plan 
horizontal. 

Soient  [s,  s')  le  sommet  et  A  la  trace  horizontale  du  cône  donné  [fig.  85).  Nous 
traçons  la  droite  s'e'  faisant  l'angle  donné  avec  la  ligne  de  terre,  et  la  droite  se  paral- 
lèle a  cette  ligne.  Les  génératrices  cherchées  appartiennent  à  un  cône  de  révolution 
dont  l'axe  est  la  verticale  du  point  s,  et  dont  la  droite  [se,  s'e')  est  une  génératrice. 
La  trace  de  ce  cône  est  le  cercle  décrit  du  points  comme  centre,  avec  se  pour  ravon. 
Ses  rencontres/?  et  ^^  avec  A  font  connaître  les  droites  (5/?,  s'p'),  [sq,  s' q')  qui  satis- 
font à  la  question. 

On  remarquera  la  manière  dont  ces  lignes  sont  ponctuées,  suivant  leur  position 
sur  les  nappes  du  cône. 

Si  l'arc  décrit  du  point  s  comme  centre  ne  rencontrait  pas  la  trace  du  cône,  le 
problème  n'aurait  pas  de  solution. 
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CHAPITRE  IIL 

PLANS   TANGENTS    AU    CYLINDRE   ET    AU    CONE, 


Construction  des  plans  tangents. 

127.  Mener  un  plan  tangent  à  un  cylindre  en  un  point  donne  de  la  surface  (  i) . 
Soit  (m,  m')  le  point  [fig,  87).  Une  seule  de  ses  deux  projections  peut  être 

prise  arbitrairement^  Fautre  sera  déterminée  comme  il  est  dit  aux  articles  111 
et  113. 

Le  plan  tangent  au  point  [m,  m!)  est  tangent  tout  le  long  de  la  génératrice 
[mh,  m'h'),  et  sa  trace  horizontale  est  la  droite  T  tangente  à  la  trace  A  du  cylindre 
au  point  6. 

Sa  trace  verticale  T^  passe  par  la  trace  c'  de  la  génératrice  de  contact,  et  par  le 
point  où  T  rencontre  la  ligne  de  terre.  Ce  point  étant  éloigné,  nous  y  suppléons  en 
menant  par  un  point  (n,  n')  de  la  génératrice,  une  droite  {ng,  n'g')  parallèle  à  ia 
trace  (T,  XY).  Cette  ligne  sera  dans  le  plan  tangent,  et  sa  trace  verticale  g'  sera  un 
point  de  T'. 

128.  Mènera  un  cylindre  un  plan  tangent  par  un  point  extérieur. 

Soit  [m,  ni!)  le  point  donné  [fig.  88).  Le  plan  cherché  devant  contenir  uoe  géné- 
ratrice, la  droite  [mb,m'V)  menée  par  le  point  {m,  in!)  parallèlement  aux  généra- 
trices y  sera  tout  entière.  La  trace  horizontale  du  plan  passe  donc  par  la  trace  h 
de  cette  ligne,  elle  doit  d'ailleurs  être  tangente  à  la  trace  A  du  cylindre,  et  il  y  aura 
autant  de  solutions  qu'on  pourra  tracer  de  droites  satisfaisant  a  ces  deux  conditions; 
nous  en  trouvons  deux,  T  etT^. 

Les  traces  horizontales  des  génératrices  de  contact  sont  les  points  de  tangence 
r  et  r^ . 

Les  traces  verticales  des  plans  passent  parla  trace  verticale  de  la  droite  (mè,  m'I/); 
sur  notre  épure  ce  point  est  éloigné,  nous  ne  pouvons  pas  non  plus  utiliser  les 
traces  des  génératrices  de  contact;  alors  nous  avons  mené  par  le  point  (m,  m') 
des  parallèles  aux  traces  horizontales  des  plans  tangents.  Ces  droites  [me,  m' e'), 
[me^,  m'é^)  sont  dans  les  plans  cherchés,  et  leurs  traces  e'  et  e^  achèvent  de  déter- 
miner les  traces  T'  et  T'^  des  plans. 

Les  parallèles  aux  traces  T  et  T,  peuvent  évidemment  être  menées  par  tout  point 
de  la  droite  (mè,  m'b'). 


(i)  Les  problèmes  traités  aux  articles  127,  128  et  129  étant  en  eux-mêmes  très-aisés,  nous  avons 
disposé  les  données  de  manière  à  introduire  de  petites  difficultés  graphiques,  avec  lesquelles  il  est 
nécessaire  que  les  élèves  soient  familiarisés. 
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129.  Mener  à  un  cylindre  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite. 

Soit  (D,  D')  la  droite  donnée  [fig>  89).  Par  un  point  (m,  m')  de  cette  ligne,  nous 
menons  une  droite  [mgy  m! g')  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et  nous  déter- 
minons la  trace  horizontale  eg  du  plan  de  ces  deux  droites. 

Le  plan  cherché  doit  être  parallèle  à  chacune  d'elles,  sa  trace  est  donc  parallèle 
a  eg,  et  il  y  aura  autant  de  solutions  que  la  trace  A  du  cylindre  admettra  de  tan- 
gentes parallèles  à  cette  droite;  nous  en  trouvons  deux,  T  et  T^. 

Pour  avoir  les  traces  verticales,  par  des  points  5  et  6^,  pris  sur  les  traces  T  et  T^, 
nous  menons  des  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre.  Ces  droites  sont  respecti- 
vement dans  les  plans  tangents,  et  leurs  traces  verticales  c'  et  c^  sont  sur  les  traces 
verticales  T'  et  T'^  de  ces  plans.  T'  passe  par  c'  et  par  le  point  k  où  T  rencontre  la 
ligne  de  terre  ;  ï\  passe  par  c^  et  est  parallèle  à  T'. 

Pour  diminuer  le  nombre  des  lignes  a  tracer,  nous  avons  pris  les  points  &  et  b, 
sur  une  parallèle  aux  projections  horizontales  des  génératrices. 

150.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  tangent  à  un  cône. 

Le  cône  est  donné  par  son  sommet  [s,  s')  [fig-  90)  et  par  sa  trace  A.  Nous  le  sup- 
posons limité  à  son  sommet  et  au  plan  horizontal.  Nous  avons  indiqué  le  contour 
apparent  sur  le  plan  vertical;  il  n'y  en  a  pas  sur  le  plan  horizontal.  Le  point  donné 
est  (m,  m'). 

Le  plan  cherché  devant  contenir  une  génératrice,  passera  par  le  sommet,  et  par 
suite  la  droite  [sm,  s' m')  y  sera  tout  entière.  La  trace  horizontale  du  plan  passe 
donc  par  la  trace  horizontale  b  de  cette  droite;  elle  doit  d'ailleurs  être  tangente  à 
la  trace  A  du  cône  :  il  y  a  autant  de  solutions  que  l'on  peut  tracer  de  droites  satis- 
faisant à  ces  conditions.  Nous  en  trouvons  deux,  T  et  T^.  Les  génératrices  de  contact 
sont  [sr,  s'r')  et  (sr,,,  s'r\), 

La  trace  verticale  de  chacun  des  deux  plans  passe  par  la  trace  verticale  c  de  la 
droite  {sm,  s' m!). 

Si  la  construction  avait  placé  le  point  è  sur  la  trace  A,  le  point  donné  (m,  m!) 
appartiendrait  à  la  surface  du  cône,  et  nous  aurions  un  seul  plan  tangent. 

131 .  Mener  à  un  cône  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Soit  (D,  D')  la  droite  {Jig.go),  Le  plan  cherché,  devant  passer  par  le  sommet  du 
cône,  contiendra  la  droite  [sb,  s'b')  menée  par  ce  point  parallèlement  à  (D,  D')„ 
La  question  se  trouve  ainsi  ramenée  au  problème  que  nous  venons  de  traiter. 

152.  Les  problèmes  que  nous  avons  résolus  dans  les  articles  précédents,  peuvent 
être  considérés  comme  des  questions  d'ombre  pour  des  cylindres  d'une  longueur 
indéfinie. 

Si  un  cylindre  est  éclairé  par  des  rayons  qui  divergent  d'un  point  (m,  ni')  [fig,  88), 
les  lignes  d'ombre  seront  les  génératrices  de  contact  des  plans  tangents  (T,  T), 
(T^,  T'J;  car  les  rayons  dirigés  de  (m,  m!)  aux  différents  points  de  ces  génératrices 
seront  tangents  comme  contenus  dans  des  plans  tangents. 
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Les  traces  des  plans  tangents  sont  les  limites  des  ombres  portées  sur  les  plans  de 
projection  ;  ainsi  T ombre  sur  le  plan  horizontal  est  urir^  u^ . 

Si  \di  figure 'ii  avait  été  établie  en  vue  d'un  problème  d'ombre,  les  parties  6r et  èr^ 
des  traces  auraient  dû  être  pointillées. 

La  figure  89  montre  pour  un  cylindre  éclairé  par  des  rayons  parallèles  a  une 
direction  (D,  D'),  les  génératrices  limites  de  l'ombre  propre,  et  les  traces  des  plans 
tangents  limites  de  l'ombre  portée  sur  les  plans  de  projection.  Considérées  comme 
lignes  d'ombre  sur  le  plan  horizontal,  les  droites  T  etT,  ne  devraient  pas  être  pro- 
longées à  droite  des  points  r  et  r^ . 

L^  figure  90  présente  également  les  constructions  nécessaires  pour  déterminer 
les  ombres  d'un  cône. 

135.  Mener  à  un  cylindre  un  plan  langent  qui  fasse  avec  le  plan  horizontal  un 
angle  donné. 

Prenons  un  point  (5,  s')  {fg.86),  et  considérons-le  comme  le  sommet  d'un  cône 
de  révolution  dont  les  génératrices  rencontrent  le  plan  horizontal  sous  l'angk  donné . 
Nous  pouvons  tracer  l'une  des  deux  génératrices  parallèles  au  plan  vertical,  puis 
le  cercle  trace  du  cône. 

Le  plan  cherché  fait  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  que  les  plans  tan- 
gents au  cône;  d'ailleurs  il  contient  une  génératrice  du  cylindre,  il  est  donc 
parallèle  au  plan  mené  tangentiellement  au  cône  par  la  droite  {sh,  s'b')  parallèle 
aux  génératrices  du  cylindre:  sa  trace  est  ainsi  parallèle  à  ^  ou  à  w;  c'est  T,  T^,  U 
i)uL\. 

Nous  trouvons  ainsi  quatre  solutions,  mais  il  n'y  en  aurait  que  deux  si,  par  la 
nature  du  problème,  le  dièdre  égal  a  l'angle  donné  devait  être  du  côté  du  cylindre; 
les  traces  T,  et  U,  seraient  alors  a  rejeter,  parce  que  les  plans  qu'elles  déterminent, 
bien  que  parallèles  aux  deux  autres,  devraient  être  considérés  comme  formant  avec 
le  plan  horizontal  des  angles  supplémentaires  de  l'angle  donné. 

On  obtient  la  trace  verticale  de  chaque  plan  en  cherchant  la  trace  verticale  de  la 
génératrice  de  contact ,  ou  d'une  droite  parallèle  a  cette  ligne  menée  par  un 
point  quelconque  de  la  trace  horizontale.  Nous  avons  cru  inutile  de  reproduire  ces 
constructions. 

134.  Mener  à  un  cône  un  plan  tangent  qui  fasse  un  angle  donné  avec  le  plan 
horizontal. 

On  construira  la  trace  horizontale  d'un  cône  de  révolution  qui  aura  son  sommet 
au  sommet  du  cône  donné,  et  dont  les  génératrices  feront  l'angle  donné  avec  le 
plan  horizontal.  Les  plans  cherchés  auront  pour  traces  sur  ce  plan  les  tangentes 
communes  aux  traces  du  cône  donné  et  du  cône  de  révolution. 

Si  l'angle  donné  est  aigu,  et  si  le  dièdre  qui  lui  est  égal  doit  être  du  côté  du  cône, 
on  ne  devra  admettre  que  les  tangentes  qui  laisseront  les  traces  d'un  même  côté» 
Il  y  a  des  cas  d'impossibilité  dans  ce  problème  et  dans  le  précédent. 
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Solution,  par  la  théorie  des  plans  tangents  au  cône  de  réçolution^  de  divers  problèmes 

relatifs  à  la  ligne  droite  et  au  plan. 

155.  On  emploie  un  cône  de  révolution  dans  toutes  les  questions  où  un  pkn  doit 
faire  avec  un  plan  donné  un  angle  donné. 

Construire  un  plan  qui  passe  par  une  droite  donnée,  et  fasse  un  angle  donné  avec  le 
plan  horizontal. 

Soit  (6c,  h' d)  la  droite  donnée  [fig.  92).  Un  point  [s,  s')  de  cette  ligne  est  pris 
pour  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  dont  les  génératrices  font  avec  le  plan  hori- 
zontal l'angle  donné.  îl  n'y  a  qu'à  mener  à  ce  cône  un  plan  tangent  qui  contienne  la 
droite:  nous  en  trouvons  deux  (P,  P')  et  (Q,  Q')o  Si  le  sens  de  l'inclinaison  était 
indiqué  par  la  nature  du  problème,  il  pourrait  y  avoir  lieu  de  rejeter  une  des  deux 
solutions. 

La  trace  P  ne  rencontrant  pas  la  ligne  de  terre,  pour  déterminer  P'  nous  avons 
cherché  la  trace  verticale  d'une  droite  passant  par  deux  points  [m,  ni!)  et  [n,  n!), 
situés  l'un  sur  la  droite  donnée,  l'autre  sur  la  trace  du  plan, 

156.  Construire  un  plan  qui  contienne  une  droite  donnée,  et  fasse  un  angle  donné 
avec  un  plan  donné. 

On  ramène  cette  question  a  la  précédente,  en  changeant  les  pians  de  projection 
(art.  60). 

Soient  (P,  P')  le  plan  et  [eh,  éli!)  la  droite  [fig.<^\).  Nous  prenons  un  plan 
auxiliaire  [cg,  gg')  perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  au  plan  donné,  et  nous 
le  rabattons  en  le  faisant  tourner  autour  de  la  droite  cg  qui  devient  une  nouvelle 
ligne  de  terre;  la  trace  du  plan  (P,  P')  sur  ce  nouveau  plan  vertical  est  P". 

La  droite  donnée  coupe  le  plan  auxiliaire  au  point  [s,  s')  dont  la  nouvelle  pro- 
jection verticale  est  s" ,  Nous  prenons  ce  point  pour  sommet  d'un  cône  de  révolu- 
tion dont  les  génératrices  font  l'angle  donné  avec  le  plan  (P,  P'').  En  traçant  les 
droites  ^'0''  et  /'R'\  l'une  perpendiculaire  à  P",  l'autre  ayant  sur  cette  ligne;  l'incli- 
naison voulue,  nous  avons  l'axe  du  cône,  et  l'une  des'deux  génératrices  situées  dans 
le  plan  auxiliaire.  Nous  rabattons  le  plan  (P,  P'')  sur  le  plan  horizontal,  et  nous 
décrivons  le  cercle  OR  trace  du  cône. 

La  droite  donnée  [eh,  e'h')  perce  le  plan  (P,  P'')  au  point  (6,  b")  qui  se  place  enB. 
Les  tangentes  Bl  eîBk  sont  les  traces  des  plans  cherchés  sur  le  plan  (P,  P'')  rabattu; 
elles  rencontrent  le  rabattement  F^  de  la  trace  verticale  P'  aux  points  m^  et /z,  que 
nous  relevons  sur  P^  en  m  et  n.  Comme  d'ailleurs  les  plans  doivent  contenir  la  droite 
[eh,  e'h'),  on  voit  que  leurs  traces  sur  les  plans  coordonnés  primitifs  sont  hei  et  inK 
pour  l'un,  ej  etj'mh'  pour  l'autre. 

157.   Connaissant  une  face  j3  d'un  angle  trièdre,  r angle  dièdre  opposé  B  et  l'un 
des  deux  autres  G,  trouver  les  faces  inconnues  a  et  y,  et  le  troisième  angle  dièdre  A. 
Par  un  point  S  [fig,  61)  nous  traçons  sur  le  plan  de  la  figure  supposé  horizontal 
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deux  droites  Se  et  Sa  comprenant  entre  elles  Tangle  (3  ;  nous  prenons  un  plan  ver- 
tical EN  perpendiculaire  à  l'arête  Sc^  et  nous  plaçons  sous  Tinclinaison  donnée  C 
la  trace  verticale  ER  de  la  face  opposée  k  Sa.  Pour  former  l'angle  triëdre^  il  faut 
mener  par  la  droite  Sa  un  plan  formant  avec  le  plan  (SE,  ER)  l'angle  donné  B;  c'est 
un  problème  que  nous  savons  résoudre  (art.  136)  et  que  la  position  particulière  des 
données  rend  très-facile. 

Nous  traçons  les  droites  NP  et  NR,  l'une  perpendiculaire  à  ER,  l'autre  formant 
avec  cette  ligne  l'angle  B:  ce  sont  l'axe  et  une  génératrice  d'un  cône  de  révolution 
auquel  la  troisième  face  doit  être  tangente.  Si  nous  rabattons  le  plan  (SE,  ER) 
sur  le  plan  horizontal,  nous  pourrons  décrire  le  cercle  base  du  cône,  et  placer  la 
troisième  arête  SI,  qui  doit  le  toucher;  cette  construction  nous  fait  connaître 
l'angle  b^c  du  plan  de  la  seconde  face, 

La  tangente  SJ  doit  être  rejetée  ;  elle  correspond  en  effet  à  une  face  qui  serait  en 
deçà  de  l'axe  du  cône  par  rapport  à  l'arête  Se,  et  qui,  par  conséquent,  ferait  en 
regard  de  la  face  /3  non  pas  l'angle  B,  mais  son  supplément. 

Si,  les  angles  jS  et  C  restant  les  mêmes,  l'angle  B  était  remplacé  par  son  supplé- 
ment, la  construction  ne  serait  pas  modifiée;  elle  convient  donc  à  deux  angles 
trièdres  différents.  Suivant  qu'une  tangente  S5  à  la  base  du  cône  laissera  les  points/? 
et  E  d'un  même  côté,  ou  passera  entre  eux,  elle  correspondra  à  l'angle  trièdre  dans 
lequel  l' angle  B  est  aigu,  ou  à  celui  dans  lequel  il  est  obtus. 

Sur  X'è. figure  6i  hi$  cet  angle  est  aigu,  et  chacune  des  tangentes  SI  et  SJ  laisse  les 
points  p  et  E  d'un  même  côté  ;  elles  doivent  donc  être  admises  toutes  les  deux, 
mais  la  dernière  se  trouvant  abaissée  au-dessous  du  plan  horizontal  quand  le 
plan  (SE,  ER)  est  relevé,  c'est  son  prolongement  S6'  qui  forme  la  troisième  arête. 
Nous  trouvons  ainsi  pour  l'angle  plan  de  la  seconde  face  deux  valeurs  èSE,  è'SE. 
Si,  les  angles  |S  et  C  conservant  les  grandeurs  qu'ils  ont  sur  laj^gare  6 1  hi$,  l'angle  B 
était  remplacé  par  son  supplément,  les  deux  tangentes  devraient  être  rejetées,  et 
l'angle  If ièdre  serait  impossible. 

158.  Supposons  que  l'on  febatte  la  troisième  face  en  la  faisant  tourner  autour 
de  Sa,  le  point  de  contact  I  {fig,&\)  se  placera  sur  l'arc  de  cercle  décrit  du  point  S 
comme  centre  avec  SI  pour  rayon.  Gomme  d'ailleurs  nous  savons  que  sa  distance 
au  sommet  N  du  cône  est  la  longueur  NR  d'une  génératrice^  nous  pouvons  déter- 
miner sa  position  I,  par  recoupement. 

Dans  l'espace,  la  troisième  arête  est  tangente  à  la  base  du  cône,  et  par  suite  per- 
pendiculaire a  la  génératrice  du  point  de  contact  I.  D'après  cela  le  rabattement. çè, 
doit  être  tangent  en  I^  au  cercle  dont  le  centre  est  en  N;  on  peut  donc  se  dispenser 
de  tracer  l'arc  IJI^. 

Si  le  cercle  décrit  du  point  p  comme  centre  passait  par  le  point  S,  les  points  I,  J 
etl,  se  réuniraient  à  S,  et  l'angle  NS6^  serait  droit. 

Sur  \^ figure  6î  bis,  en  menant  du  point  S  des  tangentes  au  cercle  dont  le  rayon 
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est  NR,  nous  trouvons  que  la  iroisiëme  face  est  asb^  dans  la  première  solution, 
et  aSè'i  dans  la  seconde.  Ces  angles  sont  supplémentaires, 

139.  L^  figure  Ç)i,  faite  en  ordre  inverse,  donne  une  solution  du  problème  de 
l'angle  trièdre  dans  le  troisième  cas  déjà  examiné  à  l'article  77. 

Les  données  sont  les  angles  cSa,  aS&,j  et  NER.  Les  diverses  droites  €|ui  les  forment 
sur  la  figure  étant  placées,  on  abaisse  les  perpendiculaires  Nî^  et  NP.  Un  cône  de 
révolution  dont  l'axe  serait  NP,  et  dont  la  droite  NR  égale  à  NI,  serait  une  généra-^ 
triée,  toucherait  la  face  aSé^  relevée,  et  la  troisième  arête  du  trièdre  serait  tan-- 
gente  au  cercle  de  sa  base  situé  dans  le  plan  (SE,  ER).  Si  donc  nous  rabattons  ce 
plan  par  une  rotation  autour  de  SE,  nous  pourrons  tracer  un  cercle  (|ue  la  troisième 
arête  devra  toucher. 

Les  tangentes  SI  etSJ  doivent  être  admises  toutes  les  deux,  parce  qu'elles  se  trou- 
vent, après  le  relèvement,  sur  la  partie  du  plan  qui  forme  avec  le  plan  horizontal  V  an- 
gle donné  C.  Nous  trouvons  ainsi  deux  valeurs  ESI,  ESJpour  le  troisième  angle  pian. 

Il  y  a  deux  cas  d'impossibilité  :  celui  où  les  tangentes  sont  toutes  les  deux  sur  . 
la  partie  inférieure  du  plan  de  la  troisième  face,   et  celui  où  le  cercle  décrit  du 
point  N  comme  centre  avecNIi  pour  rayon  ne  rencontre  pas  la  droite  ER, 

140.  Déterminer  les  faces  a,  |3  et  y  d'un  angle  trièdre  dont  on  connaît  les  angles 
dièdres  A.BetC 

Sur  le  plan  de  la  figure,  que  nous  supposons  horizontal,  nous  traçons  deux  droi- 
tes EN  et  Em'  comprenant  un  angle  égal  à  C  {figo  62),  et  nous  les  considérons  comme 
les  traces  de  deux  plans  verticaux,  qui  seront  ceux  des  faces  j3  et  ce,  respectivement 
opposées  aux  dièdres  B  et  A /Nous  pouvons  de  plus  supposer  €|ue  le  som.met  de^ 
l'angle  trièdre  se  trouve  au  point  E» 

Le  plan  de  la  face  7  opposée  à  l'angle  C  passe  paf  Je  sommet  E,  et  fait  avec  îés" 
plans  verticaux  EN  et  Em'  des  angles  connus  À  et  B|.  Ni)us  pouvons  par  conséquenl 
déterminer  deux  cônes  de  révolution  qui  doivent  êti^#tOùchés  par  ce  plan;  ils  ont 
l'un  et  l'autre  leur  sommet  en  E. 

Le- premier  cône  a  pour  axe  la  droite  Ec,  perpendiculaire  a  EN  et  par  suite  au 
plan  de  la  face  B.  La  ligne  Ew,  qui  fait  avec  le  prolongement  de  NE  un  angle  égal 
à  A,  est  une  des  deux  génératrices  contenues  dans  le  plan  horizontal»  De  même,  :s|:^ 
nous  traçons  les  droites  EL  et  Ei^,  faisant  respectivement  avec  E/n'un  angle  droif 
et  un  angle  égal  à  B,  nous  aurons  l'axe  et  une  génératrice  du  second  cône. 

D'un  point  P  de  l'axe  du  premier  cône,  abaissons  une  perpendiculaire  Vx  sur  la 
génératrice  Ea  :  la  sphère  qui  aurait  son  centre  enP  et  P.x'  pour  rayon,  toucherait 
le  cône  tout  le  long  du  cercle  qui  serait  décrit  par  le  point  x,  si  on  lui  impri- 
mait un  mouvement  de  rotation  autour  de  Ec;  et  nous  pouvons  remplacer  la  con-- 
dition  d'être. tangent  au  cône,  à  lacjuelle  le  plan  de  la  face  7  est  soumis,  par 
celle  de  toucher  cette  sphère.  Nous  pouvons  également,  au  lieu  du  second  cône, 
considérer  une  sphère  ayant  son  centre  en  un  point  Q  de  Taxe  EL,  et  pour  rayon  la 
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perpendiculaire  Qj,  abaissée  de  ce  point  sur  la  génératrice  Ev>  Nous  déterminons 
sur  EL  la  position  du  point  Q  de  manière  que  Qj  soit  égal  a  P^. 

Le  plan  cherché  touchant  deux  sphères  égales  doit  être  parallèle  à  la  ligne  des 
centres.  Comme  d'ailleurs  il  passe  par  le  point  E,  sa  trace  est  la  ligne  El  parallèle 
àQP(i). 

Nous  achevons  de  déterminer  le  plan  de  la  face  7,  parla  condition  qu  il  touche 
Fun  des  deux  cônes,  par  exemple  le  premier.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  opéré 
que  sur  un  seul  plan  supposé  horizontal;  nous  allons  maintenant  prendre  un  plan 
vertical.  Nous  choisissons  pour  ligne  de  terre  une  droite  IK  perpendiculaire  à  Taxe 
EP  du  cône,  afin  que  la  trace  verticale  de  cette  surface  soit  un  cercle.  Nous  n'en 
avons  représenté  qu'un  quart.  La  trace  verticale  du  plan  de  la  face  7  est  la  tan- 
gente li.  Les  plans  des  trois  faces  sont  maintenant  déterminés. 

Nous  prenons  un  nouveau  plan  vertical,  celui  de  la  face  j3,  dont  la  trace  horizon- 
tale est  EN;  enfin  nous  supposons  que  l'on  élève  l'angle  trièdre  de  manière  que 
son  sommet  soit  transporté  en  un  point  S  de  Farête  d'intersection  des  faces  a  et  jS^ 
les  trois  plans  restant  d'ailleurs  parallèles  à  eux-mêmes» 

Le  nouveau  plan  vertical  est  parallèle  à  Fancien,  et  doit  être  considéré  comme 
rabattu  dans  le  même  sens.  La  trace  verticale  du  plan  de  la  face  7  est  donc  une 
droite  Sa,  parallèle  à  li;  sa  trace  horizontale  est  la  droite  Nm',  parallèle  à  El 
et  à  QP. 

Le  point  m\  intersection  des  traces  horizontales  des  plans  des  faces  ce  et  j3,  appar- 
lient  a.la  troisième  arête;  il  est  facile  de  voir  que  quand  on  rabat  ces  faces  sur  le 

P|lan  vâtical,  le  point  m'  est  porté  en  M  d'un  côté,  et  en  Mi  de  Fautre.  Les  trois 
llgle^^Jpchés  a,  /3  et  7  sont  ainsi  MSE,  ESN  et  NSM^. 
JEi^P^nt  F  angle  trièdrevjious  avons  évité  la  confusion  qu'eussent  produite  un 
and^'iiximbre  de  lignes^^»geant  du  point  E,  et  nous  avons  obtenu  par  une 
construction  facile  un  poiri^^  de  la  troisième  arête. 

■1.41.  Nous  avons  pris  le  point  P  du  côté  de  EN  où  nous  avions  placé  l'angle  C, 
et  le  point  Q  du  côté  de  E/n'  où  est  le  même  angle,  de  manière  que  le  plan  de  îa 
face  7  laissât  d'un  même  côté  les  deux  sphères  touchées.  Si,  conservant  le  point  P, 
^'oufe  avions  placé  le  point  Q  sur  le  prolongement  de  LE  au  delà  de  E,  les  sphères 
eussent  été  placées  de  part  et  d'autre  du  plan,  et,  en  conséquence,  sa  trace  eût  passé 
par  le  miheu  de  la  ligne  des  centres. 

Nous  n'avons  considéré  qu'une  tangente  à  la  base  du  cône;  il  est  facile  de  voir 
que  le  plan  tangent  déterminé  par  la  seconde  tangente  ferait  un  angle  égal  à  A  avec 


(  i)  On  doit  à  Hachette  la  considération  des  sphères  inscrites,  qui  conduit  à  une  sohition  facile  pour 
ie  problème  de  mener  par  un  point  donné  un  plan  qui  fasse  avec  deux  plans  donnés  des  angle.? 
donnés. 
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la  partie  supérieure  du  plan  yertical  de  la  face  B,  et  que,  élevé  jusqu'au  points,  il 
présenterait  Tangle  supplémentaire  de  A  en  regard  de  C. 

Pour  qu'il  y  ait  une  solution,  il  faut  que  la  longueur  Kï  soit  plus  grande  que  le 
rayon  ïiu.  On  reconnaîtra  que  cela  arrive  toutes  les  fois  que  la  somme  des  trois 
angles  donnés  surpasse  i8o  degrés.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  a  cette  question 

facile  de  géométrie  plane. 

Si  l'un  des  angles  dièdres  est  droit,  en  le  mettant  dans  la  position  C  on  pourra 

conserver  le  tracé,  mais  il  vaut  mieux  lui  donner  la  position  B;  le  second  cône  se 

réduit  a  son  axe  EQ,  et  le  problème  consiste  à  mener  par  cette  droite  un  plan  tan-- 

gent  au  premier  cône. 


CHAPITRE  IV. 

SECTIONS    PLANES    DU    CYLINDRE    ET    DU    CONE. 


Sections  planes  du  cylindre. 

142.  Pour  construire  l'intersection  d'un  cylindre  par  un  plan,  on  prend  sur  la 
surface  an  certain  nombre  de  génératrices  convenablement  espacées,  on  détermine 
séparément  les  points  où  elles  percent  le  plan,  et  on  les  réunit,  sur  chaque  plan  de 
projection,  par  un  trait  continu. 

Lorsque  l'on  a  obtenu  les  projections  de  la  courbe,  on  peut  déterminer  sa  vraie 
grandeur  en  rendant  son  plan  parallèle  a  l'un  des  plans  coordonnés,  et  construire 
sa  transformée  dans  le  développement  du  cylindre. 

P'"  Exemple,  —  Cylindre  vertical;  plaFi  sécant  perpenèliculaire  au  plan  verticaL[Planche  XXÎ.) 

145.  Nous  supposons  d'abord  le  cylindre  vertical,  et  le  plan  sécant  (P,  P'j 
{fië'9^)  perpendiculaire  au  plan  vertical.  Les  projections  de  l'intersection  sont, 
sur  le  plan  horizontal  la  trace  du  cylindre,  et  sur  le  plan  vertical  la  partie  de  la 
trace  du  plan  comprise  dans  le  contour  apparent  du  cylindre.  Nous  n'avons  donc  à 
déterminer  que  la  vraie  grandeur  de  la  section,  et  sa  transformée  par  développe- 
ment. 

Nous  rabattons  le  plan  sécant  sur  le  plan  vertical,  en  le  faisant  tourner  autour  de 
sa  trace  P'.  Un  point  quelconque  (c,  c')  tourne  autour  du  point  c^  et  se  place  en  C  sur 
une  perpendiculaire  à  la  trace  P',  et  à  une  distance  de  cette  ligne  égale  à  cc^.  11 
faut  opérer  sur  un  nombre  de  points  assez  grand  pour  qu'on  puisse  tracer  la  courbe 
sans  incertitude. 

On  trouve  la  position  que  prend  une  tangente  (/r,  P'),  en  cherchant  par  le  même 
procédé  le  point  où  se  place  l'un  quelconque  (r,  r')  de  ses  points.  La  construction 
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est  un  peu  plus  simple  lorsque  l'on  choisit  un  point  tel  que  [t,  d')  sur  une  ligne 
{dd^,  d')  déjà  tracée  sur  le  rabattement. 

On  peut  également  résoudre  le  problème  en  faisant  tourner  le  plan  autour  de 
Tune  quelconque  de  ses  horizontales  jusqu'à  le  rendre  parallèle  au  plan  horizontal, 
et  déterminant  la  nouvelle  projection  de  la  courbe. 

144.  Dans  le  développement  du  cylindre,  la  trace  étant  une  section  droite,  a 
pour  transformée  une  ligne  droite  à  laquelle  les  génératrices  sont  perpendiculaires 
(art.  118). 

Nous  supposons  le  cylindre  coupé  suivant  la  génératrice  qui  a  sa  trace  en  a,  et 
nous  portons  sur  une  droite  XY  [fig,  gVj  des  longueurs  égales  aux  divisions  succes-« 
sives  de  la  section  droite  à  partir  de  a;  nous  élevons  ensuite  des  perpendiculaires 
auxquelles  nous  donnons  les  longueurs  des  génératrices  mesurées  sur  le  plan  vertical 
où  elles  sont  projetées  en  vraie  grandeur. 

L'angle  formé  par  une  tangente  de  la  courbe  et  la  génératrice  du  point  de  contact 
est  le  môme  dans  l'espace  et  en  développement  (art.  118).  D'après  cela  il  est  facile 
de  construire  la  tangente  de  la  transformée,  en  un  point  quelconque  F  [fig.  9/1). 

Considérons  le  triangle  formé  par  la  génératrice  du  point  (//')  iJ^g-Q^),  la  tan- 
gente de  la  courbe  en  ce  point,  et  sa  projection/^  sur  le  plan  horizontal  du  point 
(d,  d');  nous  pouvons  le  reproduire  sur  le  développement,  il  suffit  de  prendre  la 
longueur  ç^  (y?g\-94)  égale  kft  (fig.  gS)  ;  l'hypoténuse  Yl  est  la  tangente.  On  pourrait 
limiter  cette  droite  a  tout  autre  plan  horizontal,  par  exemple  a  celui  du  point  (r,  /); 
la  longueur /r  {Jig.  g'V)  serait  alors  portée  en  cp^r  {/ig.gli), 

145.  Tous  les  points  de  la  courbe  se  projetant  verticalement  sur  la  droite 
limitée  a' g\  on  voit  que  les  points  (a,  a')  et  [g,  g')  sont,  l'un  le  moins  élevé,  et 
l'autre  celui  qui  Test  le  plus.  Les  tangentes  aux  points  A,  G  et  A,j  de  la  transformée 
ifig^^k)  sont  donc  horizontales. 

On  arriverait  au  même  réwsultat,  en  remarquant  que  les  tangentes  à  la  trace  du 
cylindre  en  a  et  en  g  sont  parallèles  à  P,  et  par  suite  à  toutes  les  horizontales  du 
plan  sécant.  Les  tangentes  aux  points  correspondants  de  la  courbe  sont  donc  hori- 
zontales, et  restent  telles  dans  le  développement. 

Les  tangentes  de  la  courbe  aux  points  [d,  d'),  [d^  d')  sont  des  lignes  de  plus 
grande  pente  du  plan  sécant,  parce  que  leurs  projections  horizontales  sont  perpen- 
diculaires à  P;  elles  ont  donc  sur  le  développement  une  inclinaison  plus  grande  que 
les  autres  tangentes,  et  de  la  résultent  des  inflexions  aux  points  D  et  D.,  de  la  trans- 
formée (art.  87). 

On  verrait  rinflexion  se  produire  sur  le  plan  vertical  [fig,  9^),  si  l'on  y  projetait 
un  développement  fait  sur  le  plan  tangent  le  long  de  la  verticale  du  point  d.  Les 
points  [e,  e')  et  [c.  d)  s'éloigneraient  l'un  à  droite,  l'autre  a  gauche  en  restant  à  la 
même  hauteur,  et  par  suite  ils  se  trouveraient  de  côtés  différents  de  la  trace  P'  qui 
serait  toujours  la  projection  de  la  tangente. 
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146.  Si  Ton  compare  l'une  à  Tautre  la  trace  du  cylindre  et  la  courbe  de  section 
rabattue,  on  verra  que  les  points  homologues  de  ces  lignes  se  trouvent  à  des  dis- 
tances égales  des  droites  ag  et  AG,  et  que  leurs  abscisses  (i),  mesurées  sur  ces  lignes 
a  partir  des  points  a  et  A,  sont  dans  un  rapport  constant,  celui  de  ag  à  a' g' .  D'après 
cela,  quand  la  trace  du  cylindre  est  un  cercle,  la  section  est  une  ellipse,  comme 
nous  savons  que  cela  doit  être.  Le  centre  de  cette  courbe,  avant  son  rabattement, 
est  un  point  (o,  d')  où  le  plan  coupe  l'axe  du  cylindre.  Le  petit  axe  est  dans  un 
plan  passant  par  le  centre  et  perpendiculaire  aux  génératrices. 

147.  La  projection  a' g-'  {Jig,g'i)  étant  une  ligne  droite,  il  y  a  proportionnalité 
entre  les  ordonnées  et  les  abscisses  de  ses  différents  points  ;  mais  les  ordonnées  sont 
les  mêmes  que  celles  de  la  transformée  {/ig.  94),  et  les  abscisses  mesurées  sur  XY  a 
partir  de  d^  sont  les  sinus  des  arcs  formés  par  les  abscisses  de  la  transformée 
enroulées  sur  la  section  droite  que  nous  supposons  un  cercle.  Nous  voyons  donc 
quelle  est  la  loi  qui  relie  les  coordonnées  de  la  transformée  par  développement. 
Cette  courbe,  que  l'on  appelle  sinusoïde,  est  géométriquement  indéfinie,  comme  si  la 
surface  d'un  cylindre  était  indéfiniment  déroulée;  mais  dans  les  applications,  la 
partie  utile  ne  peut  pas  avoir  une  longueur  plus  grande  que  celle  qui  correspond  à 
une  circonférence  de  la  section  droite. 

IP  Exemple.   —   Cylindre  vertical j  plan  sécant  dans  une  position  quelconque.  {^Flanche  XXI.) 

148.  Nous  allons  maintenant  supposer  qu'un  cylindre  vertical  est  coupé  par  un 
plan  (P,  F)  {fig^  gS)  ayant  une  position  quelconque  par  rapport  aux  plans  coor- 
donnés. 

Il  faut  d'abord  construire  la  projection  verticale  de  l'intersection.  Le  problème 
revient  k  celui-ci  :  Déterminer  la  projection  verticale  d'une  courbe  dont  on  connaît  la, 
projection  horizontale,  et  qui  est  située  dans  un  plan  donné. 

Par  un  point  c  pris  arbitrairement  sur  la  trace  du  cylindre,  nous  menons  une 
dioiteccg  parallèle  a  P;  cette  ligne  est  la  projection  d'une  horizontale  du  plan  dont 
il  est  facile  de  déterminer  la  projection  verticale  c^d .  Relevant  sur  cette  droite  c 
en  c\  nous  avons  la  projection  verticale  du  point  de  l'intersection  qui  se  projette 
horizontalement  en  c. 

La  ligne  cc^  rencontre  la  trace  du  cylindre  en  un  second  point  c,  qu'on  relève 
également  en  c^ . 

Les  droites  aa^  et  gg^  parallèles  k  P,  et  tangentes  a  la  trace,  correspondent  aux 
horizontales  du  plan  entre  lesquelles  la  courbe  est  comprise  ;  elles  font  trouver  le 
point  le  moins  élevé  et  celui  qui  l'est  le  plus. 

(i)  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  sur  une  droite  prise  pour  axe  est  V ordonnée  du  points 
et  k  distance  du  pied  de  la  perpendiculaire  à  un  point  de  l'axe  pris  pour  origine  en  est  V abscisse.  La 
droite  ag  étant  prise  pour  axe  {fig^  93),  et  le  point  a  pour  ori{2;ine,  les  longueurs  ao  et  od  sont  l'ab- 
scisse et  l'ordonnée  du  point  d.  L'abscisse  et  l'ordonnée  sont  les  coordonnées  du  point. 
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Pour  déterminer  le  point  i'  situé  sur  l'une  des  droites  qui  forment  le  contour 
apparent  du  cylindre,  il  faut  opérer  sur  le  point  i  de  la  trace  horizontale,  où  la  tan- 
gente est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Nous  avons  ponctué  la  figure  dans  la  supposition  que  le  cylindre  était  limité  au 
plan  de  section. 

149.  La  tangente  en  un  point/' est  la  projection  verticale  de  la  ligne  duplan(P,P') 
qui  se  projette  horizontalement  sur  la  droite  {^/r  tangente  à  la  base  du  cylindre.  On 
r  obtient  par  la  construction  expli€|uée  a  F  article  29.  On  peut  d'ailleurs  déterminer 
un  quelconque  de  ses  points  t\  en  opérant  comme  pour  les  points  de  la  courbe. 
Si  l'on  cherchait  les  tangentes  aux  points  i'  et/,  on  trouverait  les  génératrices 
qui  forment  le  contour  apparent,  et  il  doit  en  être  ainsi  ;  car,  en  ces  points,  le 
plan  tangent,  qui  contient  la  génératrice  et  la  tangente  à  la  courbe,  est  perpendicu- 
laire au  plan  vertical,  et  projette  ces  deux  droites  sur  sa  trace. 

Les  courbes  qui  sont  sur  une  surface  ont  ainsi  leur  projection  tangente  au  contour 
apparent.  Il  n'y  a  d'exception  que  quand  la  tangente  de  l'espace  est  perpendicu- 
laire au  plan  de  projection,  parce  qu'elle  se  projette  tout  entière  sur  un  point 
(art.  116),  et  que  la  tangente  de  la  projection  de  la  courbe  n'est  plus  la  projection 
de  la  tangente. 

Cette  circonstance  se  présente  sur  X^l  figure  93;  les  tangentes  aux  points  [a,  à) 
et  (g'j  g')  sont  perpendiculaires  au  plan  vertical,  et  la  projection  a' g'  de  la  courbe 
n'est  pas  tangente  aux  droites  qui  forment  le  contour  apparent  du  cylindre.  Elle  s'y 
arrête,  et  est  géométriquement  prolongée  par  des  parties  parasites  de  la  droite  P^ 

150,  Nous  allons  maintenant  rabattre  le  plan  sécant  pour  avoir  la  courbe  dans 
sa  vraie  grandeur  :  nous  arriverons  trës-simplement  au  résultat  par  deux  rotations» 
Nous  faisons  tourner  le  plan  sécant  d'abord  autour  de  la  verticale  du  point  o 
jusqu'à  ce  qu'il  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical,  puis  autour  de  sa  nouvelle 
trace  sur  ce  plan.  Le  point  I  vient  en  I^,  et  la  trace  verticale  du  plan  se. trouve  être 
î^o'.  Le  second  mouvement  amené  le  point  (o,  o')  sur  la  droite  o'T  perpendiculaire 
àT^o',  et  sa  distance  a  cette  ligne  devrait  être  00q\  mais  pour  dégager  complète- 
ment la  courbe  rabattue  des  autres  lignes  de  la  figure,  nous  repoussons  le  point 
jusqu'en  0,  a  une  distance  convenable  et  d'ailleurs  arbitraire.  La  ligne  du  plan 
qui  se  projetait  sur  ag  est  devenue  parallèle  au  plan  vertical,  et  arrive  se  placer 
sur  la  droite  AOG,  parallèle  à  I\o'. 

Si  nous  considérons  un  point  quelconque  (e,  é),  la  première  rotation  amène  sa 
projection  verticale  en  s,  la  seconde  le  place  en  E,  a  une  distance  de  AG  égale  à  eri. 
La  tangente  est  obtenue  parles  mêmes  procédés. 

On  voit  qu'il  n'est  pas  beaucoup  plus  difficile  de  rabattre  une  figure  plane  quand 
son  plan  est  oblique  aux  plans  coordonnés,  que  quand  il  est  perpendiculaire  à 
l'un  d'eux. 

Le  développement  du  cylindre  peut  être  construit  immédiatement  :  on  trouve 
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pour  transformée  de  rintersection  la  courbe  AA,  [fig.  94),  Q>2.r\Q^  figures  98  et  95 
représentent  le  même  tronc  de  cylindre  dans  deux  positions  différentes,  par  rapport 
au  plan  vertical. 

151 ,  La  trace  du  cylindre  étant  un  cercle,  la  section  et  sa  projection  sur  un  plan 
quelconque  sont  des  ellipses.  Les  tangentes  aux  points  a'  et  g'  {fig.  gS)  sont 
parallèles  et  horizontales;  la  droite  a! g'  est  donc  un  diamètre,  et  son  diamètre  con- 
jugué est  la  corde  horizontale  d' d^  qui  passe  à  égales  distances  des  points  a!  etg'. 

On  aurait  encore  deux  diamètres  conjugués  en  traçant  la  droite  i'j\  et  cherchant 
les  points  situés  sur  la  verticale  du  point  o' ,  Enfin,  d'une  manière  plus  générale, 
on  peut  prendre  sur  le  cercle  trace  du  cylindre  deux  diamètres  à  angle  droit,  et 
chercher  ce  qu'ils  deviennent  sur  la  projection  verticale.  Cela  résulte  de  ce  que  des 
cordes  parallèles  dans  l'espace  sont  parallèles  en  projection,  et  que  leurs  milieux  se 
correspondent. 

152.  Dans  les  constructions  de  la  Géométrie  descriptive,  les  courbes  sont  obtenues 
d'après  les  conditions  du  problème,  comme  projections,  intersections  ou  contours 
apparents.  Quelquefois  cependant,  quand  on  a  déterminé  la  nature  d'une  courbe, 
on  peut  employer  pour  la  tracer  des  procédés  qui  résultent  de  ses  propriétés 
spéciales. 

L'ellipse  est,  après  le  cercle,  la  courbe  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent  dans 
les  applications.  Nous  supposons  que  Ton  connaît  ses  principales  propriétés,  mais 
nous  croyons  devoir  rappeler  quelques  constructions  qui  sont  souvent  utiles. 

Pour  tracer  une  ellipse  dont  on  a  les  axes  kk'  etBB'  {/ig-g^),  on  porte  sur  une 
règle  et  à  partir  d'un  point  M,  deux  longueurs  M ^  et  M/>  égales.  Tune  au  demi  petit 
axe,  et  l'autre  au  demi  grand  axe,  puis  on  place  la  règle  en  diverses  positions,  de 
manière  que  les  points  q  eip  soient  toujours  le  premier  sur  le  grand  axe,  et  le 
second  sur  le  petit;  le  point  M  se  trouve  nécessairement  sur  l'ellipse. 

Les  segments  Mp  et  Mq  peuvent  être  placés  d'un  même  côté  du  point  M,  ou  de 
côtés  opposés.  La  première  disposition  est  généralement  plus  commode,  parce  que 
la  construction  occupe  moins  d'étendue  sur  la  feuille,  mais  elle  présente  peu  de  pré- 
cision quand  la  différence  des  axes  est  petite. 

155.  Il  y  a  plusieurs  moyens  de  trouver  les  axes  d'une  ellipse  quand  on  connaît 
deux  demi-diamètres  conjugués  OM  et  ON  {/ig,  100).  Voici  celui  que  nous  croyons 
le  plus  simple. 

De  l'extrémité  M  de  l'un  des  diamètres,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MI  sur 

l'autre,  et  on  prend  sur  cette  ligne  des  longueurs  MC  et  MC<  égales  à  ON;  on  trace  OC 

et  OC^  ;  on  mène  par  le  point  M  une  sécante  parallèle  à  OC,,  elle  coupe  OC  en  un 

point  E  à  partir  duquel  on  prend  les  segments  Ep  eiEq  égaux  a  EO.  Les  axes  sont 

en  direction  les  droites  Op  et  Oq,  en  grandeur  les  doubles  des  segments  M^  eîMp. 

Si  l'on  trace  la  sécante  parallèlement  a  la  plus  petite  des  deux  longueurs  OC 

et  OCi  [fig.  100  bis) y  le  point  M  sera  entre  les  points  p  et  q.  On  opère  d'une  manière 

I.  8 
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OU  de  l'autre,  suivant  celle  des  deux  dispositions  représentées  sur  la  figure  99  que 
l'on  veut  employer  pour  décrire  l'ellipse. 

154.  On  peut,  du  reste,  tracer  facilement  une  ellipse  par  points,  quand  on  con- 
naît deux  diamètres  conjugués  d g'  eid'd\  {fig-gô)-  Décrivons  un  cercle  sur  a' g' 
comme  diamètre,  élevons  la  perpendiculaire  om,  et  joignons  md\;  si  l'on  construit 
sur  une  ordonnée  quelconque  sn  du  cercle,  un  triangle  semblable  à  oind\,  le 
point  e\  et  le  point  e'  situés  à  une  distance  égale  de  s,  appartiendront  a  l'ellipse. 

On  voit  d'après  cela  que  nous  pourrons  toujours  regarder  une  ellipse  comme 
facile  à  tracer  quand  nous  aurons  obtenu  deux  diamètres  conjugués, 

IIP  Exemple.   —   Cas  général.  [Planche  XXII,) 

155.  Nous  allons  maintenant  construire  Tintersection  d'un  cylindre  par  un  plan 
dans  le  cas  le  plus  général.  Le  cylindre  est  donné  comme  à  Tordinaire  par  sa  trace 
horizontale  et  la  direction  de  ses  génératrices.  Les  traces  du  plan  sécant  sont  les 
droites  Q  et  Q'  (/g.  97). 

Nous  pourrions  déterminer  les  projections  de  la  courbe  en  cherchant,  d'après  les 
procédés  ordinaires  (art.  50),  l'intersection  d'un  certain  nombre  de  génératrices 
avec  le  plan,  mais  nous  devons  disposer  les  constructions  en  vue  du  rabattement 
qu'il  sera  nécessaire  de  faire  pour  obtenir  la  courbe  dans  sa  vraie  grandeur,  et  des 
tracés  qu'exigera  la  détermination  de  la  section  droite  pour  le  développement  du 
cylindre. 

Nous  considérons  le  plan  vertical  qui  contient  une  génératrice  quelconque,  par 
exemple  celle  dont  les  projections  sont  ce  et  e'E',  et  nous  le  rabattons  sur  le  plan 
horizontal  en  supposant  qu'il  entraîne  avec  lui  la  génératrice  et  sa  propre  intersec- 
tion avec  le  plan  (Q,  Q'). 

Il  est  facile  d'avoir  le  rabattement  ee^  de  la  génératrice,  en  cherchant  le  point  N 
OLi  se  place  un  point  (n,  n'). 

L'horizontale  du  plan  (Q,  Q^)  située  à  la  même  hauteur  que  [n,  n')  a  sa  trace  ver- 
ticale en  r',  et  se  projette  horizontalement  sur  la  droite  rm  parallèle  à  Q;  le  poinl. 
où  elle  rencontre  le  plan  vertical  es  a  sa  projection  en  m,  et  son  rabattement  en  M  à 
la  même  distance  que  N  de  la  droite  es.  La  section  du  plan  (Q,  Q')  par  le  plan 
vertical  que  nous  considérons  est  ainsi  rabattue  sur  la  droite  sM  ;  son  point  de  ren- 
contre e,  avec  la  génératrice  eN  appartient  à  la  courbe.  Si  nous  relevons  le  plan,  le 
point  e^  ira  se  projeter  sur  le  plan  horizontal  en  E,  et  sur  le  plan  vertical  en  E',  à  une 
hauteur  au-dessus  de  la  ligne  de  terre,  donnée  par  la  perpendiculaire  e^E.  Le 
point  E'  doit  d'ailleurs  se  trouver  sur  la  projection  verticale  de  la  génératrice 
considérée. 

Les  mêmes  constructions  devraient  être  reproduites  pour  différentes  génératrices, 
mais  il  est  à  remarquer  que  ces  droites  faisant  les  mêmes  angles  avec  leurs  projec- 
tions, se  trouveront  encore  parallèles  lorsqu'elles  auront  été  ramenées  sur  le  plan 
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horizontal  par  le  rabattement  successif  de  leurs  plans  projetants.  Il  en  sera  de  même 
des  intersections  de  ces  plans  avec  le  plan  donné  (Q,  Q').  En  conséquence,  après 
avoir  pris  sur  la  trace  du  cylindre  un  certain  nombre  de  points  convenablement 
espacés  a,  6,  c,..,,  on  tracera  les  projections  des  génératrices  correspondantes,  et  on 
obtiendra  ainsi  sur  la  trace  Q  les  points  a,  |S,  7,....  On  mènera  ensuite  par  les 
points  a,  b,  c,,.,  et  oc,  |3,  7,...  des  droites  respectivement  parallèles  a  ee^  etse,;  les 
points  de  rencontre  a,,  è,,  c^,...  seront  ramenés  en  A,  B,  C,...  par  des  droites  per- 
pendiculaires aux  projections  des  génératrices,  et  de  là  en  A',  B',  C',...  sur  les  pro- 
jections verticales  des  mêmes  lignes.  Les  hauteurs  de  ces  derniers  points  au-dessus 
de  la  ligne  de  terre  doivent  être  égales  aux  lignes  Aa,,  B6^,.... 

156.  La  tangente  en  un  point  (D,  D')  est  l'intersection  du  plan  sécant  avec  le 
plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  (rfD,  d'J)').  Si  les  traces  horizontales  Q  et  (^ 
de  ces  plans  se  rencontraient  dans  le  cadre  de  l'épure,  nous  aurions  un  point  de  la 
tangente;  mais  cela  n'ayant  pas  lieu,  par  un  point/?  de  la  trace  dp,  nous  concevons 
une  droite  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre.  Cette  ligne  est  dans  le  plan  tan- 
gent, et  perce  le  plan  (Q,  Q')  en  un  point  de  la  tangente  cherchée.  Pour  trouver  ce 
point  nous  opérons  comme  précédemment,  c'est-a-dire  que  nous  traçons  la  ligne/)7r 
projection  horizontale  de  la  droite,  puis  les  lignes  pp^  et  np^  respectivement 
parallèles  à  ee^  et  se<,  et  enfin  que  nous  ramenons  le  point  d'intersection  p^  de  ces 
deux  droites,  d'abord  en  P,  puis  en  V\ 

157.  Occupons-nous  maintenant  de  la  courbe  dans  sa  véritable  grandeur.  Nous 
rabattons  le  plan  sécant  sur  le  plan  horizontal  ;  le  point  qui  se  projette  en  m  va  se 
placer  en  un  point  M^  sur  la  perpendiculaire  mM^  à  Q,  et  à  une  distance  de  s  égale 
à  la  longueur  sM  qui  nous  est  donnée  sur  le  premier  rabattement.  Nous  avons 
ainsi  la  direction  sM^  de  la  droite  sEi,  et  nous  pouvons  placer  le  point  E,  à  la  dis- 
tance se,. 

Les  intersections  du  plan  sécant  avec  les  autres  plans  projetants  des  génératrices 
sont  parallèles  à  sE^  ;  nous  avons  les  longueurs  de  ces  lignes  sur  les  premiers  rabat- 
tements, on  construira  donc  la  courbe  A^B^C^...  sans  difficulté. 

Pour  avoir  la  tangente  au  point  D^,  on  transporte  le  point  p  en  P,  par  le  même 
procédé. 

158.  Si  nous  voulons  faire  le  développement  du  cylindre,  il  faut  d'abord  déter- 
miner sa  section  droite.  Nous  traçons  une  ligne  a^  s,  perpendiculaire  aux  projections 
des  génératrices,  et  nous  la  considérons. comme  la  trace  d'un  plan  perpendiculaire 
au  cylindre.  Si  nous  supposons  que  des  points  a^,  jS^,  71,...  on  abaisse  des  perpen- 
diculaires sur  les  différentes  génératrices,  en  supposant  ces  lignes  entraînées  dans 
les  rabattements  successifs  des  plans  projetants,  nous  pourrons  les  tracer  sur  le  plan 
horizontal,  et  nous  aurons  leurs  vraies  grandeurs  a^a^,  ^^b^,.,,.  Si  maintenant  le 
plan  de  section  droite  tourne  autour  de  sa  trace,  toutes  les  perpendiculaires  que 
nous  considérons  se  mouvront  dans  les  plans  projetants  des  génératrices  corres- 

8. 
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pondantes,  et  se  placeront  sur  leurs  projections.  Mais  comme  la  courbe  prendrait 
une  position  qui  jetterait  un  peu  de  confusion  sur  l'épure,  nous  avons  d'abord  trans- 
porté la  trace  a,  î^  en  as £2?  ^t  c'est  à  partir  de  cette  ligne  que  nous  avons  porté  les 
longueurs  a^^s,  /3^&2»---  ;  nous  avons  ainsi  obtenu  les  points  A2,  B2,.... 

Pour  avoir  la  tangente  en  D2,  nous  opérons  sur  la  parallèle  au  cylindre  menée 
dans  le  plan  tangent  par  le  point  p,  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  les  généra- 
trices elles-mêmes.  La  ligne  ti^  ^2  perpendiculaire  àpp^  donne  le  point />2  qui  appar- 
tient  au  plan  de  section  droite.  La  longueur  tti  ps  est  portée  de  n^  en  P2. 

159.  Le  développement  est  maintenant  facile.  Nous  portons  sur  une  droite 
indéfinie  B2H2  (j^g'.  98)  les  longueurs  rectifiées  des  différents  arcs  de  la  courbe 
A2B2C2...  (y^^-97),  et  par  les  points  de  division  nous  élevons  des  perpendiculaires. 
Nous  portons  sur  ces  lignes  les  segments  des  génératrices  pris  sur  les  rabattements 
des  plans  projetants;  ainsi  les  longueurs  D2<i  et  Dgc/^  (y?g'.  98)  doivent  être  égales 

Nous  obtenons  les  tangentes  aux  points  detd^,  en  plaçant  sur  le  développement 
et  dans  sa  position  relative  par  rapport  à  la  génératrice  ddi ,  la  droite  que  nous 
avons  menée  par  le  point  p  parallèlement  au  cylindre.  Sa  distance  à  dd^  est  donnée 
sur  la  section  droite,  c'est  la  ligne  P2D2  (j^g'-97)-  Les  longueurs  PsPi  et  V^P 
(/?§-. 98)  doivent  être  égales  àpsPi  etjo^P  [fig'9l)* 

On  peut  reconstruire  le  cylindre  en  découpant  et  en  enroulant  la  feuille  sur  laquelle 
le  développement  est  fait.  îl  faut  que  la  face  du  papier  qui  porte  la  figure  soit  sur  la 
partie  concave  ;  autrement,  par  suite  de  l'ordre  adopté  dans  le  développement  pour 
la  succession  des  génératrices,  on  aurait  un  cylindre  symétrique  de  celui  qui  est 
représenté  sur  la jÇg-i/re  97. 

160.  La  trace  du  cylindre  est  un  cercle  ;  la  section  et  ses  deux  projections  sont, 
en  conséquence,  des  ellipses.  Les  droites  CG  et  AE  sont  des  diamètres  conjugués 
de  la  projection  horizontale,  car  la  première  passe  parle  milieu  de  la  seconde  et  est 
parallèle  aux  tangentes  de  l'ellipse  à  ses  extrémités.  D'après  cela  les  lignes  C'G\ 
A'E'  et  Cl  G, ,  A,  E^  seront  des  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  en  projection  verticale 
et  en  rabattement.  Les  lignes  C2G2  et  A2E2  sont  les  axes  de  la  section  droite. 

161.  La  droite  qui  va  d'un  point  (E,  E')  à  son  rabattement  e^  {/ig,  97)  est  inclinée 
à  45  degrés  sur  le  plan  horizontal,  parce  qu'elle  est  la  corde  d'un  quart  de  cercle. 
Toutes  les  autres  lignes  analogues  qui  vont  des  points  (A,  A'),  (B,  B'),...  à  leurs 
rabattements  a^,  è,,...,  ont  la  même  inclinaison,  et  sont  parallèles  dans  l'espace. 
Elles  forment  ainsi  un  cylindre  dont  la  courbe  (ABC...,  A'BX'...)  est  la  directrice; 
les  points  a^,  6^,  c^  sont  par  suite  sur  une  ellipse  dont  les  droites  a^e^  et  g^  c^  sont 
deux  diamètres  conjugués. 

La  droite  p^  d^  est  tangente  à  la  courbe  en  d^ ,  car  c'est  la  trace  du  plan  tangent  au 
cylindre  dont  nous  venons  de  parler,  le  long  de  la  génératrice  qui  aboutit  au 
point  d^. 
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On  peut  considérer  la  courbe  a^b^c^  et  la  droite  p^6/^,  comme  des  projections 
obliques  de  la  courbe  d'intersection  et  de  sa  tangente  au  point  (D,  D'). 

En  raisonnant  de  la  même  manière  pour  les  points  a^,  b^,  c^,,,,^  on  verrait  qu'ils 
forment  également  une  ellipse  dont  les  lignes  as  ëg  et  go ^2  sont  deux  diamètres  con- 
jugués. La  ligne p2<^2  ^st  tangente  en  d2» 

162.  Il  nous  reste  encore  à  déterminer  le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus 
bas  de  la  courbe  d'intersection,  et  ceux  des  courbes  transformées  qui  &ont  le  plus 
éloignés  de  la  ligne  de  section  droite  B2H2  (Jig.QS).  Mais  comme  \ià  Jlgure  97  est 
déjà  un  peu  compliquée,  nous  nous  contenterons  d'indiquer  les  tracés.  Nous  trai- 
terons d'ailleurs  la  question  d'une  manière  générale,  et  sans  faire  aucune  suppo- 
sition sur  la  forme  de  la  directrice  du  cylindre. 

Si  l'on  coupe  la  trace  abc,  par  une  droite  parallèle  à  Q,  les  génératrices  qui 
passent  par  les  points  d'intersection  rencontreront  le  plan  sécant  a  une  même 
hauteur;  par  suite,  si  nous  menons  à  cette  trace  des  tangentes  parallèles  à  Q,  les 
génératrices  des  points  de  tangence  contiendront,  l'une  le  point  le  plus  haut,  l'autre 
le  point  le  plus  bas  de  la  courbe  d'intersection. 

Les  points  cet  g  sont  le  plus  bas  et  le  plus  haut  delà  courbe  bah,,,  (jîg.98).  Pour 
avoir  les  points  analogues  sur  la  ligne  è,  aji^^,,,,  il  faudrait  mener  à  la  courbe  d'in-^ 
tersection  [fig-f^'j]  des  tangentes  parallèles  à  la  droite  suivant  laquelle  son  plan 
coupe  le  plan  de  section  droite  ;  car  une  sécante  de  même  direction  déterminerait 
deux  points  à  égale  distance  de  la  section  droite  (i). 

Il  est  plus  exact  de  reporter  l'opération  sur  la  trace  du  cylindre.  Pour  cela,  nous 
remarquerons  que  si  l'on  conçoit  par  l'intersection  du  plan  (Q,  Q')  et  du  plan  de 
section  droite,  un  troisième  plan  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  il  sera 
parallèle  aux  plans  qui  seraient  tangents  aux  points  cherchés,  et  en  menant  a  la 
trace  du  cylindre  des  tangentes  parallèles  à  sa  trace,  les  points  de  contact  seront  les 
extrémités  des  génératrices  qui  passent  par  ces  points. 

Sections  planes  du  cône. 

P^'  Exemple.  —  Cône  ds  ré(>olution  à  axe  vertical;  plan  sécant  perpendiculaire  a  a  plan  ve/iicai  ; 

section  elliptique.  [Planche  XX7.) 

165.  Nous  nous  proposons  de  déterminer  l'intersection  par  un  plan  d'un  cône 
de  révolution  dont  l'axe  est  vertical.  Nous  prenons  le  plan  sécant  (P,  P')  {fig,  iol\), 
perpendiculaire  au  plan  vertical;  par  suite  il  projette  la  courbe  sur  la  partie  A' G' 
de  sa  trace  P',  comprise  entre  les  deux  génératrices  qui  forment  le  contour  apparent 
de  la  surface. 

(ï)  Sur  la  figure  95,  le  plan  de  section  droite  est  le  plan  horizontal,  et  les  points  a'  et  g'  qui  sont 
l'un  le  plus  éloigné  et  l'autre  le  plus  rapproché  de  ce  plan,  sont  ceux  où  la  tangente  est  parallèle  à  la 
trace  P. 
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Pour  avoir  la  projection  horizontale,  nous  divisons  la  circonférence  trace  du  cône 
en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  placées  symétriquement  par  rapport  au 
diamètre  ag  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Les  projections  verticales  des  généra- 
trices qui  passent  par  les  points  de  division,  coupent  la  trace  P'  en  des  points  A', 
B',  C,...  qu'on  ramène  en  A,  B  et  B^,  C  et  C^,..,  sur  leurs  projections  horizon- 
tales. 

Cette  construction  ne  peut  pas  être  appliquée  aux  génératrices  qui  se  projettent 
sur  la  verticale  ^' d' .  Pour  déterminer  sur  les  projections  horizontales  S (i  et  S(^|  de 
ces  droites  les  points  D  et  D,  qui  correspondent  aD',  on  peut  couper  le  cône  par  un 
plan  horizontal  1)'  & ,  et  tracer  le  cercle  de  section  sur  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection avec  un  rayon  Se?  égal  àD'c?'. 

Pour  la  ponctuation  des  projections,  nous  avons  supposé  qu'il  s'agissait  de  repré- 
senter un  tronc  de  cône. 

164.  La  tangente  en  un  point  F  de  la  projection  de  la  courbe  est  rintersection  du 
plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  S/  et  du  plan  sécant;  elle  a  donc  sa  trace  hori- 
zontale à  la  rencontre  des  droites  //etP,  traces  des  plans.  Comme  ce  point  est  éloigné, 
il  faut  opérer  sur  un  plan  horizontal  plus  élevé,  par  exemple  sur  celui  qui  est  à  la 
hauteur  du  point  (D,  D').  La  génératrice  S/  le  rencontre  au  point /,,  et  les  nou- 
velles traces  du  plan  tangent  et  du  plan  sécant  sont  les  droites /ji^  et  Srf  respective- 
ment parallèles  a//  et  P.  La  tangente  F^  passe  au  point  t  où  ces  lignes  se  rencon- 
trent. 

On  peut  encore  d'un  point  (/,  /')  pris  sur  la  trace//  du  plan  tangent,  mener  une 
droite  (/m,  l'm!)  parallèle  a  la  génératrice  du  contact  (S/,  S'/');  cette  ligne  sera 
dans  le  plan  tangent,  et  le  point  (m,  m!)  où  elle  rencontrera  le  plan  sécant  appar- 
tiendra à  la  tangente. 

163.  Pour  avoir  la  courbe  en  vraie  grandeur,  nous  avons  rabattu  le  plan  sécant 
sur  le  plan  vertical  ;  un  point  quelconque  (F,  F')  s'est  placé  en  F''  sur  la  droite  F'F'' 
perpendiculaire  à  P^  et  à  la  distance  a  laquelle  la  projection  horizontale  F  se  trouve 
de  la  ligne  de  terre. 

On  obtient  par  le  même  procédé  les  tangentes  sur  le  rabattement.  Nous  avons 
déterminé  pour  la  tangente  en  F''  les  points  ï  et  M,  rabattements  des  points  [t,  D') 
et  (m,  ml). 

166.  La  courbe  d'intersection  et  sa  projection  sont  des  ellipses.  Nous  pouvons 
facilement  trouver  leurs  axes. 

On  voit,  par  la  construction  même,  que  la  projection  horizontale  de  l'intersection 
est  symétrique  par  rapport  a  la  droite  ASG  perpendiculaire  à  P.  Cette  droite  est  donc 
un  axe  de  la  courbe.  Le  centre  est  au  point  milieu  0.  De  même  l'ellipse  d'intersec- 
tion a  l'un  de  ses  axes  sur  la  ligne  (AG,  A'G'),  et  son  centre  en  (0,  0').  Le  second 
axe  se  projette  verticalement  au  point  0';  en  coupant  le  cône  et  le  plan  sécant  par 
le  plan  horizontal  0'  w',  nous  déterminons  les  points  0  et  ù^  de  la  projection  hori- 
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zontale.   La  ligne  il^^   est  la  projection  du  second  axe,  et  le  second  axe  de  l?t 
projection. 

En  général,  les  projections  des  axes  d'une  ellipse  sont  simplement  des  diamètres 
conjugués  de  la  projection;  mais  si  l'un  d'eux  est  parallèle  au  plan  de  projection^ 
comme  cela  arrive  ici,  les  diamètres  conjugués  comprennent  un  angle  droit  (art.  46  j 
et  sont  par  conséquent  les  axes. 

On  obtient  sans  difficultés  les  droites  A'' G''  et  Û'I^^,  axes  de  la  courbe  rabattue. 

167.  Toutes  les  génératrices  ont  la  même  longueur  depuis  le  sommet  jusqu'au 
plan  horizontal.  Il  en  résulte  que  dans  le  développement  la  transformée  de  la  cir- 
conférence de  la  base  est  un  arc  de  cercle  dont  les  génératrices  sont  les  rayons.  Après 
avoir  tracé  {/ig.  io5)  une  partie  suffisante  de  la  circonférence  dont  le  rayon  est  S'a' 
{/ig,  io4),  nous  prenons  sur  cette  ligne  des  longueurs  curvilignes  égales  aux  arcs 
ab,  bc,,,.  ;  nous  traçons  les  rayons  correspondants,  et  nous  portons  sur  eux  les  lon- 
gueurs des  génératrices  comprises  entre  le  sommet  et  le  plan  sécant.  Pour  déter- 
miner ces  longueurs,  nous  rendons  les  droites  parallèles  au  plan  vertical  (art.  16)  ; 
leurs  projections  sur  ce  plan  viennent  se  confondre  avec  la  ligne  S' g\  et  les  points 
d'intersection  se  transportent  sur  des  horizontales  jusqu'à  cette  droite.  Chaque 
longueur,  telle  que  S'c?\  doit  être  portée  sur  les  rayons  correspondants  Srf  et  Sd^ 
{Jig,  io5),  a  partir  du  centre  S. 

Nous  avons  supposé  que  la  surface  était  coupée  suivant  la  génératrice  (A  a,  AV), 
et  pour  montrer  la  continuité  de  la  transformée  de  la  courbe,  nous  l'avons  prolongée 
de  chaque  côté  sur  la  partie  qui  correspond  à  un  des  secteurs  coniques. 

On  peut  obtenir  la  grandeur  des  segments  curvilignes  aè,  èc,...  en  décomposant 
une  division  du  cercle  de  base  en  petites  parties  qu'on  puisse  assimiler  à  des  droites, 
et  les  reportant  sur  l'arc  qui  a  pour  rayon  la  génératrice  du  cône;  mais,  comme  les 
erreurs  peuvent  s'accumuler,  il  est  plus  exact  de  calculer  la  grandeur  en  degrés  de 
l'arc  qui  représente  la  circonférence  de  base,  de  déterminer  avec  un  rapporteur  son 
amplitude  sur  le  développement,  et  de  la  partager  ensuite  en  parties  égales.  La 

grandeur  angulaire  de  cet  arc  est  —,  360*^.  Le  rapport  de  aS  a  a' S'  sera  souvent 

donné  par  la  question  même;  dans  tous  les  cas,  on  pourra  le  trouver  en  mesurant  ces 
lignes. 

Il  est  peu  dans  l'esprit  de  la  Géométrie  descriptive  d'employer  ainsi  le  calcul 
comme  auxiliaire,  mais  il  n^y  a  pas  de  règle  absolue. 

168.  Les  angles  de  la  courbe  avec  la  génératrice  ne  sont  pas  altérés  dans  le  déve- 
loppement (art.  122).  Nous  aurons  donc  la  tangente  au  point  F  (y?g\  io5),  en 
appuyant  sur  la  génératrice  les  constructions  qui,  dans  le  plan  tangent,  feraient 
trouver  la  tangente  à  l'ellipse.  On  peut  supposer  que  la  surface,  en  se  déroulant^ 
recueille  dans  les  différents  plans  tangents  les  lignes  que  l'on  peut  y  concevoir,  et 
les  entraîne  avec  elle. 
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D'après  cela  nous  plaçons  sur  X^d.  figure  io5  les  droites//  et/^^  de  Va  figure  \o[\, 
dans  une  direction  perpendiculaire  à  S/;  nous  traçons  Im  parallèle  à  S/,  et  nous 
lui  donnons  la  longueur  l\rin!  [fig.  104)9  véritable  grandeur  de  [Im,  l'm').  L'un  ou 
l'autre  des  points  t  oum  suffit  pour  le  tracé  de  la  tangente. 

169.  Il  est  utile  de  déterminer  les  inflexions  de  la  transformée  ;  nous  allons  dé- 
montrer qu'elles  se  trouvent  aux  points  ou  le  plan  sécant  était  normal  à  la  surface. 
Nous  remplaçons  d'abord  le  cône  par  une  pyramide  circonscrite  que  nous  sup- 
posons coupée  par  un  plan  (P,?')  {fg*  107)  perpendiculaire  à  l'une  de  ses  faces 
(GE,  G'S'E').  Cette  face  est  parallèle  au  plan  vertical  de  projection;  elle  touche  le 
cône  le  long  de  la  droite  (S,  S'I). 

La  section  est  projetée  verticalement  sur  la  trace  F  du  plan,  et  nous  aurons  sa 
transformée  par  développement  en  amenant  par  des  rotations  les  diverses  faces 
triangulaires  dans  le  plan  GSE  parallèle  au  plan  vertical. 

Dans  le  mouvement  de  rotation  de  la  face  F^S'G'  autour  de  S'G^  le  point  A' 
décrit  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  au  pied  a  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  A'  sur  S'G\  et  vient  se  placer  en  un  point  A\,  à  une  distance  de  a  égale  à  la 
vraie  grandeur  de  cette  perpendiculaire.  Le  point  D'  va  de  même  en  D'^ ,  sur  la  per- 
pendiculaire dB'  à  S'E'.  La  partie  de  la  section  projetée  verticalement  sur  A'B'C'D' 
est  donc  en  développement  A\  WC'J)\ . 

Le  point  A'^  est  dans  celui  des  deux  angles  A'B'S'  et  A'B'G'  qui  est  obtus  ;  il  en 
est  de  même  du  point  D\  par  rapport  aux  angles  D'C'E',  D'GS'.  11  est  d'ailleurs 
facile  de  voir  que  quand  les  points  B'  et  C  seront  placés  d'un  même  côté  du  pied  0 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  S'  sur  P',  les  angles  obtus,  et  par  suite  les 
points  A^  et  D^  se  trouveront  de  côtés  différents  de  la  droite  F.  Or,  a  moins  que  la 
perpendiculaire  SO  ne  se  confonde  avec  la  génératrice  SI  du  cône,  les  droites  S' G' 
et  S'E'  pourront  toujours  être  assez  rapprochées  de  cette  dernière  ligne  pour  que  la 
condition  que  nous  venons  d'indiquer  soit  satisfaite.  Nous  voyons  donc  que  lors- 
qu'on multiplie  les  faces  de  la  pyramide  pour  revenir  au  cône,  les  sommets  A'^  et  J)\ 
qui  pouvaient  d'abord  se  trouver  d'un  même  côté  deB'C'  prolongé,  arrivent  néces- 
sairement à  se  placer  de  côtés  différents. 

Quand  le  plan  sécant  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  S'I  {fg.  108),  les 
points  A'j  et  D\  sont  du  côté  de  P'  où  se  trouve  le  somm.et  S\  quelle  que  soit  la 
grandeur  de  l'angle  G'S'E'. 

En  résumé,  dans  le  développement  d'un  cône,  la  transformée  d'une  section  plane 
traverse  sa  tangente  là  où  le  plan  était  normal  à  la  surface,  à  moins  toutefois  qu'il 
ne  fût  perpendiculaire  a  la  génératrice  (i). 


(i)  On  peut  démontrer  ces  propositions  d'une  manière  directe  et  très-simple^  si  l'on  admet,  ce  qui 
est  à  peu  près  évident,  que  la  ligne  la  plus  courte  que  l'on  puisse  tracer  sur  une  surface  entre  deux 
points  a  tous  ses  plans  osculateurs  normaux  à  la  surface;  car  une  telle  ligne  tracée  sur  un  cône  a  pour 


CHAPITRE  IV*   —  SECTIONS    PLANES   DES   CYLINDRES    ET    DES    CONES.   —    PL.  XXV.     65 

Ces  résultats  s'étendent  naturellement  au  cylindre  qui  est  une  variété  du  cône; 
ainsi  il  est  facile  de  voir  qu'au  point  où  nous  avons  reconnu  que  la  section  plane 
d'un  cylindre  prenait  une  inflexion  dans  le  développement  (art.145),  le  plan  sécant 
est  normal  à  la  surface. 

Nous  n'avons  indiqué  sur  les  projections  horizontales  à^'à  figures  107  et  108  ni 
les  arêtes,  ni  la  section  de  la  pyramide,  parce  que  ces  lignes  ne  sont  pas  nécessaires 
à  la  démonstration,  et  qu'elles  auraient  pu  jeter  un  peu  de  confusion. 

170.  Revenons  a  \^ figure  104.  Du  point  D'  où  le  plan  coupe  l'axe,  nous  abais- 
sons une  perpendiculaire  D'^'  sur  ^' g'  \  cette  droite  en  tournant  autour  de  l'axe 
engendre  un  cône  de  révolution  qui  rencontre  orthogonalement  le  cône  donné  sui- 
vant le  parallèle  Yhl.  Le  plan(P,  P')  contient  les  deux  génératrices  (SI,  DT) 
(SI^,  D'F)  du  cône  auxiliaire,  il  est  donc  normal  au  premier  cône  en  deux  points 
(I,  r)  et  (I|,  F),  qui,  rapportés  sur  h  figure  io5,  sont  les  points  d'inflexion  de  la 
transformée.  On  construit  les  tangentes  It,  I^  t,  comme  toutes  les  autres. 

171.  11  n'y  aura  d'inflexion  que  quand  le  plan  sécant  coupera  le  cône  auxiliaire; 
d'après  cela,  si  l'on  appelle  s  et  v^  les  angles  aigus  que  l'axe  fait  avec  les  génératrices 
et  le  plan  de  section,  on  aura 

e-h  Y}  <i  90"^  deux  inflexions, 
£ -H  y?  >  90^  pas  d'inflexion. 

Les  transformées  de  la  section  elliptique,  et  de  la  base  circulaire  {fig.  ïo4  et  io5) 
donnent  des  exemples  de  ces  deux  cas. 

Quand  les  angles  s  et  v^  sont  complémentaires,  le  plan  sécant  est  normal  en  un 
seul  point,  et  perpendiculaire  a  la  génératrice  de  ce  point,  par  suite  la  transformée 
ne  traverse  pas  sa  tangente  (art,  169),  mais  elle  a  un  contact  plus  intime  avec 
elle,  car  cette  circonstance  se  produit  quand  deux  points  d'inflexion  se  réunissent. 

Ces  divers  cas  peuvent  indifféremment  se  présenter  pour  les  transformées  de  l'el- 
lipse, de  la  parabole  et  de  l'hyperbole;  toutefois  il  faut  remarquer  que  si  l'angle  £ 
est  plus  grand  que  45  degrés,  aucune  des  ellipses  et  des  paraboles  que  l'on  peut 
concevoir  tracées  sur  le  cône  ne  prendra  d'inflexion  dans  le  développement,  et  que 
si  s  est  plus  petit  que  45  degrés,  toutes  les  transformées  des  paraboles  et  des  hyper- 
boles auront  deux  inflexions. 


transformée  une  droite,  d'où  il  résuUe  que  la  circonstance  d'avoir  un  plan  osculateur  normal,  suffit 
pour  que  le  rayon  de  courbure  de  la  transformée  au  point  correspondant  soit  infini. 

Pour  que  la  transformée  d'une  courbe  plane  tracée  sur  un  cône  ait  un  contact  du  troisième  ordre 
avec  sa  tangente,  il  faut  que  son  plan  soit  perpendiculaire  à  deux  plans  tangents  consécutifs,  et  par 
suite  à  leur  intersection  qui  est  la  génératrice  de  la  surface. 

Quand  nous  parlerons  des  surfaces  développables,  nous  montrerons  que  les  courbures  d'une  ligne 
tracée  sur  une  telle  surface,  et  de  sa  transformée  par  développement,  sont  liées  par  une  loi  très-simple 
dont  la  proposition  que  nous  avons  démontrée  n'est  qu'un  corollaire. 

I.  9 
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lï*^  ExEMPi.E.    — '   Cône  de  révolution  à  axe  vertical  ;  plan  sécant  perpendiculaire  au  plan  vertical; 

section  hyperbolique.  [Planche  XXFI,) 

172.  Un  plan  [mm! ,  m' jjJ)  [fig,  io6)  passant  par  le  sommet  et  parallèle  au  plan 
sécant  (P,  P'),  divise  les  génératrices  en  deux  groupes.  Celles  du  premier  groupe 
ont  leur  trace  sur  FarcNaN,,  et  rencontrent  le  plan  au-dessous  du  sommet;  celles 
du  second  ont  leur  trace  sur  Tare  NèN^,  et  rencontrent  le  plan  au-dessus  du  sommet. 
L'intersection  est  ainsi  formée  de  deux  parties,  et  pour  ne  pas  négliger  l'une 
d'elles,  nous  considérons  les  deux  nappes  du  cône,  que  d'ailleurs  nous  limitons 
a  des  plans  horizontaux  et  parallèles. 

On  peut  construire  la  courbe  en  cherchant  les  points  où  un  certain  nombre  de 
génératrices  percent  le  plan,  mais  comme  les  recoupements  seraient  assez  obliques, 
il  est  préférable  de  déterminer  les  intersections  du  cône  et  du  plan  par  divers  plans 
horizontaux.  Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ce  tracé,  que  nous  avons  déjà  expliqué  à 
l'article  165. 

175.  La  génératrice  (Sm,  ^'m')  est  parallèle  au  plan,  et  les  génératrices  des 
deux  groupes  qui  sont  voisines  de  celle-là  ne  le  rencontrent  que  très-loin.  La  courbe 
présente  ainsi  deux  bras  qui  s'étendent  en  sens  contraire,  l'un  sur  la  nappe  supé- 
rieure, l'autre  sur  la  nappe  inférieure,  et  se  rejoignent  à  l'infini,  au  point  où  la 
génératrice  (S m,  S' m')  atteint  le  plan. 

On  détermine  l'asymptote,  comme  toute  autre  tangente,  en  prenant  l'intersection 
du  plan  sécant  avec  le  plan  qui  touche  le  cône  au  point  correspondant  de  la  courbe, 
qui  est  le  point  situé  à  l'infini.  Ce  plan  est  tangent  tout  le  long  de  la  génératrice 
(Sm,  S' m')  ;  sa  trace  horizontale  est  la  ligne  me,  et  le  point  e,  où  elle  rencontre  la 
trace  P  du  plan,  appartient  à  l'asymptote. 

L'asymptote  est  parallèle  à  la  génératrice  (Sm,  S' m')  parce  que  ces  lignes,  se 
rejoignent  en  un  point  situé  à  l'infini.  On  peut  encore  dire  que  le  plan  (P,  P')  étant 
parallèle  à  (Sm,  S' m')  ne  peut  couper  un  plan  qui  contient  cette  génératrice  que 
suivant  une  ligne  qui  lui  soit  parallèle. 

Les  constructions  pour  déterminer  l'asymptote  peuvent  se  rapporter  au  plan 
horizontal  supérieur.  La  génératrice  mS  perce  ce  plan  en  jm;  les  traces  du  plan  tan- 
gent et  du  plan  sécant  sont  les  droites  jui£  et  ss,  :  leur  point  de  rencontre  s  appartient 
à  l'asymptote.    , 

La  génératrice  (Smi,  S' m')  également  parallèle  au  plan  sécant  détermine  une 
seconde  branche  infinie,  dont  l'asymptote  e^  s,  est  obtenue  de  la  même  manière. 

174^.  La  courbe  est,  comme  l'on  sait,  une  hyperbole.  Son  axe  transverse  est  là 
droite  (aSè,  P')  parallèle  au  plan  vertical.  On  détermine  sans  difficulté  les  sommets 
(A,  a;)  et  (B,  W\,  et  le  centre  (0,  0^. 

On  construit  le  rabattement  par  les  procédés  déjà  expliqués  pour  l'ellipse 
(art.  165). 
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175.  C'est  aussi  par  les  mêmes  principes  que  Ton  construit  le  développement. 
Les  différents  cercles  ont  pour  transformées  des  arcs  de  cercle  concentriques  dont 
les  rayons  sont  les  segments  des  génératrices;  on  les  trouve  en  vraie  grandeur  sur 
la  droite  a' a'.  Nous  traçons  tout  d'abord  des  longueurs  suffisantes  de  ces  arcs,  et 
nous  plaçons  la  génératrice  S 6  [fig-  îcq). 

Nous  supposons  la  surface  coupée  suivant  la  génératrice  (aa,  a' oc'),  et  nous  por- 
tons à  partir  du  point  h  {fig.  109),  sur  le  cercle  décrit  du  point  S  comme  centre 
avec  S'a'  pour  rayon,  des  longueurs  curvilignes  égales  à  la  demi-circonférence  ba 
{fig,  106).  Traçant  ensuite  les  droites  aSa  et  a^Sa^  {fig.  109),  nous  avons  les  deux 
positions  que  prend  la  génératrice  [aa,  a! a!),  et  qui  limitent  le  développement  de 
la  surface. 

Pour  voir  où  un  point  (6,  G')  doit  être  placé,  nous  portons  sur  le  cercle  décrit 
avec  la  longueur  ^ g'  pour  rayon,  et  à  partir  du  point  g  de  la  droite  Sa  [fig»  i^^o)? 
une  longueur  curviligne  g-G  égale  à  l'arc  désigné  par  les  mêmes  lettres  sur  la 
figure  106. 

176.  Nous  donnons  aux  génératrices  mp.,  7n^/Jl^  les  positions  qui  leur  con- 
viennent. Dans  le  développement,  les  asymptotes  restent  parallèles  à  ces  lignes,  et  à 
la  même  distance  d'elles:  ce  senties  droites  ei  et  e^s,. 

Vu  la  symétrie  de  la  figure,  les  asymptotes  de  la  transformée  se  coupent  sur 
l'axe  èB  du  développement,  mais  leur  point  de  rencontre  û  n'a  rien  de  commun 
avec  le  centre  (0,  0')  de  l'hyperbole  [fig.  106). 

Quand  la  surface  se  déroule,  a  chaque  instant  la  partie  déjà  développée  se  trouve 
dans  un  plan  tangent  et  y  recueille  les  tangentes  qui  s'y  trouvent.  Les  tangentes 
placées  dans  les  plans  tangents  différents  changent  ainsi  de  position  les  unes  par 
rapport  aux  autres;  il  en  est  de  même  des  asymptotes. 

Si  l'on  prend  sur  les  asymptotes  de  la  transformée  les  longueurs  eO,  e^  Ç^^  égales 
à  é'Q"  et  é\{)"  [fig,ioÇ)),  on  aura  les  points  0  et  Oi,  qui  avant  le  développement 
étaient  réunis  au  centre  de  l'hyperbole. 

Les  transformées  des  deux  arcs  de  la  courbe  peuvent  être  tracées  sans  difficulté. 
Les  nappes  sont  développées  suivant  les  poygones  mixtilignes  èN^A^SANè  et 
Bn^a^SafïB.  La  nappe  supérieure  recouvre  en  développement  une  partie  de  la 
nappe  inférieure  :  cela  arrive  quand  la  longueur  développée  du  cercle  de  base  est 
plus  grande  que  la  moitié  de  la  circonférence  dont  le  rayon  est  S'è'  [fig.  106), 
c'est-à-dire  quand  a!b'  surpasse  S'è'.  Lorsque  le  triangle  a'^'b'  est  équilatéral,  les 
deux  nappes  se  rejoignent  en  développement,  sans  se  recouvrir. 

La  construction  de  l'article  168  fait  trouver  deux  points  d'inflexion  I  et  I|.  Les 
inflexions  sont  peu  sensibles,  cependant  on  voit  qu'elles  existent,  parce  que  la  courbe 
à  son  sommet  B  tourne  sa  concavité  vers  le  point  ù  où  les  asymptotes  se  croisent. 

177.  Si  l'on  suppose  que  le  plan  sécant  tourne  autour  de  sa  trace  P,  et  prenne 
sur  le  plan  horizontal  la  même  inclinaison  que  les  génératrices,  il  sera  parallèle  a 

9- 
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(a a,  a! a!)  [fig*  1 06),  et  au  plan  qui  touche  le  cône  le  long  de  cette  droite.  La  courbe 
présentera  une  branche  infinie,  mais  son  asymptote  intersection  de  deux  plans 
parallèles  sera  a  l'infini.  On  sait  que  c'est  une  parabole. 


Cas  général. 


178.  Les  deux  cas  que  nous  venons  de  traiter,  donnent  entièrement  la  solution 
du  problème  de  la  section  d'un  cône  par  un  plan  pour  ce  qui  concerne  les  projec- 
tions et  la  vraie  grandeur  de  la  courbe  d'intersection. 

On  fait  d'abord  passer  par  le  sommet  du  cône  un  plan  parallèle  au  plan  sécant; 
les  génératrices  qu'il  peut  contenir  déterminent  dés  branches  infinies,  et  les  inter-» 
sections  des  plans  tangents  correspondants  avec  le  plan  donné  sont  les  asymptotes. 

Quand  un  cône  n'est  pas  de  révolution,  pour  faire  le  développement  il  faut  par- 
tager le  périmètre  de  la  base  en  petites  parties  que  l'on  puisse  considérer  comme 
droites,  puis  déterminer  les  vraies  grandeurs  des  génératrices  qui  aboutissent  aux 
points  de  division.  On  a  alors  les  longueurs  des  trois  côtés  d'une  série  de  triangles 
qu'on  peut  construire  sur  un  plan,  à  la  suite  les  uns  des  autres. 

Cette  méthode  présente  peu  d'exactitude  pratique,  eu  égard  au  grand  nombre  de 
petites  longueurs  qu'il  faut  employer.  Nous  devons  cependant  faire  observer  que  les 
recoupements  ont  généralement  lieu  sous  des  angles  assez  ouverts. 

Observations  sur  les  sections  planes  des  cônes,  la  disposition  des  bras  de  leurs  branches 
infinies,  et  les  plans  tangents  à  ces  surfaces, 

179.  Les  sections  des  cônes  par  des  plans  parallèles  sont  des  courbes  semblables  et 
semblablement  placées . 

Pour  prouver  ce  théorème,  nous  allons  comparer  la  trace  horizontale  A  d'un  cône 
[fig,  loi)  avec  la  section  de  cette  surface  par  un  plan  horizontal  xy.  La  généra- 
trice qui  passe  par  le  point  (M,  M')  de  la  trace  A,  rencontre  le  plan  xy  en  un  point 
(m,  m!),  et  l'on  a 

SM  _  S'M'___  S' H 

Le  rapport  de  deux  rayons  vecteurs  situés  sur  une  même  droite  est  donc  constant, 
et  par  suite  le  point  S  est  un  centre  commun  de  similitude  pour  les  courbes  A  et  a. 
La  similitude  est  inverse;  il  est  facile  de  voir  qu'elle  serait  directe,  c'est-a-dire  que 
les  rayons  vecteurs  proportionnels  seraient  dirigés  dans  le  même  sens,  si  les  deux 
plans  XY  et  xy  étaient  d'un  même  côté  du  sommet. 

Si  nous  supposons  la  courbe  a  non  plus  sur  le  plan  horizontal  de  projection, 
mais  remise  dans  le  plan  xy,  les  deux  sections  seront  encore  semblables  et 
semblablement  placées,  mais  le  centre  commun  de  similitude  sera  le  sommet 
(S,  S')  du  cône. 

Les  droites  SG  et  SG^^  qui  sont  tangentes  à  A  et  passent  par  le  point  S,  ont  leur 
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prolongement  tangent  a  a.  Ce  sont  les  projections  des  génératrices  qui  forment  le 
contour  apparent  de  la  surface  (art.  120).  Les  points  6/G,,  g- et  g\  sont  leurs  traces 
sur  les  plans  de  section. 

Nous  supposons  le  cône  terminé  à  deux  plans  B'u'  et  feV  perpendiculaires  au  plan 
vertical;  alors  les  courbes  A  et  a  ont  été  limitées  Tune  aux  points  B  et  B^,  l'autre  aux 
points  b  et  b^.  Ces  points  sont  homologues  dans  les  deux  courbes.  La  similitude 
n'est  complète  que  quand  les  sections  sont  considérées  dans  toute  leur  étendue 
géométrique,  ou  bien  lorsqu'elles  sont  ainsi  limitées  à  des  points  homologues. 

Le  cylindre  n'étant  qu'une  variété  du  cône,  on  peut  lui  appliquer  les  résultats 
que  nous  venons  d'obtenir,  et  on  trouve  que  les  sections  faites  dans  cette  surface 
par  des  plans  parallèles  sont  identiques  et  semblablement  placées.  Si  l'on  veut 
une  démonstration  directe,  il  est  facile  d'approprier  la  démonstration  au  cas  du 
cylindre,  mais  il  est  encore  plus  simple  de  remarquer  qu'en  faisant  mouvoir  un 
des  plans  sécants  de  manière  que  ses  divers  points  décrivent  les  droites  parallèles 
aux  génératrices,  la  section  glissera  sur  la  surface,  et  viendra  se  placer  exacte- 
ment sur  la  seconde  courbe. 

180.  Si  nous  considérons  l'ensemble  des  sections  qu'on  peut  concevoir  faites 
dans  un  cône  par  des  plans  parallèles,  celle  du  plan  qui  contient  le  sommet  se 
réduira  à  un  point,  ou  sera  composée  de  lignes  droites.  Dans  tous  les  cas,  elle 
ne  sera  pas  semblable  aux  autres  (i),  et  présentera  un  changement  brusque  de 
forme. 

Cette  circonstance  se  présente  très-rarement  pour  les  surfaces,  et  quand  elle 
arrive,  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  pour  le  théorème  du  plan  tangent 
(art.  108)  ne  subsiste  plus.  Nous  avons  supposé,  en  effet,  que  la  génératrice  a 
if^g'  11)  n'éprouvait  pas  de  changements  essentiels  dans  sa  forme,  de  sorte  que  la 
corde  m  devenait  tangente  quand  les  points  rein  étaient  réunis  en  M,  Cela  n'a  pas 
lieu  quand  le  point  M  est  le  sommet  d'un  cône.  Si  la  courbe  a  est  une  hyperbole,  la 
ligne  A  est  le  système  de  deux  droites,  et  la  corde  rn  devient  une  droite  qui  passe 
par  leur  intersection  ;  il  n'y  a  plus  de  tangence. 

181.  Lorsque  nous  avons  établi  le  théorème  du  plan  tangent  (art.  108),  nous 
avons  considéré  une  surface  comme  engendrée  par  une  courbe  plane  dont  le  plan 
restait  toujours  parallèle  a  lui-même.  Dans  ces  conditions,  si  la  génératrice  n'é- 
prouve ni  un  changement  essentiel  dans  sa  forme,  ni  un  déplacement  brusque  de 


(i)  On  regarde  quelquefois  une  hyperbole  comme  semblable  à  ses  asymptotes.  Ces  droites  sont 
homologues  des  points  de  l'hyperbole  situés  à  l'infini,  et  le  point  où  elles  se  croisent  correspond  à 
tout  le  reste  de  la  courbe.  Cette  manière  de  voir  est  fondée  sur  ce  que  le  rapport  d'une  quantité  finie 
quelconque  à  l'infini,  est  le  même  que  celui  de  zéro  à  une  quantité  finie  ;  on  considère  aussi  un  point 
comme  semblable  à  toute  courbe  qui  n'a  pas  de  branche  infinie,  mais  en  réalité  la  similitude  consiste 
dans  une  identité  de  formes  qui  n'existe  ni  entre  une  courbe  et  deux  droites,  ni  entre  un  point 
et  une  courbe. 
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la  position  que  l'on  considère  a  la  position  infiniment  voisine,  on  est  assuré  qu'en 
chacun  de  ses  points  toutes  les  tangentes  de  la  surface  sont  dans  un  même  plan.  Mais 
quand  deux  génératrices  consécutives  se  coupent  à  distance  finie,  la  position  des 
tangentes  de  la  surface  a  leur  point  de  rencontre  reste  indéterminée,  et  pour  savoir 
si  elles  sont  toutes  dans  un  même  plan,  il  est  nécessaire  de  considérer  la  généra- 
trice suivante,  et  même  d'autres  encore  si  celle-ci  passe  par  le  point  commun  aux 
deux  premières. 

En  considérant  le  cône  comme  engendré  par  une  courbe  qui  se  meut  en  restant 
dans  des  plans  parallèles,  et  suivant  la  loi  déterminée  à  l'article  179,  on  reconnaît, 
comme  nous  l'avons  fait  à  l'article  180,  que  la  génératrice  éprouve  dans  sa  forme 
un  changement  essentiel  quand  son  plan  passe  par  le  centre  commun  de  similitude. 
Quand  on  regarde  cette  surface  comme  engendrée  par  une  droite  dont  un  point  est 
fixe,  on  voit  que  deux  génératrices  consécutives  quelconques  se  rencontrent.  Quelle 
que  soit  la  définition  que  l'on  adopte,  on  est  donc  conduit  à  rechercher  comment 
sont  disposées  les  tangentes  de  la  surface  au  sommet.  Il  est  facile  de  voir  que  ces 
lignes  sont  les  génératrices  rectilignes,  et  que  par  suite  elles  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan. 

Dans  les  arts  on  considère  souvent  des  surfaces  dont  la  génératrice  est  une  courbe 
graphique  constante  de  forme  ou  qui,  a  partir  d'une  position  donnée,  se  modifie 
suivant  une  loi  déterminée.  Les  directrices  sont  aussi  quelquefois  des  courbes  gra- 
phiques. Quand  ces  lignes  ne  présentent  pas  d'angles,  le  théorème  du  plan  tangent 
subsiste,  avec  les  mêmes  restrictions  que  pour  les  courbes  géométriques.  Nous 
avons  déjà  établi  cette  proposition  pour  le  cas  du  cylindre  (art.  115). 

Dans  le  second  volume,  nous  aurons  plusieurs  occasions  de  revenir  sur  le  théo- 
rème du  plan  tangent  et  les  exceptions  qu'il  comporte. 

182.  Nous  allons  terminer  la  question  des  sections  planes  d'un  cône,  en  cher- 
chant comment  les  bras  d'une  branche  infinie  sont  disposés  par  rapport  à  leur 
asymptote» 

Soient  (Q,  Q')  [fig.  io3)  le  plan  sécant  que  nous  supposons  perpendiculaire  au 
plan  vertical,  et  (S,  S')  le  sommet  d'un  cône  dont  la  trace  horizontale  est  la  ligne 
indéfinie  GK. 

Nous  faisons  passer  par  le  sommet  un  plan  (AA',  A' S')  parallèle  à  (Q,  Q')  ;  sa  trace 
horizontale  rencontre  la  courbe  GK  en  un  point  A  qui  appartient  à  une  génératrice 
(SA,  S'A')  parallèle  au  plan  sécant.  L'asymptote  de  la  branche  infinie  correspon- 
dante est  la  droite  {mn,  M'N')  intersection  du  plan  donné  avec  le  plan  tangent  le 
long  de  la  génératrice  qui  lui  est  parallèle. 

Un  plan  (BB',  B'S')  passant  par  le  sommet  et  perpendiculaire  au  plan  vertical, 
coupe  le  cône  et  le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  (SA,  S'A')  suivant  les 
droites  qui  se  projettent  sur  SB  et  Se,  et  rencontrent  le  plan  (Q,  Q')  aux  points  M 
et  m;  ce  dernier  appartient  évidemment  al! asymptote. 
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Si  Ton  conçoit  que  le  point  B  se  rapproche  de  A  en  entraînant  6,  les  points  M 
et  m  s'éloigneront  indéfiniment  et,  par  conséquent,  la  courbe  s'étend  a  l'infini  en 
restant  du  même  côté  de  l'asymptote.  Nous  supposons  que  l'arc  BA  ne  rencontre 
qu'en  A  la  tangente  &  A  ;  on  peut  toujours  prendre  le  point  B  assez  rapproché  de  A 
pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

183.  Raisonnant  de  la  même  manière  pour  une  génératrice  (SC,  S'C)  située  sur 
le  cône  de  l'autre  côté  de  (SA,  S'A'),  on  arrive  a  des  résultats  analogues;  mais  par 
suite  du  croisement  qui  se  fait  au  sommet  S,  le  point  d'intersection  N  est  en  deçà  de 
l'asymptote  et  la  branche  infinie  se  compose  de  deux  bras  IM,  JN  qui  sont  situés  de 
part  et  d'autre  de  cette  droite. 

Si  la  trace  du  cylindre  avait  été  une  courbe  GAK^  ayant  une  inflexion  en  A,  on 
eût  trouvé,  au  lieu  du  point  N,  le  point  N^  situé  de  l'autre  côté  de  l'asymptote,  et 
les  deux  bras  de  la  branche  infinie  eussent  été  d'un  même  côté  de  cette  droite.  Mais, 
dans  ce  cas,  le  plan  tangent  traverse  le  cône  le  long  de  la  génératrice  de  contact 
(SA,  S'A'),  de  sorte  qu'une  section  plane  quelconque  présente  une  inflexion  au 
point  qui  appartient  à  cette  droite,  et  par  suite  a  l'infini  quand  son  plan  lui  est 
parallèle. 

Nous  pourrions  étudier  la  question  en  ordre  inverse,  prendre  la  courbe  à  branche 
infinie  pour  directrice  du  cône,  et  chercher  la  forme  de  la  trace  GK  sur  le  plan  hori- 
zontal. De  quelque  manière  que  nous  raisonnions,  nous  arriverons  à  cette  consé- 
quence que  les  deux  bras  d'une  branche  infinie  sont  ordinairement  de  côtés  différents 
de  leur  asymptote,  et  qu'ils  ne  se  trouvent  d'un  même  côté  que  dans  un  cas  excep- 
tionnel, celui  où  l'on  doit  regarder  qu'un  point  d'inflexion  s'est  transporté  a 
l'infini  (i). 

184.  Ce  résultat  pouvait  être  prévu.  Si  l'on  coupe  par  une  droite  parallèle  a  son 
asymptote  une  branche  infinie  disposée  comme  celles  de  l'hyperbole,  cette  sécante 
aura  sur  la  courbe  deux  points  dont  un  à  l'infini,  et  si  on  la  transporte  parallèlement 
à  elle-même,  elle  deviendra  asymptote  quand  ces  deux  points  seront  réunis.  Lors- 
que les  deux  bras  tels  que  IM  et  J^N^  sont  d'un  même  côté  de  l'asymptote,  une 
sécante  parallèle  à  cette  droite  peut  couper  la  courbe  en  deux  points  à  distance 
finie;  s'ils  se  réunissent  au  point  d'intersection  qui  est  a  l'infini,  il  y  a  asympto- 
tisme  avec  inflexion. 

Il  est  facile  de  voir  que  deux  bras  tels  que  JN  et  J,N,  qui  s'étendraient  dans  la 
même  direction,  donneraient  un  rebroussement  a  l'infini. 

On  peut  étudier  de  la  même  manière  la  disposition  des  bras  des  branches  parabo- 
liques, c'est-à-dire  infinies  sans  asymptote,  mais  cette  question  est  moins  utile. 

(i)  Deux  sections  planes  d^un  même  cône  sont  \di  projection  conique  l'une  de  l'autre.  En  étudiant 
la  projection  conique  d'une  courbe  et  d'une  de  ses  tangentes  sur  un  plan  convenablement  placé,  nous 
avons  pu  étudier  la  disposition  des  branches  infinies  des  courbes.  On  emploie 'souvent  ce  mode  de 
transformation  dans  les  discussions  et  les  recherches  delà  Géométrie. 
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CHAPITRE  Y, 

SURFACES    DE    RÉVOLUTION, 


Définition  et  principales  propriétés, 

185.  La  surface  qu'une  courbe  plane  BC  [fig^  102)  engendre  en  tournant  autour 
d'une  droite  AZ  contenue  dans  son  plan,  est  dite  de  révolution.  La  droite  fixe  est 
Vaxe  de  la  surface  ;  la  courbe  génératrice  en  est  la  méridienne-,  son  plan  est  le  plan 
méridien. 

Quand  la  méridienne  est  symétrique;  par  rapport  à  Taxe,  comme  un  cercle  tour- 
nant autour  de  l'un  de  ses  diamètres,  il  lui  suffit  d'une  demi-révolution  pour 
engendrer  toute  la  surface.  Dans  le  cas  contraire,  une  révolution  complète  est  néces- 
saire; alors  chaque  plan  passant  par  l'axe  contient  deux  méridiennes  dans  des 
positions  symétriques. 

Un  point  quelconque  M  de  la  méridienne  décrit  un  cercle  dont  le  plan  est  per- 
pendiculaire à  l'axe  et  dont  le  centre  0  est  sur  l'axe.  Ce  cercle  a  reçu  le  nom  de 
parallèle. 

On  peut  considérer  la  surface  comme  engendrée  par  un  cercle  mobile  soumis  aux 
conditions  de  rencontrer  une  courbe  bc,  d'avoir  son  centre  sur  une  droite  AZ,  et 
d'être  dans  un  plan  perpendiculaire  a  cette  ligne.  La  directrice  hc  engendrerait  la 
surface  par  sa  révolution  autour  de  l'axe;  si  elle  est  plane,  et  si  son  plan  contient 
l'axe,  c'est  la  méridienne  dans  une  de  ses  positions. 

186.  En  un  point  quelconque  M  de  la  surface,  la  tangente  MT  au  parallèle  étant 
perpendiculaire  au  rayon  OM  et  à  l'axe  OZ,  l'est  aussi  au  plan  de  ces  deux  lignes, 
qui  est  le  plan  méridien  du  point  M.  Le  plan  tangent  au  point  M  contenant  MT  sera 
également  perpendiculaire  au  plan  méridien.  Ainsi,  tout  plan  tangent  à  une  surface 
de  révolution  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  du  point  de  contact. 

La  normale  MN  à  la  surface  au  point  M,  étant  perpendiculaire  au  plan  tangent, 
se  trouve  dans  le  plan  méridien,  et  par  conséquent  va  rencontrer  l'axe  en  un 
point  N. 

Si  le  plan  méridien  OMN  tourne  autour  de  AZ,  en  entraînant  toutes  les  lignes 
qu'il  contient,  la  droite  MN  engendrera  un  cône  de  révolution  dontle  parallèle  sera 
la  base;  elle  rencontrera  donc  toujours  à  angle  droit  la  tangente  de  ce  cercle,  et  par 
suite  elle  sera  normale  a  la  surface,  car  elle  l'est  déjà  a  la  méridienne  dans  toutes 
ses  positions.  Ainsi  les  normales  à  une  surface  de  révolution ,  aux  différents  points 
d'un  même  parallèle,  forment  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  sur  l'axe. 

187.  Quand  on  veut  résoudre  des  problèmes  relatifs  à  une  surface  de  révolution, 
on  prend  l'un  des  plans  de  projection  perpendiculaire  a  son  axe;  c'est  générale- 
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ment  celui  que  l'on  considère  comme  horizontal.  Les  deux  projections  de  Taxe  sont 
alors  un  point  0  et  une  verticale  O'Z  {/ig.  i  lo).  On  appelle  jo/an  méridien  principal 
le  plan  passant  par  l'axe  et  parallèle  au  plan  vertical.  La  méridienne  qu'il  contient 
se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  vertical;  dans  l'épure  qui  nous  occupe, 
elle  se  compose  de  deux  courbes  identiques  G'B'E'C  et  G\B'^E^C\  symétriquement 
placées  par  rapport  à  l'axe. 

188.  Proposons-nous  de  trouver  la  projection  verticale  du  point  de  la  surface 
dont  la  projection  horizontale  est  un  point  donné  m.  Si  nous  supposons  que  le 
point  cherché  se  transporte  sur  son  parallèle  jusque  dans  le  plan  du  méridien  prin- 
cipal, sa  projection  m  décrira  un  arc  de  cercle  dont  le  point  0  sera  le  centre,  et  se 
placera  en  n  sur  OB  ;  sa  projection  verticale  se  trouvant  alors  sur  la  méridienne  G'E' 
sera  nécessairement  n'  o\xn\  Si  nous  ramenons  maintenant  le  point  dans  sa  posi- 
tion, sa  projection  verticale  se  transportera  horizontalement  en  m'  ou  m''  en  regard 
du  point  m. 

On  eût  trouvé  les  mêmes  points  m'  et  m"  en  transportant  le  point  m  sur  la  projec- 
tion B,  G,  de  la  méridienne  inverse. 

Si  la  perpendiculaire  a  la  ligne  de  terre  menée  par  le  point  n  n'avait  pas  ren- 
contré la  méridienne  principale,  il  n'y  aurait  pas  eu  de  solution  ;  il  faut  donc  que 
le  point  n  soit  entre  les  points  G  etB,  ce  qui  nous  montre  que  les  parallèles  des 
points  (G,  Q!)  et  (B,  B')  forment  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  hori- 
zontal. En  tous  les  points  de  ces  parallèles  la  tangente  au  méridien  est  verticale,  et 
le  plan  tangent  qui  la  contient  est  également  vertical. 

189.  Si  l'on  avait  donné  la  projection  verticale  m'  d'un  point  de  la  surface,  on 
eût  trouvé  la  projection  horizontale  par  la  même  construction  faite  en  ordre  inverse. 
Ainsi  le  point  m'  aurait  été  porté  sur  la  méridienne  principale  en  n'  par  une  hori- 
zontale,  puis  projeté  en  n  sur  GB,  et  ramené  par  un  arc  de  cercle  en  regard  de  m' 
en  m  ou  m^. 

L'horizontale  du  point  m'  coupe  la  méridienne  en  un  second  point  N'  qui  fait 
trouver  deux  autres  solutions  M  et  Mo- 

On  reconnaît  facilement  que  le  point  m!  ne  serait  la  projection  d'aucun  point  de 
la  surface,  s'il  était  au-dessus  de  l'horizontale  G' G'^,  au-dessous  deE'E'^,  adroite 
de  l'arc  G'B'E'  de  la  méridienne,  ou  à  gauche  de  l'arc  G'^B'^E'^  de  la  méridienne 
inverse.  On  obtient  ainsi  le  concours  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  vertical. 

Si  le  point  m'  se  trouvait  dans  l'intérieur  de  l'une  des  deux  méridiennes  G'E' 
et  G\  E'i ,  on  n'aurait  que  deux  solutions.  Les  arcs  G'GE'  et  G\  C'^  E'j  ont  le  caractère 
de  contour  apparent  pour  la  partie  intérieure  de  la  surface;  ils  formeraient  réelle- 
ment le  contour  apparent  d'un  corps  qui  serait  engendré  parla  révolution  de  l'aire 
G'CE'rf'a^  En  tous  les  points  de  la  méridienne  principale,  la  tangente  du  parallèle 
est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  le  plan  tangent  qui  la  contient  est  également 
perpendiculaire  a  ce  plan, 

I  „  .1  o 
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190.  Proposons-nous  maintenant  de  construire  le  plan  tangent  au  point  [m,  m!) 
de  la  surface  [fig*  i  lo). 

Pour  avoir  au  point  donné  la  tangente  de  la  méridienne,  nous  amenons  cette 
courbe  dans  le  plan  méridien  principal  par  une  rotation  autour  de  Taxe;  le  point 
[m,  m!)  se  place  en  {n,  n')  ;  nous  pouvons  tracer  la  tangente  n'Y^  et  déterminer 
le  point  F  où  elle  perce  le  plan  horizontal.  Si  la  méridienne  est  ramenée  dans  sa 
première  position,  le  point  F  décrit  un  arc  de  cercle  autour  du  point  0  et  s'arrête 
en/,  la  tangente  se  meut  sur  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  au  point 
K  de  Taxe,  et  ses  projections  définitives  sont  mof,  ml'^f  \  ses  traces/ et  H'  appar- 
tiennent aux  traces  du  plan  tangent. 

Ce  plan  contient  encore  la  tangente  du  parallèle,  qui  est  horizontale  et  perpen- 
diculaire \mf,  sa  trace  horizontale /L  est  donc  aussi  perpendiculaire  à///;  sa  trace 
verticale  est  déterminée  par  les  points  H'  et  L, 

Pour  démontrer  la  perpendicularité  de  /L  sur/m,  on  peut  dire  que  0/  est  la  pro- 
jection de  la  normale  a  la  surface,  ou  encore  que  le  plan  horizontal  et  le  plan  tan- 
gent étant  l'un  et  l'autre  perpendiculaires  au  plan  méridien  Om,  leur  intersection, 
qui  est  la  trace/L,  est  perpendiculaire  au  plan  méridien,  et  par  suite  à  sa  trace. 

En  menant  la  droite  /z'R  perpendiculaire  à  rilY,  nous  déterminerons  sur  l'axe  le 
point  R,  sommet  du  cône  formé  par  les  normales  à  la  surface  le  long  du  parallèle 
[mn,  m! 11!).  La  droite  Rm'  est  donc  la  projection  verticale  de  la  normale  au  point 
(m,  m'),  et  elle  doit  par  suite  rencontrer  à  angle  droit  la  trace  H'L  du  plan 
tangent. 

191.  En  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  pour  le  cône  à  l'article  181,  on 
reconnaît  qu'une  surface  de  révolution  n'a  pas  de  plan  tangent  aux  points  où  la 
méridienne  rencontrerait  l'axe  obliquement,  mais  en  ces  points-là  seulement. 

Au  point  (m,  m!)  [fig.  i  lo)  les  tangentes  au  méridien  et  au  parallèle  sont  de  côtés 
différents  de  la  surface  ;  le  plan  qui  contient  toutes  les  tangentes  coupe  donc  la  sur- 
face. Nous  rencontrerons  d'autres  exemples  de  cette  disposition,  qui  conduit  à  une 
question  intéressante  que  nous  étudierons  dans  le  second  volume. 

Le  plan  tangent  au  point  (M,  m')  n'aurait  que  ce  point  de  commun  avec  la 
surface. 

Sections  planes,  — -  (  PL  XXIX,  fig.  1 1 2 .  ) 

192.  La  méridienne  est  (ED,  WD'),  l'axe  (0,  O'^Z);  Ra  et  a'W  sont  les  traces 
du  plan  sécant  sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  méridien  principal  aT.  Ce  plan 
est  notre  plan  vertical  ;  mais,  pour  empêcher  les  deux  projections  de  se  superposer, 
nous  l'éloignons  de  la  longueur  aa'  avant  de  le  rabattre. 

Nous  coupons  le  plan  et  la  surface  par  une  série  de  plans  horizontaux  convena-- 
blement  espacés.  Les  sections  du  plan  donné  sont  des  droites  parallèles  a  aR,  dont 
on  obtient  les  projections  horizontales  en  ramenant  en  |3,  7,  ...  les  points  |3',  /, ...  où 
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la  trace  a' H' rencontre  les  horizontales  jS'B'\  y'C\.,.,  traces  verticales  des  plans  auxi- 
liaires. Les  sections  de  la  surface  sont  des  parallèles  qui  se  projettent  horizontale- 
ment en  vraie  grandeur.  Les  rencontres  respectives  des  droites  et  des  cercles 
donnent,  sur  le  plan  horizontal,  les  points  i ,  2,  3,  ...  qu'on  relève  sur  les  projections 
verticales  des  parallèles  en  1',  2',  3',  .... 

195.  On  reconnaît  par  la  construction  même  que  Tintersection  du  plan  donné 
avec  le  plan  méridien  qui  lui  est  perpendiculaire  est  un  axe  delà  courbe.  La  pro- 
jection horizontale  OR  de  cette  droite  est  également  un  axe  de  la  projection  de  la 
courbe.  Sur  le  plan  vertical  la  droite  O'R'  rencontrant  obliquement  les  cordes 
horizontales  qu'elle  partage  en  parties  égales,  est  simplement  un  diamètre  de  la 
projection. 

Pour  avoir  les  points  où  le  plan  vertical  OR  rencontre  l'intersection,  nous  le  fai- 
sons tourner  autour  de  l'axe,  de  manière  a  le  rabattre  sur  le  plan  méridien  prin- 
cipal. La  droite  (OR,  O'R')  devient  (OR,,  O'R'J  et  coupe  la  méridienne  D'^E'^  aux 
points  (m^,  m'^  )' et  (n^,  n^)  qu'on  ramène  en  (m,  m')  et  {n,  n').  A  ces  points,  la 
tangente  est  horizontale,  et  par  suite  ses  projections  sont  respectivement  parallèles 
à  Ra  et  à  la  ligne  de  terre. 

La  tangente  est  également  horizontale  aux  points  (6,  6')  et  (i3,  i3')  qui  sont  situés 
sur  le  parallèle  supérieur,  et  qui,  par  conséquent,  sont  les  plus  élevés  de  la  courbe. 

194.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (5,  5')  de  l'intersection,  est  contenue 
dans  le  plan  tangent  et  dans  le  plan  sécant.  Si  nous  ramenons  le  point  considéré 
dans  le  plan  méridien  principal  par  une  rotation  autour  de  l'axe,  il  se  placera  en 
(B,  B')  et  nous  pourrons  tracer  la  tangente  B'T' a  la  méridienne.  Elle  perce  en  (T,  T') 
le  plan  horizontal  17'.  2'  que  nous  choisissons  pour  cette  construction.  Nous  rame- 
nons le  point  T  en  T^  sur  la  droite  05,  et  la  trace  du  plan  tangent  est  la  droite 
T^Ts,  perpendiculaire  a  Çfi^.  La  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  horizontal  choisi 
est  17.2.  Le  point  de  rencontre  Ta  et  le  point  T'^  qui  lui  correspond  sur  l'hori- 
zontale 17'.  2',  font  connaître  la  tangente. 

Nous  avons  opéré  sur  un  plan  horizontal  plus  élevé  que  celui  qui  nous  a  d'abord 
servi,  pour  maintenir  les  constructions  dans  le  cadre  de  l'épure. 

Par  suite  des  symétries  que  nous  avons  établies,  les  tangentes  aux  points  (5,5') 
et  (i/|,i4')  rencontrent  la  droite  (RO,R'0')  en  un  même  point  (K,K'). 

195.  La  projection  horizontale  de  l'intersection  touche  les  parallèles  qui  for- 
ment le  contour  apparent  de  la  surface  aux  points  3  et  16  d'une  part,  9  et  10  de 
l'autre. 

La  trace  a'H'  coupe  la  méridienne  E'^D'^  aux  points  u!  et^';  la  projection  verti- 
cale de  la  courbe  passe  par  ces  points,  et  y  est  tangente  a  la  méridienne,  qui  doit 
être  considérée  comme  le  contour  apparent  de  la  surface  (art.  189).  La  projec- 
tion traverse  la  méridienne  entre  les  points  18'  et  i';  mais  cette  rencontre  ne 
correspond  pas  à  un  point  commun  dans  l'espace. 

10, 
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La  projection  verticale  de  l'intersection  paraît  se  confondre,  sur  une  petite  lon- 
gueur, avec  la  méridienne  E'D';  mais  en  réalité  elle  la  traverse  seulement,  et  ces 
courbes  ne  se  rencontrent  même  pas  dans  l'espace,  comme  on  le  voit  par  la  projec- 
tion horizontale  (i). 

196.  La  courbe  se  développe  sur  chaque  plan  de  projection,  sans  que  ses  points 
se  superposent  deux  a  deux,  et,  par  suite,  il  n'y  a  pas  d'arcs  parasites.  Les  deux 
projections  admettent  en  conséquence  des  tangentes  communes  perpendiculaires  à 
la  ligne  de  terre  ;  il  y  en  a  quatre  :  chacune  d'elles  forme  les  deux  projections  d'une 
même  tangente  de  l'intersection.  On  voit  immédiatement  la  position  approximative 
des  points  de  contact  de  ces  lignes  :  l'un  d'eux  est  entre  (4>4')  et  (5,5');  mais  on 
ne  peut  le  déterminer  d'une  manière  un  peu  précise  que  par  une  courbe  d'er- 
reur. 

Après  avoir  tracé  la  tangente  4-^2  àu  point  4?  nous  cherchons  dans  le  cercle 
dont  le  rayon  est  4-^2  'a  longueur  /^  ,c  au  sinus  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  une 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Nous  déterminons  ensuite,  dans  des  cercles 
de  même  rayon j  les  sinus  des  angles  analogues  pour  d'autres  tangentes:  on 
trouve  pour  celle  du  point  5  la  ligne  bb' . 

Ces  longueurs  sont  ensuite  portées  sur  les  traces  des  différents  plans  auxiliaires, 
à  partir  d'une  verticale  XX^  [fig.  ii3),  à  droite  ou  à  gauche  de  cette  ligne,  sui-- 
vant  que  sur  le  plan  horizontal  elles  sont  a  droite  ou  a  gauche  des  perpendi- 
culaires t^c,  T26,  .  . .  à  la  ligne  de  terre.  Quand  on  a  déterminé  un  nombre  suf- 
fisant de  points  a',  b' ,  c',  d' ,  on  les  unit  par  une  courbe,  et  le  point  é  où  elle 
coupe  la  verticale  XX,,  fait  connaître  la  hauteur  du  parallèle  qui  contient  le  point 
pour  lequel  l'angle  analogue  à  bT.^b'  est  nul.  Par  crainte  de  jeter  un  peu  de  con- 
fusion sur  l'épure,  nous  n'avons  pas  fait  les  opérations  pour  déterminer  les 
points  de  la  courbe  qui  sont  sur  ce  parallèle. 

Les  autres  points  de  l'intersection  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  terre  sont  situés  près  de  (ï7>î70'  (12,1a')  et  [v,  v'). 

Principales  propriétés  de  t  hyperboloïde  de  révolution.  [PL  XXVIII,  /ig\  1  ri .) 

197.  Nous  allons  nous  occuper  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une 
droite  autour  d'un  axe  qu'elle  ne  rencontre  pas;  nous  établirons  tout  d'abord  celles 
de  ses  propriétés  qui  nous  seront  utiles  pour  les  constructions. 

(i)  Si  la  courbe  d'intersection  coupait  deux  fois  la  méridienne  (ED,  E'D^)  près  le  point  (7,7^), 
elle  aurait  sur  le  plan  vertical,  avec  ceUe  ligne  qui  forme  contour  apparent,  deux  points  de  contact 
analogues  à  u'  et  p'.  Alors,  en  déplaçant  le  plan  sécant,  on  pourrait  réunir  ces  points,  et  les  courbes 
simplement  tangentes  dans  l'espace,  auraient  en  projection  un  contact  du  troisième  ordre. 

Rien  dans  notre  raisonnement  n'est  spécial  aux  surfaces  de  révolution  ;  ainsi  nous  voyons  que 
quand  une  courbe  tracée  sur  une  surface  est  tangente  à  son  contour  apparent,  le  contact  s'élève 
au  troisième  ordre  sur  le  plan  de  projection. 
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L'axe  est  la  verticale  (0,  O'e')  ;  ae  et  a'  e'  sont  les  projections  de  la  génératrice 
dans  sa  position  initiale,  que  nous  supposons  parallèle  au  plan  vertical. 

Un  point  quelconque  {p.p')  décrit  un  parallèle  qui  se  projette  en  vraie  gran- 
deur sur  le  plan  horizontal.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  ae  donne 
la  plus  courte  distance  de  l'axe  à  la  génératrice,  et  le  point  (e,  e')  de  cette 
droite  étant  le  plus  rapproché  de  Taxe,  décrit  le  plus  petit  parallèle  ou  cercle  de 
gorge.  Toutes  les  génératrices  sont  à  la  même  distance  de  Taxe;  par  suite,  leurs 
projections  horizontales  se  trouvent  également  éloignées  du  point  0,  et  tangentes  à 
la  projection  du  cercle  de  gorge.  Il  est  facile  de  voir  qu'aucun  point  de  la  sur- 
face ne  peut  se  projeter  dans  l'intérieur  de  ce  cercle,  qui  présente  ainsi  le  carac- 
tère géométrique  de  contour  apparent,  et  doit  être  tangent,  en  projection  hori- 
zontale, a  toutes  les  lignes  qu'il  rencontre  sur  la  surface,  à  moins  que  leur 
tangente  au  point  de  contact  ne  soit  verticale. 

Sur  la  figure,  nous  avons  limité  la  génératrice  au  plan  horizontal  de  projection 
et  au  plan  du  cercle  de  gorge;  mais  elle  doit  être  considérée  comme  indéfinie. 

198.  Prolongeons  la  droite  ae  jusqu'à  sa  seconde  rencontre  avec  la  trace  de  la 
surface  en  a^,  relevons  ce  point  en  d^  sur  la  ligne  de  terre,  et  traçons  la  droite  a,  e  : 
les  deux  lignes  (ae,  a! e)  et  (a^e,  a\e')  engendrent  la  même  surface  dans  leur 
révolution  autour  de  Taxe,  car  on  voit,  par  la  symétrie  delà  figure,  que  deux  points 
[p,  p'),  iPifPi)  situés  à  la  même  hauteur  décrivent  exactement  le  même  cercle. 

Ces  nouvelles  génératrices  rectilignes  sont,  comme  les  premières,  à  une  distance 
de  l'axe  donnée  par  la  ligne  Oe;  elles  sont  donc  aussi  tangentes  au  cercle  de  gorge^ 
sur  le  plan  horizontal,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
à  l'article  197. 

199.  Supposons  que  l'on  donne  la  projection  horizontale  m  d'un  point  situé  sur 
la  surface,  au-dessous  du  plan  du  cercle  de  gorge  :  en  traçant  la  projection  hori- 
zontale  nmiii  du  parallèle  qui  passe  par  ce  point,  nous  déterminerons  sur  les  géné- 
ratrices initiales  des  deux  systèmes  les  points  {n,  n')  et  [n^,  n^)  qui  décrivent  ce 
cercle,  et  nous  obtiendrons  sa  projection  verticale  n!  ri^y  sur  laquelle  nous  pourrons 
relever  la  projection  m'  du  point. 

Quand  le  point  [n,  n!)  vient  en  (m,  m'),  la  projection  ane  de  la  première  géné- 
ratrice, toujours  tangente  au  cercle  de  gorge,  prend  la  position  smr,  et  Ton 
obtient  la  projection  verticale  correspondante  s'm!f,  en  relevant  les  points  s  et  r, 
respectivement  sur  A'A'^  et  F' G'.  De  même,  quand  le  point  [n^,  n^)  vient  en 
(m,  m'),  la  génératrice  {a^n^e,  a\n^e')  prend  la  position  [s^mr^,  s^m'r\),  11 
passe  donc  par  le  point  (m,  m!)  deux  génératrices  faciles  à  déterminer:  elles  sont 
leurs  propres  tangentes,  et  par  suite  le  plan  tangent  de  la  surface  au  point  rn  a 
pour  traces  ss^  et  rr^  sur  le  plan  horizontal  de  projection  et  sur  celui  du  cercle  de 
gorge.  Ces  lignes  sont  perpendiculaires  à  la  trace  Om  du  plan  méridien,  comme 
nous  savons  que  cela  doit  être  (art.  190). 
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Si  le  point  de  la  surface  projeté  en  m  avait  été  au-dessus  du  plan  du  cercle 
de  gorge,  on  eût  relevé  n  sur  a ^e!  en  n'\  et  n^  sur  a' ë\  les  traces  des  généra- 
trices projetées  sur  mr  et  mr>,  eussent  été  aux  points  de  rencontre  du  cercle  AA.3 
avec  ces  droites  prolongées  au  delà  de  r  et  de  r, . 

200.  Si  le  point  de  contact  m  change  de  position  en  restant  toujours  sur  la 
génératrice  rs,  la  droite  ss^  tournera  autour  du  point  s.  Le  plan  tangent  n'est 
donc  pas  le  même  aux  divers  points  d'une  génératrice  rectiligne,  ainsi  que  cela 
a  lieu  pour  les  cônes  et  les  cylindres. 

On  remarquera  encore  que  le  plan  tangent  coupe  la  surface  suivant  les  droites  n 
et  r\s^.  Nous  avons  déjà  dit  (art.  191),  que  le  plan  qui  contient  les  tangentes  à 
toutes  les  courbes  qui  se  croisent  sur  une  surface  en  un  point,  se  présente  quelque- 
fois comme  plan  sécant^ 

201.  Si  nous  supposons  que  l'horizontale  (0^,  é')  tourne  de  180  degrés,  en 
entraînant  avec  elle  la  génératrice  (ea^,  éd^,  cette  ligne  prendra  la  position 
(sft^,  ë a'),  et  elle  sera  évidemment  parallèle  a  [ea,  é a').  Nous  voyons  donc  €|u'une 
génératrice  du  premier  système  est  toujours  parallèle  à  une  génératrice  du  second. 

Les  génératrices  parallèles  ea  et  ib^  déterminent  le  plan  tangent  à  la  surface  au 
point  infiniment  éloigné  où  elles  se  rencontrent,  comme  rs  et  r^  5,  déterminent  le 
plan  tangent  en  m.  Les  traces  de  ce  plan  tangent  à  l'infini  sont  ah^,  eOe  et  a' e'  sur 
le  plan  horizontal  de  projection,  le  plan  du  cercle  de  gorge  et  le  plan  vertical. 

202.  On  construit  la  méridienne  en  relevant  sur  le  plan  vertical  les  points  où 
les  projections  horizontales  des  différents  parallèles  rencontrent  la  droite  AOA,, 
trace  du  méridien  principal  :  ainsi  P  en  P', 

On  a 

ci 

On  déduit  de  cette  équation 


UnfdëO'=: 

e'i 

en  remarquant  que  les  longueurs /?'?  et  P'/sont  égales  au  côté  pe  et  à  l'hypoténuse 
pO  du  triangle  rectangle pOe. 

L'angle  a' ë 0'  et  le  rayon  eO  du  cercle  de  gorge  sont  constants;  les  longueurs 
ëi  et  V'i  peuvent  être  considérées  comme  les  coordonnées  du  point  quelconque  P' 
de  la  méridienne  :  on  voit  d'après  cela  que  cette  courbe  est  une  hyperbole.  Cette 
circonstance  a  fait  donner  à  la  surface  le  nom  à' hyperboloïde  de  ré(^olution  (i). 

(i)  En  géométrie  générale  on  considère  deux  hyperboloïdes  de  révolution  :  l'un  à  une  nappe  est 
celui  dont  nous  nous  occupons,  l'autre  h  deux  nappes  est  engendré  parla  révolution  d'une  hyperbole 
autour  de  son  axe  transverse.  Nous  ne  parlerons  pas  de  ce  dernier,  qui  n'est  d'aucune  utilité  dans  les 
arts  graphiques. 
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11  est  facile  de  voir  que  la  réciproque  de  la  proposition  que  nous  venons  d'éta- 
blir est  vraie,  et  que  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  hyperbole  quel- 
conque autour  de  son  axe  non  transverse  admet  deux  systèmes  de  génératrices 
rectilignes. 

203.  La  méridienne  principale  que  nous  venons  de  construire  forme  le  contour 
apparent  de  la  surface  sur  le  plan  vertical,  et  par  suite  les  projections  des  généra- 
trices lui  sont  toutes  tangentes.  Ainsi,  si  nous  déterminons  le  point  (i^^  9\)  oii 
îa  génératrice  [s^r^,  ^i^'i)  rencontre  le  plan  méridien  principal,  la  droite  s.^r\ 
devra  être  tangente  en  ce  point  à  Thyperbole.  Supposons  maintenant  que  la  ligne 
[s^r^,  s\r\)  tourne  sur  la  surface  de  manière  que  le  point  (r^,  r\)  se  rapproche  de 
(e,  é),  le  point  de  contact  ^'^  s'éloignera,  et  sera  a  l'infini  quand  la  droite  r^5|  aura 
pris  la  position  ea^.  La  droite  a\é  est  donc  une  tangente  dont  le  point  de  contact 
s'est  éloigné  à  l'infini,  c'est-à-dire  une  asymptote.  La  projection  horizontale  de 
cette  ligne  est Oa^  ;  on  voit  qu'elle  est  parallèle  aux  deux  génératrices  [ea^,  e' a .^), 
(se,  e! a ^  et  dans  le  même  plan  qu'elles. 

Parles  mêmes  raisons,  la  droite  (Oa,  é a'),  seconde  asymptote  de  l'hyperbole 
méridienne,  est  parallèle  aux  génératrices  [ea,  ëa'),  (eè,,  e!a'),  et  dans  le  plan 
qu'elles  déterminent. 

204.  Si  nous  supposons  que  Ton  fasse  tourner  d'un  même  mouvement  Fasymp- 
toteOa  et  les  génératrices  parallèles  ea  et  2&^,  ces  droites  resteront  parallèles,  et 
dans  un  même  plan  mobile  avec  elles;  pendant  que  les  deux  dernières  décriront  la 
surface,  la  première,  toujours  asymptote  de  l'hyperbole  méridienne  dans  les  diffé- 
rentes positions,  engendrera  un  cône  dont  le  sommet  sera  au  point  (0,  ë),  qui  est 
le  centre  du  cercle  de  gorge,  des  hyperboles  et  de  la  surface. 

Le  plan  (afe,,  a'e'),  tangent  au  point  infiniment  éloigné  où  les  génératrices  ea 
et  £&,  se  rencontrent,  est  évidemment  tangent  au  cône  asymptote  le  long  de  la  géné- 
ratrice parallèle  Oa. 
Nous  voyons  donc  : 

i"".  Que  tout  hyperboloïde  de  révolution  est  asymptote  d'un  cône  également  de 
révolution  ; 

2^.  Que  les  génératrices  de  ce  cône  sont  respectivement  parallèles  aux  généra- 
trices de  la  surface  dans  les  deux  systèmes; 

3^.  Que  les  plans  tangents  au  cône  asymptote  contiennent  les  génératrices  de 
l'hyperboloïde  parallèles  à  la  génératrice  de  contact  du  cône,  et  sont  tangents  au 
point  infiniment  éloigné  où  ces  droites  se  rencontrent. 

Sections  planes  de  l'hyperboloïde  de  révolution. 

P*"   Exemple.   —  Aae  vertical  ;  section  elliptique.  [Planche  XXX,) 

205.  L'axe  de  la  surface  est  la  verticale  (0,  Q"U)  [fig.  1 14)  ;  les  projections  de 
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h  génératrice  considérée  dans  sa  position  initiale,  que  nous  supposons  parallèle 
au  plan  vertical,  sont  (aL,  a'V);  enfin  les  traces  du  plan  sécant  sur  le  plan  hori- 
zontal et  sur  le  plan  méridien  principal  sont  ojR  et  a'O'. 

Des  plans  auxiliaires  horizontaux  B'  |3',  G  /, . . .  coupent  le  plan  donné  suivant  des 
droites  |38,  77,...,  et  l'hyperboloide  suivant  des  "  parallèles  2&8,  3^7,...  Les 
points  de  rencontre  des  droites  et  des  cercles  situés  dans  les  mêmes  plans  auxi- 
liaires appartiennent  à  la  courbe  ;  on  les  obtient  immédiatement  sur  le  plan  hori- 
zontal, et  on  les  relève  sur  les  lignes B'|3',  C7', ...  du  plan  vertical. 

La  tangente  en  un  point  (3,  3')  passe  par  le  point  ï,  intersection  de  la  trace  Ra 
du  plan  sécant,  avec  la  trace  a^a2  du  plan  tangent  (art.  199). 

206.  La  droite  (OR,  O'R'),  intersection  du  plan  sécant  par  le  plan  méridien  qui 
lui  est  perpendiculaire,  est  un  axe  de  la  courbe  dans  Fespace;  OR  est  égale- 
ment un  axe  de  la  projection  horizontale;  O'R' est  le  diamètre  de  la  projection 
verticale  conjugué  avec  les  cordes  horizontales  (art.  193). 

Les  points  (i ,  i')  et  (5,  5'),  où  l'axe  (OR,  O'R')  rencontre  la  surface,  sont  deux 
sommets  de  l'intersection  :  nous  allons  nous  proposer  de  les  déterminer. 

207.  Si  nous  supposons  que  la  droite  (OR,  O'R')  tourne  autour  de  l'axe,  elle 
engendrera  un  cône  droit  qui  aura  pour  trace  le  cercle  RQP,  et  dont  nous  pour- 
rons obtenir  l'intersection  avec  la  droite  (aL,  a'L'),  Pour  cela,  menons  par  le 
point  (0,  0')  une  parallèle  à  cette  ligne,  et  déterminons  sa  trace  horizontale  g- : 
le  plan  passant  par  le  sommet  du  cône  et  par  la  génératrice  donnée  (aL,  a'L') 
aura  pour  trace  horizontale  ag\  et  coupera  le  cône  suivant  deux  droites  OP  et  OQ. 
La  première  rencontre  la  génératrice  aL  au  point />,  et  si  nous  la  faisons  tourner 
autour  de  l'axe  jusqu'à  ce  qu'elle  prenne  la  position  OR,  le  point  d'intersection  p 
décrira  un  parallèle  commun  aux  deux  surfaces,  et  se  placera,  en  projection  hori- 
zontale, au  point  1,  que  nous  relevons  en  i'. 

L'autre  droite  OQ  coupe  la  génératrice  aL  de  l'hyperboloide,  au  delà  du  sommet 
du  cône,  en  un  point  q,  que  l'on  ramène  en  (5,  5'). 

11  importe  de  bien  saisir  l'esprit  de  l'artifice  que  nous  venons  d'employer.  Nous 
devrions  faire  tourner  la  génératrice  (aL,  a'L')  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontrât  la 
droite  (OR,  O'R');  mais  nous  préférons  faire  mouvoir  la  seconde,  qui  décrit  un 
cône.  Les  points  d'intersection  sont  ainsi  déterminés  facilement,  mais  hors  de  leur 
position,  et  il  faut  les  ramener  sur  la  droite  (OR,  O'R'). 

208.  En  construisant  notre  épure,  nous  avons  déterminé  tout  d'abord  les  points 
(i ,  i')  et  (5,  5^)  ;  puis  nous  avons  choisi  des  plans  horizontaux  auxiliaires  disposés 
de  manière  à  partager  en  parties  égales  la  différence  de  hauteur  des  points  i'  et  5'. 
Le  plan  passant  par  le  milieu  (1,  F  )  de  l'axe  (i  .  5,  1  '.  5')  fait  connaître  les  sommets 
(3,  3')  et  (7,  7')  du  second  axe.  Nous  savons  que  la  courbe  est  une  section  conique; 
elle  a  quatre  sommets  :  c'est  donc  une  ellipse.  Nous  avons  les  deux  axes  i .  5  et  3  .7 
delà  projection  horizontale,  et  deux  diamètres  conjugués  i'.5'  et  3'. 7^  de  la  pro~ 
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jection  verticale.  La  tangente  (T3,  T'3')  obtenue  directement  doit  être  parallèle 
à  (OR,  O'R^. 

209.  Pour  représenter  sur  le  plan  vertical  l'hyperboloïde  tronqué,  nous  avons 
déterminé  les  arcs  d'hyperbole  qui  forment  le  contour  apparent  du  corps;  ils  se 
terminent  en  des  points  u'  et  s^'  de  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  méridien 
principal.  L'ellipse  d'intersection  passe  par  ces  points,  et  y  est  nécessairement 
tangente,  en  projection,  au  contour  apparent. 

Si  l'on  voulait  obtenir  d'une  manière  précise  les  points  u'  et  v' ,  on  opérerait 
comme  nous  l'avons  fait  pour  les  points  \'  et  5\  en  considérant  un  cône  auxi- 
liaire engendré  par  la  révolution  de  la  droite  (Oa,  0' a')  autour  de  l'axe»  La 
construction  est  faite  pour  le  point  s>\ 

La  génératrice  (aL,  a'U)  a  été  tracée,  comme  une  ligne  existant  réellement, 
jusqu'au  point  (A,  h')  où  elle  rencontre  le  plan  sécant, 

210.  Discussion  de  la  forme  de  la  courbe  de  section. 

La  courbe  est  toujours  une  section  conique  (i);  il  est  intéressant  de  savoir 
comment  on  peut  promptement  reconnaître  son  espèce,  d'après  la  manière  dont 
les  constructions  se  disposent. 

La  droite  ag^  trace  horizontale  du  plan  qui  passe  par  la  génératrice  donnée 
et  par  le  point  (0,  0')  où  l'axe  perce  le  plan  sécant,  peut  couper  le  cercle  PQ, 
trace  du  cône  auxiliaire,  le  toucher  ou  ne  pas  le  rencontrer  :  de  là  trois  cas  à 
examiner. 

i^.   La  droite  a  g  coupe  le  cercle  PQ, 

Si,  comme  cela  a  lieu  sur  X^i  figure  i\[\,  la  droite  ah  rencontre  les  génératrices 
OP  et  OQ  du  cône  auxiliaire,  l'une  OP  en  un  point  p  placé  du  côté  du  sommet  0 
où  est  sa  trace  P,  l'autre  OQ  en  un  point  q  situé  sur  son  prolongement  au  delà  de  0, 
les  points  i  et  5  se  trouveront  de  part  et  d'autre  de  l'axe,  et  la  courbe  sera  une 
ellipse  (2). 


(î)  IMous  admeUons  les  principales  propriétés  des  surfaces  du  second  degré,  et  du  moment  qu'il  est 
prouvé  que  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  tourne  autour  d'un  axe  qu'elle  ne  rencontre 
pas  est  un  hyperboloïde,  nous  en  concluons  que  ses  sections  planes  sont  des  sections  coniques^ 
mais  il  serait  très-facile  de  le  prouver. 

Un  point  tel  que  8  est  donné  par  l'intersection  d'une  droite  2.8  avec  un  cercle.  La  distance  à 
laquelle  la  droite  se  trouve  du  point  0  est  proportionnelle  à  l'abaissement  du  plan  auxiliaire  9/.8'  au- 
dessous  de  O';  le  carré  du  rayon  du  cercle  est  facile  à  trouver  d'après  les  constantes  du  problème,  et 
l'abaissement  du  plan  au-dessous  de  L'  (art.  202).  Ces  indications  suffisent  pour  montrer  comment 
on  peut  trouver  une  relation  entre  les  longueurs  Oe  et  ^8,  que  l'on  peut  considérer  comme  les 
coordonnées  du  point  8. 

(2)  Si  l'on  ne  saisit  pas  immédiatement  la  justesse  de  cette  conséquence,  on  pourra  supposer  le 
plan  sécant  perpendiculaire  au  plan  vertical  [fig-  1 15).  Les  points  1^  et  5'  seront  alors  les  intersec- 
tions du  contour  apparent  avec  la  trace  verticale  S'  du  plan  sécant,  et  ils  limiteront,  sur  cette  trace, 
I.  ïi 


82  LIVRE  IL    -^    CYLINOBÈS,    CONES    ET    SURFACES    DE   RÉVOLUTION. 

Si  la  génératrice  ah  est  parallèle  à  l'une  des  lignes  OP  et  OQ,  un  des  deux 
sommets  qui  sont  sur  la  ligne  OR  se  trouvera  à  Finfmi,  et  la  courbe  sera  une 
parabole. 

Enfin,  si  la  génératrice  aL  rencontre  les  droites  OP  et  OQ,  toutes  deux  en 
deçà  du  point  0,  ou  toutes  deux  prolongées  au  delà,  les  sommets  i  et  5  se  trou- 
veront d'un  même  côté  de  l'axe,  et  la  courbe  sera  une  hyperbole. 

2^,  La  droite  ag  touche  le  cercle  PQ. 

Le  plan  qui  contient  la  génératrice  aL,  et  dont  ag  est  la  trace,  touche  le  cône 
auxiliaire,  et  se  trouve,  par  rapport  à  Fhyperboloïde,  dans  une  position  identique 
à  celle  du  plan  sécant.  Celui-ci  contient  donc  une  génératrice,  et,  comme  la  sec- 
tion est  symétrique  par  rapport  à  OR,  on  voit  qu'une  seconde  droite  apparte- 
nant à  la  surface  s'y  trouve  également  contenue  :  le  plan  est  tangent  à  leur  point 
de  rencontre. 

Dans  le  cas  que  nous  examinons,  les  lignes  OP  et  OQ  sont  confondues,  et 
les  deux  sommets  sont  réunis  en  un  point  où  se  croisent  les  deux  droites  qui 
forment  la  section.  Ce  point  disparaîtrait  à  l'infini,  et  les  droites  seraient  paral- 
lèles, si  la  ligne  sur  laquelle  OP  et  OQ  se  réunissent  était  parallèle  à  la  généra- 
trice ah, 

3^.  La  droite  a  g  ne  rencontre  pas  le  cercle  PQ. 

Dans  ce  cas,  la  ligne  OR  est  un  axe  sans  sommets,  un  axe  non  transverse,  et 
par  suite  la  courbe  est  une  hyperbole.  Nous  allons  examiner  ce  cas,  qui  nous  don- 
nera une  occasion  d'étudier  directement  la  question  des  branches  infinies  et  des 
asymptotes. 

JP   Exemple.  —  Axe  vertical;  section  hrperholiciue,  (^Planche  XX Xt.) 

211.  L'axe  de  la  surface  est  la  verticale  (0,  O'O";  la  génératrice  considérée 
dans  sa  position  initiale  parallèle  au  plan  vertical  est  (a/,  df  )  ;  enfin  les  traces  du 
plan  sécant  sur  le  plan  horizontal  et  sur  le  plan  méridien  principal  sont  Ra  et  OV/. 

Nous  déterminons  comme  précédemment  l'axe  (OR,  O'R')  de  la  courbe,  et  nous 
cherchons  les  points  où  il  coupe  la  surface  (art.  207).  Nous  trouvons  que  le  cercle 
décrit  du  point  0  comme  centre,  avec  OR  par  rayon,  trace  du  cône  auxiliaire,  ne 
rencontre  pas  la  droite  ag,  trace  du  plan  qui  passe  par  le  sommet  du  cône  et  qui 
contient  la  génératrice  [af,  a'f).  Nous  en  concluons  que  l'axe  (OR,  O^W)  est  non 
transverse,  et  que  l'intersection  est  une  hyperbole  (art.  210). 

212.  La  considération  du  cône  asymptote  va  nous  conduire  à  la  même  consé- 


la  projection  de  la  courbe.  Quand  ils  seront  de  côtés  différents  de  l'axe,  comme  cela  a  lieu  sur  la 
trace  S',  l'intersection  se  projettera  sur  la  longueur  I^5^  et  sera  nécessairement  une  ellipse.  S'ils 
se  trouvent  d'un  même  côté  de  l'axe,  comme  sur  la  trace  S'',  le  segment  I'^5'^  étant  en  dehors  do 
contour  apparent  sera  parasite,  et  ses  prolongements  à  l'infini  formeront  la  projection  de  la  courbe, 
qui  sera  évidemment  une  hyperbole. 
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qiience,  et  aura  d'ailleurs  Tavantage  de  nous  faire  trouver  les  asymptotes  de  la 
courbe. 

Pour  que  l'intersection  ait  un  point  à  l'infini^  il  faut  que  le  plan  sécant  soit 
parallèle  à  la  génératrice  (aa^,  a'aj  dans  l'une  de  ses  positions,  et  par  suite  aune 
génératrice  du  cône  asymptote  (art.  204). 

La  trace  a^rd'un  plan  parallèle  au  plan  sécant  et  passant  par  le  sommet  (0,/') 
de  ce  cône,  coupe  sa  trace  a^rmen  deux  points  met  r;  les  génératrices  Or  et  Om 
sont  donc  parallèles  au  plan  sécant,  et,  par  suite,  rintersection  a  deux  points  à 
l'infini.  Si  la  droite  a^r  avait  été  tangente  a  la  trace  du  cône  asymptote,  la  courbe 
aurait  eu  un  seul  point  à  l'infini  ;  elle  n'en  aurait  pas  eu  si  la  droite  n'avait  pas  ren- 
contré le  cercle. 

Il  est  facile  de  déterminer  la  position  r^^,  de  la  génératrice  aa^,  quand  elle  est 
devenue  parallèle  à  Or.  Le  plan  tangent  à  Fhyperboloïde  au  point  de  cette  droite 
situé  à  l'infini  contient  la  génératrice  s^r^,  qui,  dans  l'autre  système,  est  parallèle 
à  Or,  et  a  pour  trace  la  droite  r^^\  (art.  201).  L'asymptote,  étant  dans  ce  plan 
et  dans  le  plan  sécant,  passe  par  le  point  r^  où  les  traces  se  coupent  :  c'est  la  droite 
(^3^31  ^'s-^'a)  parallèle  à  {r^s^,  r^s\). 

On  trouve  de  la  même  manière  une  autre  asymptote  {n^  mg,  n'r^Tn^)  parallèle 
à  la  génératrice  du  cône  projetée  sur  Om.  Ces  deux  asymptotes  se  coupent  en  un 
point  (I,  F)  de  l'axe  (OR,  O^R'). 

On  détermine  la  courbe  par  points,  comme  précédemment;  elle  doit  être  tan- 
gente au  cercle  de  gorge  en  projection  horizontale,  et  à  l'hyperbole  méridienne  en 
projection  verticale.  Si  l'on  veut  avoir  l'axe  transverse,  il  faut  faire  passer  un  plan 
horizontal  par  le  centre  (I,  L). 


CHAPITRE  "VL 

INTERSECTIONS   DE    SURFACES    GOURRES. 


Courbes  gauches. 

213.  La  tangente  d'une  courbe  gauche  en  un  point  est,  ainsi  que  la  tangente 
d'une  courbe  plane,  la  limite  des  positions  d'une  sécante  qui  passe  par  ce  point,  et 
dont  un  second  point  d'intersection  avec  la  courbe  se  rapproche  indéfiniment  du 
premier. 

Nous  avons  démontré  (art.  108)  que  les  courbes  planes  que  l'on  peut  tracer 
sur  une  surface  par  un  même  point,  ont  leurs  tangentes,  en  ce  point,  dans  un 
plan.  Pour  étendre  la  démonstration  au  cas  des  courbes  gauches,  il  suffit  de  suppo- 
ser que  la  ligne  A  [Jig.  77)  appartienne  a  un  système  de  génératrices  tel  que  deux 
de  ces  lignes,  dans  des  positions  consécutives,  ne  se  coupent  pas, 

1 1 . 
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Le  théorème  relatif  a  la  projection  des  tangentes  (art.  116)  peut  ensuite  être 
étendu  sans  difficulté  aux  courbes  gauches. 

214.  Considérons  une  droite  TT'  tangente  d'une  courbe  gauche  A  en  un  point  M 
[fig.  f  i7)j  et  faisons  passer  un  plan  Q  par  cette  droite  et  par  un  autre  point  N  de 
îa  courbe  :  si  le  point  N  se  meut  de  manière  à  occuper  sur  la  ligne  A  différentes  posi- 
tions N'j  M,  N"...,  le  plan  Q  tournera  autour  de  la  tangente;  il  sera  osculateur  de  la 
courbe  en  M,  lorsque  le  point  de  section  N  s'y  trouvera  réuni  au  point  de  contact. 

En  général,  une  courbe  ne  traverse  pas  èa  tangente,  et,  par  suite,  dans  la  partie 
voisine  du  point  de  contact,  elle  est  entièrement  d'un  même  côté  de  tout  plan  Q 
qui  contient  cette  droite.  Le  plan  serait  cependant  traversé  si  le  point  N  où  il 
coupe  la  courbe  était  réuni  au  point  de  tangence  M,  c'est-à-dire  s'il  était  oscu- 
lateur. 

Il  peut  arriver  qu'un  plan  osculateur  ne  traverse  pas  la  courbe.  Supposons  que 
le  plan  Q,  mené  par  la  tangente  Tï'  et  par  un  point  N  de  la  courbe,  la  coupe  en  un 
autre  point  P(y?^.  1 18),  et  que  les  deux  points  de  section  se  réunissent  au  point  M 
pour  une  certaine  position  du  plan  :  toute  la  partie  de  la  courbe  située  entre  N  et 
et  P  aura  disparu,  et  il  ne  restera  que  les  parties  qui  sont  au  delà  de  ces  points 
d'un  même  côté  du  plan.  Si  le  plan  Q  continuait  à  tourner,  il  n'aurait  plus  que  le 
point  M  de  commun  avec  la  ligne  courbe  AA.  Le  contact  de  cette  ligne  avec  son 
plan  osculateur  en  M  est  plus  intime  que  dans  le  cas  général  examiné  précédem- 
ment, car  deux  points  de  section  se  sont  réunis  au  point  de  tangence. 

Cette  circonstance  se  présente  notamment  quand  une  courbe  tracée  sur  un 
cylindre  ou  sur  un  cône  est  tangente  a  une  génératrice  TT'.  Tous  les  points  tels  que 
N  et  P  se  trouvent  alors  deux  a  deux  sur  des  génératrices. 

215.  Supposons  qu'un  cercle  soit  déterminé  dans  le  plan  Q  par  les  conditions 
de  toucher  la  droite  IT  au  point  M,  et  de  passer  par  le  point  'N{Jig,  117).  Quand  le 
plan  tourne,  le  cercle  se  modifie,  et  lorsque  le  point  N  est  réuni  au  point  M,  son 
contact  avec  la  courbe  s'est  élevé  d'un  degré  ;  il  est  alors  osculateur.  Le. plan  qui  le 
contient  est  devenu  osculateur  en  même  temps. 

Le  cercle  que  nous  considérons  sur  le  plan  mobile  Q  est  tangent  en  M  a  la  pro- 
jection de  la  courbe  sur  ce  plan,  et  rencontre  la  même  projection  en  N.  On  voit 
d'après  cela  que  le  cercle  osculateur  de  la  courbe  est  également  osculateur  de  sa 
projection  sur  le  plan  osculateur. 

Une  courbe  gauche  a  une  inflexion  ou  un  rebroussement  en  un  point  quand  sa 
projection  sur  son  plan  osculateur  en  ce  point  a  elle-même  une  inflexion  ou  un 
rebroussement. 

216.  Si  la  directrice  d'un  cône  est  une  courbe  gauche,  et  quen  un  point  M  de  cette 
ligne  la  génératrice  G  lui  soit  tangente  [fig'^^i  19),  le  plan  osculateur  de  la  courbe  en  ce 
point  sera  tangent  au  cône. 

Pour  prouver  ce  théorème,  considérons  le  plan  qui  passe  par  G  et  par  une  autre 
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génératrice  G',  et  supposons  qu'on  le  fasse  tourner  autour  de  G,  de  manière  que 
G'  se  rapproche  de  cette  droite;  le  point  N  s'avancera  en  même  temps  vers  M,  et  le 
plan  deviendra  au  même  moment  osculateur  à  la  courbe  et  tangent  au  cône. 
La  même  propriété  existe  évidemment  pour  le  cylindre. 

217.  Supposons  maintenant  que  l'on  rapporte  une  courbe  gauche  à  deux  plans 
coordonnés,  dont  un,  le  plan  horizontal,  luisoitosculateur  enunpoint  M  [fig.  120), 
et  considérons  deux  points  A  etB  situés  sur  la  courbe  près  de  M  et  de  côtés  diffé- 
rents :  ces  points  sont  l'un  au-dessus  et  l'autre  au-dessous  du  plan  horizontal 
(art.  214);  leurs  projections  verticales  A'  et  B'  sont  l'une  à  gauche  et  l'autre  à 
droite  de  la  verticale  du  point  M/;  enfin  la  projection  A'M'B'  doit  être  tangente  à 
la  ligne  de  terre  XY  qui  est  la  projection  de  la  tangente  TM.  Ces  diverses  conditions 
exigent  que  la  ligne  A'M'B'  ait  une  inflexion  en  M'. 

Sur  un  plan  vertical  perpendiculaire  à  la  tangente  TM,  les  projections  A''  et  B' 
sont  d'un  même  côté  de  la  verticale  du  point  M''.  Les  autres  circonstances  étant 
d'ailleurs  les  mêmes  que  précédemment,  la  courbe  A''M"B''  a  nécessairement  un 
rebroussement  de  première  espèce,  dont  la  tangente  est  Xi  Y^. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  ligne  de  terre  n'étant  plus  la  projection  de  la  tangente 
î]\r,  on  pourrait  douter  qu'elle  dût  être  tangente  à  la  projection  A''B'';  mais  il  faut 
remarquer  que  la  droite  TM  est  une  génératrice  du  cylindre  projetant,  et  qu'en 
vertu  du  théorème  démontré  à  l'article  216,  le  plan  horizontal  qui  est  osculateur 
de  la  courbe  doit  être  tangent  à  ce  cylindre. 

En  résumé,  la  projection  d'une  courbe  gauche  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'un 
de  ses  plans  osculateurs  présente  une  inflexion  au  point  correspondant.  Si  le  plan 
de^^ient  perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  courbe,  l inflexion  se  change  en  un  rebrous- 
sement de  première  espèce,  La  tangente  à  l'inflexion  ou  au  rebroussement  est  la  trace 
du  plan  osculateur  sur  le  plan  de  projection. 

Le  cylindre  projetant  a  un  rebroussement  le  long  de  la  tangente  TMM";  par 
conséquent  :  lorsque  la  directrice  d'un  cylindre  (ou  d'un  cône)  est  tangente  à  lune 
des  génératrices^  la  surface  présente  un  rebroussement  le  long  de  cette  droite, 

218.  Quand  on  projette  une  courbe  gauche  sur  un  plan  perpendiculaire  à  une 
droite  qui  la  rencontre  en  deux  points,  on  obtient  une  ligne  ayant  un  point  double^ 
telle  que  celle  qui  est  représentée  sur  la  figure  6g.  Si  Ton  suppose  que  la  sécante 
se  meuve  de  manière  que  la  corde  interceptée  par  la  courbe  soit  de  plus  en  plus 
petite,  la  feuille  formée  parla  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  sera  de  plus  en 
plus  resserrée,  et  enfin,  quand  la  sécante  sera  devenue  tangente,  la  feuille  se  trou- 
vera réduite  à  un  point,  et  la  projection  aura  un  rebroussement,  comme  nous  l'a- 
vons reconnu  par  d'autres  considérations. 

11  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que,  quand  un  cône  a  un  rebroussement  le  long 
d'une  génératrice,  une  courbe  tracée  sur  la  surface  ne  peut  traverser  cette  droite, 
sans  avoir  de  rebroussement,  qu'en  lui  étant  tangente. 
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219.  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  a  Farticle  217  sont  soumis  a  cer- 
taines restrictions  :  si  la  courbe  gauche  n'était  pas  traversée  par  son  plan  oscuia- 
teur  au  point  considéré  M  {/ig,  121),  la  projection  A'B'  serait  entièrement  d'un 
même  côté  de  la  tangente  XY,  et  le  rebroussement  sur  un  plan  perpendiculaire  a 
la  tangente  TM''  serait  de  seconde  espèce. 

Nous  avons  vu  (art.  214)  qu'une  courbe  était  d'un  même  côté  de  son  plan  oscu- 
lateur,  quand,  par  suite  de  sa  forme  particulière,  deux  points  de  rencontre  N  et  P 
(y^g-.  1 18)  se  réunissaient  au  point  de  contact  M,  de  sorte  qu'elle  avait  en  commun 
avec  le  plan  quatre  points  réunis  en  un  seul.  Dans  ce  cas,  la  projection  A'B' 
l/ig\  121)  sur  un  plan  perpendiculaire  au  plan  osculateur  doit  avoir  sur  la  tan- 
gente XY  quatre  points  réunis  en  un  seul  M'  :  le  contact  est  donc  plus  intime 
d'un  degré  que  dans  le  cas  d'une  inflexion,  et  le  rayon  de  courbure  est  également 
infini,  c'est-à-dire  qu'un  cercle  tangent  à  XY  en  M'  ne  pourrait,  quelque  grand 
que  fut  son  rayon,  se  trouver  entre  la  courbe  A'B'  et  la  tangente,  dans  la  partie 
voisine  du  point  W, 

220.  Les  deux  bras  WA''  et  WW  {/ig.  121)  du  rebroussement  de  seconde 
espèce  se  superposent  quelquefois;  alors  la  projection  s'arrête  brusquement  en  M'', 
mais  une  partie  parasite  la  continue  si  la  courbe  est  géométrique. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  cherche  l'intersection  du  cylindre  vertical  dont 
la  trace  horizontale  est  B  [Jig,  122),  avec  le  cylindre  dont  la  trace  est  A  sur  le  plan 
vertical,  et  qui  est  perpendiculaire  à  ce  plan.  On  trouve  une  courbe  fermée  qui  se 
projette  sur  les  arcs  nmn^  et  m'n'm^.  Chaque  point  tel  que  e  est  la  projection  de 
deux  points  de  la  courbe,  et  chacune  des  extrémités  n,  7^^,  m'  et  rrî^  correspond  à 
on  seul  point,  où  la  tangente  de  l'intersection  est  perpendiculaire  au  plan  de  pro- 
jection. On  voit  que  des  parties  parasites  nin^,  m'jm^  prolongent  géométrique- 
ment les  arcs  utiles. 

221 .  Si  l'on  projette  une  courbe  ayant  une  branche  infinie  sur  un  plan  P  perpen- 
diculaire à  son  asymptote  MM,  [fig,  i23),  la  trace  m  de  cette  droite  sera  la  projec- 
tion du  point  de  la  courbe  situé  à  l'infini. 

Considérons  un  plan  Q  passant  par  l'asymptote,  et  faisons-le  tourner  autour  de 
cette  ligne  ;  lorsque  le  point  N  où  il  coupe  la  courbe  aura  disparu  à  l'infini,  le  plan 
sera  osculateur  à  l'infini,  et  sa  trace  TT'  sera  tangente  à  la  projection  AB  de  la 
courbe. 

Si  le  plan  Q  continue  à  tourner,  le  point  de  section  N  reparaîtra  sur  l'autre  bras 
de  la  courbe  en  revenant  de  l'infini;  on  voit  que  la  projection  AB  ne  présente  pas 
de  rebroussement.  Pour  qu'il  y  en  eût  un,  il  faudrait  que  les  deux  bras  fussent  d'un 
même  côté  de  J'asymptote,  c'est-à-dire  qu'il  y  eût  inflexion  à  l'infini  (art.  185). 
Alors,  si  les  deux  parties  qui  forment  le  rebroussement  se  superposaient,  le  pied  de 
Fasymptote  serait  un  point  d'arrêt  de  l'arc  utile  de  la  projection,  et  une  partie  para- 
site la  prolongerait. 
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222.  La  projection  d'une  asymptote,  lorsqu'elle  n'est  pas  réduite  à  un  point,  est 
asymptote  de  la  projection  de  la  courbe. 

Si  la  projection  d'une  courbe  a  une  asymptote  rectiligne,  le  cylindre  projetant 
aura  un  plan  asymptote,  mais  l'asymptote  de  la  courbe  peut  être  tout  entière  à  Fin- 
fini  dans  ce  plan;  il  peut  aussi  arriver  que  la  branche  infinie  de  la  projection  soit 
parasite  au  delà  d'un  certain  point.  On  voit  qu'une  courbe  sans  asymptote,  et  même 
une  courbe  fermée,  peuvent  avoir  pour  projection  sur  un  plan  une  courbe  avec 
asymptote. 

Les  notions  que  nous  venons  de  donner  sur  la  projection  des  courbes  gauches 
sont  très-importantes.  Si  on  ne  les  possède  pas  bien,  on  sera  souvent  embar- 
rassé, dans  le  tracé  des  épures,  pour  se  rendre  compte  des  formes  des  courbes  pro- 
jetées. 

Intersections  de  cônes  et  de  cylindres. 

225.  Pour  construire  l'intersection  de  deux  cônes,  d'un  cône  et  d'un  cylindre, 
ou  de  deux  cylindres,  on  emploie  une  série  de  plans  auxiliaires  disposés  de  manière 
à  couper  les  surfaces  suivant  des  génératrices.  Ces  droites  donnent  par  leurs  ren- 
contres des  points  de  la  courbe  de  section.  Nous  examinerons  successivement  dif- 
férents cas,  de  manière  a  donner  la  solution  de  toutes  les  difficultés. 

P^  Exemple.  —   Intersection  cVun  cylindre  et  d'un  cône.  — •  Pénétration.  —  Courbes  fermées , 

[Planche  XXXIIl.) 

224.  Un  cône  a  son  sommet  au  point  (S,  S')  [fig^  1^4)  ^  sa  base  bpqc . . .  est 
sur  le  plan  horizontal;  on  doit  faire  dans  ce  corps  un  trou  qui  permette  d'y  passer 
le  cylindre  dont  la  trace  horizontale  est  m^  nm.  , .,  et  dont  la  direction  est  indiquée 
par  la  droite  (M^B^,  M'^B'^),  On  demande  de  tracer  les  projections  des  arêtes  for- 
mées par  l'interseciion  des  deux  surfaces. 

Par  le  sommet  (S,  S')  du  cône,  nous  faisons  passer  une  droite  (SK,  S'K')  paral- 
lèle aux  génératrices  du  cylindre,  et  nous  déterminons  sa  trace  horizontal %K.  Toute 
droite  passant  par  ce  point,  telle  que  Kc,  peut  être  considérée  comme  là  trace  d'un 
plan  qui  contient  la  droite  (SK,  S'K'),  et  qui,  par  conséquent,  est  parallèle  au 
cylindre  et  passe  par  le  sommet  du  cône.  Les  génératrices  des  deux  surfaces  qui  ont 
leur  trace  en  m,  m,  et  è,  c  sont  dans  ce  plan,  et,  par  suite,  se  rencontrent.  On 
obtient  ainsi  quatre  points  (B,  B'),  (C,  C),  (B,,  B'J  et  (G,,  CV). 

225,  Si  l'on  veut  avoir  les  points  situés  sur  une  génératrice  déterminée,  lî  faut 
opérer  sur  la  trace  du  plan  auxiliaire  qui  la  contient.  x4insi,  en  joignant  le  point  K 
au  point  /,  trace  de  l'une  des  deux  génératrices  qui  forment  le  contour  apparent  du 
cône  sur  le  plan  horizontal,  on  détermine  sur  la  trace  du  cylindre  les  points  v  et  i^\, 
qui  font  connaître  les  points  L  et  L,  où  la  projection  horizontale  de  la  courbe  touche 
la  génératrices/. 
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226,  La  tangente  en  un  point  quelconque  (B,  B')  est  l'intersection  des  plans 
tangents  aux  deux  surfaces  le  long  des  génératrices  qui  s'y  croisent;  elle  passe  donc 
par  le  point  E,  où  leurs  traces  mE  et  6E  se  coupent  :  ses  projections  sont  ainsi  EB 
et  WB\ 

On  ne  peut  pas  opérer  de  la  même  manière  pour  la  tangente  au  point  (C,  C),  parce 
que  les  droites  mE  et  cG,  traces  des  plans  tangents,  ne  se  rencontrent  pas  dans  le 
cadre  de  l'épure  ;  alors  nous  coupons  ces  deux  plans  par  un  troisième  contenant 
la  ligne  (SK,  S'K')  :  sa. trace  est  une  droite  KFG  passant  par  le  point  K,  et  d'ail- 
leurs quelconque;  ses  intersections  avec  les  plans  tangents  sont  la  droite  (FI,  FV], 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et  la  droite  (GS,  G' S')  passant  par  le  som- 
met du  cône.  Leur  point  de  rencontre  (I,  F)  appartient  a  la  tangente. 

Si  cela  avait  été  plus  commode  pour  les  tracés,  on  eût  pu  couper  les  plans  tan- 
gents par  un  plan  horizontal  ou  par  un  plan  parallèle  au  plan  auxiliaire  dont  la  trace 
est  lie.  Nous  donnerons  (art.  235  et  230)  des  exemples  de  ces  constructions. 
227.  La  droite  Kn,  tangente  à  la  trace  du  cylindre,  rencontre  la  trace  du  cône 
en  deux  points/?  et  q.  Les  génératrices  qui  percent  le  plan  horizontal  sur  V^vcpq  ne 
sont  pas  coupées  par  le  cylindre  ;  la  courbe  ne  s'étend  donc  de  chaque  côté  que  jus- 
qu'aux droites  (Sp,  S'p'),  (Sg,  S'^'),  qui  lui  sont  par  conséquent  tangentes.  Il  est 
facile  de  voir  que  les  génératrices  qui  sont  au  delà  rencontrent  deux  génératrices 
du  cylindre,  tandis  que  celles-ci  coupent  seulement  celle  qui  est  projetée  sur  tiPQ 
et  /?/FQ\ 

La  tangente  Kji^  fait  trouver  sur  le  cône  deux  autres  génératrices  limites 
(Sp,,  Syj,  (Sg,,  S'^V).  Les  traces  des  plans  auxiliaires  qui  rencontrent  les  deux 
surfaces  sont  comprises  dans  l'angle  nlin^,  La  trace  du  cylindre  est  tout  entière 
dans  cet  angle,  et  par  suite  toutes  les  génératrices  du  cylindre  rencontrent  le  cône 
en  deux  points.  L'intersection  se  compose  ainsi  de  deux  parties  situées  sur  les  sec- 
leurs  coniques  pjSp  et  q^^q\  quand  cette  disposition  se  présente,  on  dit  qu'il 
T  a  pénétration. 

Quelquefois  le  deuxième  p/a/z  limite  n'est  pas  tangent  à  la  même  surface  que  le 
premier.  Nous  examinerons  bientôt  ce  cas. 

228»  Nous  avons  représenté  sur  \^  figure  i2o  la  partie  du  cône  qui  est  retran- 
chée par  le  cylindre,  ou,  si  l'on  veut,  le  volume  qui  serait  commun  aux  deux  corps 
s'ils  étaient  l'un  et  l'autre  en  relief.  Sur  chaque  projection,  le  périmètre  se  com- 
pose de  quatre  droites  appartenant  aux  génératrices  qui  forment  le  contour  appa- 
rent des  surfaces,  et  de  quatre  arcs  de  la  courbe  d'intersection. 

îF  Exemple,  —^  Intersection  de  deux  cônes,  —  Arrachement .  —  Courbe  fermée,  [Planche  XXXIV .) 

229.  l.^  figure  126  représente  un  cône  en  relief,  dans  lequel  une  entaille  est 
faite  par  un  autre  cône. 

Les  sommets  et  les  traces  horizontales  des  cônes  étant  donnés,  on  détermine  le 
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point  K  où  la  droite  qui  passe  par  les  sommets  (S,  S')  et  T,  T')  perce  le  plan  hori- 
zontal, et  de  ce  point  on  mène  diverses  droites,  traces  de  plans  auxiliaires  qui  cou- 
pent les  surfaces  suivant  des  génératrices.  On  obtient  ainsi  autant  de  points  qu'il 
est  nécessaire  pour  tracer  les  projections  de  la  courbe.  Nous  avons  indiqué  la  con- 
struction pour  le  plan  auxiliaire  déterminé  par  la  ligne  Kc. 

230.  La  tangente  au  point  (C^,  C^)  passe  par  Tintersection  des  droites  cQ  et 
m^F,  tangentes  aux  traces  des  cônes  (art.  226).  Comme  ce  point  de  rencontre  est 
éloigné,  nous  coupons  les  plans  tangents  aux  surfaces,  le  long  des  génératrices 
qui  se  croisent  au  point  (C^,  CJ,  par  un  plan  parallèle  a  celui  qui  les  contient.  Sa 
trace  est  une  droite  FG  parallèle  à  Kc;  ses  intersections  avec  les  plans  tangents  sont 
des  lignes  (FI,  FT)  et  (GI,  G'F)  respectivement  parallèles  à  (z^^^S,  m\S'),  et  a 
(cT,  c'T^).  Leur  point  de  rencontre  (I,  F)  appartient  a  la  tangente  (i). 

231.  Du  point  K  nous  traçons  les  droites  ïid  et  Kn  qui  touchent  une  des  bases 
et  coupent  l'autre  :  ce  sont  les  traces  des  plans  auxiliaires  limites;  elles  détermi- 
nent sur  le  cône  plein  deux  génératrices  limites  (Se,  S'e'),  (Se^,  S'e\),  et  deux 
autres  (Tp,  Tp'),  (T^,  Tq')  sur  le  cône  creux.  Ces  quatre  droites  sont  tangentes 
a  la  courbe  dans  l'espace,  et  par  suite  en  projection. 

Dans  le  cas  que  nous  avons  examiné  précédemment,  les  génératrices  du  cône  qui 
rencontraient  le  cylindre  étaient  réunies  sur  deux  secteurs  séparés.  Ici  cela  n'a  pas 
lieu  :  chaque  surface  est  divisée  par  un  plan  limite  en  deux  parties,  dont  l'une  con- 
tient toutes  les  génératrictîs  qui  rencontrent  l'autre  surface.  La  courbe  se  compose 
d'une  seule  branche  :  on  dit  qu'il  y  a  arrachement. 

232.  La  projection  verticale  de  la  courbe  présente  à  sa  partie  inférieure  une 
forme  presque  anguleuse  :  il  y  aurait  rebroussement  si  les  génératrices  S'u'  et  TV 
qui  forment  contour  apparent  sur  les  deux  surfaces  étaient  dans  un  même  plan  auxi- 
liaire, c'est-à-dire  si  la  droite  déterminée  par  leurs  traces  horizontales  u  et  ç  pas- 
sait par  le  point  K,  car  les  plans  tangents  suivant  ces  génératrices  étant  perpen- 
diculaires au  plan  vertical,  la  tangente  de  l'intersection  au  point  de  l'espace  où  elles 
se  rencontreraient  serait  également  perpendiculaire  a  ce  plan  (art.  217).  On  voit 
d'ailleurs  que  la  projection  verticale  de  la  courbe  devrait,  sans  traverser  les  droites 
T'^'  et  S'u',  atteindre  le  point  où  elles  se  coupent  :  condition  qui  exige  un  re- 
broussement. Les  constructions  que  nous  avons  données  pour  les  tangentes  des 
projections  de  la  courbe  ne  peuvent  pas  être  employées  pour  ce  cas  particulier. 

(i)  Il  est  évident  que  les  triangles  FIG,  m^CiC  sont  semblables  et  semblablement  placés;  la 
ligne  Cil  passe  donc  par  le  point  de  concours  des  droites  /r/, F,  c G,  centre  commun  de  similitude. 

On  pourrait  également  établir  la  construction  exposée  à  l'article  226  par  des  considérations  de 
Géométrie  plane,  mais  il  faudrait  s'appuyer  sur  un  principe  plus  général  que  celui  des  figures  sem- 
blables. Nous  n'insistons  pas  sur  ces  considérations,  parce  qu'elles  sont  peu  dans  l'esprit  de  la  Géo- 
métrie descriptive.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  qu'elles  ne  s'appliquent  d'une  manière  directe  qu'à 
la  projection  horizontale. 

I.  12 
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233.  Nous  avons  représenté  sur  X^i  figure  1 27  le  volume  retiré  du  cône  en  relief. 
Sur  chaque  projection,  le  périmètre  se  compose  de  trois  droites  et  de  trois  arcs  de  la 
courbe  d'intersection  (i). 

HP  Exemple.  —  Intersection  de  deux  cylindres  ayant  an  plan  tancent  commun.  [Planche  XXXF,) 

234.  Notre  troisième  exemple  présente  un  cas  intermédiaire  entre  F  arrache- 
ment et  la  pénétration,  celui  où  les  deux  surfaces  ont  un  plan  tangent  commun. 

On  propose  de  représenter  un  cylindre  en  relief  ayant  uii  trou  de  forme  cylin- 
drique. On  donne  les  traces  horizontales  des  surfaces  et  la  direction  des  gêné- 
ratrices. 

Par  un  point  quelconque  [g,  g')^  nous  menons  deux  lignes  [gf,  g'f),  [gh,  g' h') 
respectivement  parallèles  aux  génératrices  des  deux  cylindres,  et  nous  détermi- 
nons leurs  traces  horizontales /et  h.  Toute  droite  parallèle  à /A,  telle  que  rmbc, 
peut  être  considérée  comme  la  trace  d'un  plan  parallèle  aux  deux  cylindres  :  les 
génératrices  du  premier,  qui  ont  leur  tracé  en  r  et  en  m,  rencontrent  donc  celles 
du  second,  qui  percent  le  plan  horizontal  en  è  et  en  c  :  on  obtient  ainsi  quatre 
points^(B,  B^),(B,,B'J,  (C,  C),  (C.,  CJ. 

235.  La  tangente  au  point  (B^,  B'J  est  déterminée  par  la  rencontre  des  tan- 
gentes des  bases  aux  points  r  et  b.  Ce  point  de  concours  étant  éloigné,  nous  pre- 
nons un  plan  horizontal  plus  élevé,  celui  dont  la  trace  verticale  est  xy.  Les  géné- 
ratrices qui  se  rencontrent  en  (:É^,  B'J  percent  ce  plan  aux  points  (r^,  r\)  et(è^,  è'J; 
les  traces  des  plans  tangents  sur  le  nouveau  plan  horizontal  sont  les  droites  [r^t.œy), 
[b^t,  xy)^  respectivement  parallèles  aux  tangentes  en  è  et  en  r.  Leur  point  de  ren- 
contre \t,  t')  appartient  à  la  tangente,  et  permet  de  la  construire. 

256.  Les  traces  des  plans  limites  sont  les  droites  nqp  et  de*,  le  premier  touche  le 
cylindre  creux,  et  coupe  celui  qui  est  plein  suivant  deux  génératrices  respective- 
ment tangentes  a  la  courbe  en  (P,P')  et  en  (Q,Q').  La  droite  de  esttangente  aux  deux 
bases,  et  par  suite  le  second  plan  limite  touche  les  deux  cylindres.  Au  lieu  de  con- 
tenir, comme  l'autre,  deux  points  d'intersection,  il  n'en  a  qu'un  seul  (D,  D')  qui 
est  un  point  double.  Les  cylindres  sont  tangents  au  point  (D,  D')  :  c'est  la  seconde 
fois  que  nous  voyons  l'intersection  de  deux  surfaces  tangentes  présenter  un  nœud 
au  point  de  contact  (art.  200). 

On  ne  peut  pas  déterminer  par  la  méthode  ordinaire  les  deux  tangentes  de  la 


(i)  La  génératrice  TB  qui  forme  le  contour  apparent  de  l'un  des  cônes  sur  le  plan  horizontal 
[fig.  11'^)  est  tangente  à  la  courbe  en  projection  aux  points  B  et  B,.  Si  l'on  tourne  le  corps  de  ma- 
nière que  les  points  de  l'intersection  situés  sur  le  contour  apparent  se  rapprochent,  il  est  évident  que, 
quand  ils  se  réuniront,  la  projection  horizontale  de  la  courbe  aura  sur  la  génératrice  quatre  points 
réunis  en  un  seul,  ou  un  contact  du  troisième  ordre  avec  le  contour  apparent. 

Nous  avons  présenté  des  considérations  analogues  à  la  note  de  l'article  19^, 
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courbe  au  point  (D,  D'),  mais  on  les  obtient  d'une  manière  suffisamment  exacte,  en 
construisant  par  points,  sur  de  petites  longueurs,  deux  arcs  de  la  ligne  qui  est  le 
lieu  des  traces  horizontales  des  tangentes  de  Fintersection. 

Il  est  facile  de  déterminer  les  traces  c  et  t  des  droites  qui  touchent  la  courbe  d'in- 
tersection aux  points  situés  dans  un  plan  auxiliaire  dont  la  trace  est  une  droite  pp^l^y 
parallèle  à  ed  et  voisine  de  cette  ligne.  Quelques  autres  points  déterminés  comme 
ceux-ci  permettent  de  tracer  l'arc  crr  sur  lequel  les  tangentes  de  l'arc  (BC^,  BX'^)  ont 
leurs  traces.  Celle  de  la  tangente  cherchée  se  trouve  aussi  sur  ed;  elle  est  donc  au 
point©. 

On  obtiendrait  la  tangente  à  l'autre  branche  du  point  double,  en  déterminant 
la  courbe  lieu  des  points  de  rencontre  des  droites  yc  et  p.i  d'une  part,  jSr  et  pG  de 
l'autre  ;  mais  comme  les  points  seraient  éloignés,  il  faudrait  élever  le  plan  hori- 
zontal comme  noua  l'avons  fait  à  l'article  235  (i). 

Nous  avons  représenté  sur  une  figure  séparée  le  volume  retiré  du  cylindre  en 
relief.  Sur  chaque  projection,  le  périmètre  se  compose  de  quatre  droites  et  de 
quatre  arcs  de  la  courbe  d'intersection» 

IV^   Exemple.  —  Intersection  de  deux  cônes.  —  Arrachement.  -. —  Deux  branches  infinies. 

[Planche  XXXFI.) 

257.  La  courbe  d'intersection  a  quelquefois  des  branches  infinies.  Nous  allons 
étudier  cette  question  dans  le  cas  de  deux  cônes;  nous  avons  ponctué  l'épure  en 
supposant  qu'ils  forment  un  seul  corps. 

La  droite  qui  passe  par  les  sommets  perce  le  plan  horizontal  en  un  point  K,  d'où 
divergent  les  traces  des  plans  auxiliaires. 

Les  points  de  la  courbe  étant  donnés  par  les  rencontres  des  génératrices  des  deux 
surfaces,  pour  que  l'un  d'eux  se  trouve  à  l'infini,  il  faut  que  deux  génératrices 
soient  parallèles.  Afin  de  reconnaître  si  cette  circonstance  se  présente,  nous  trans- 
portons l'un  des  cônes,  celui  de  droite,  parallèlement  a  lui-même,  en  faisant  glis- 
ser son  sommet  (S,  S')  sur  la  droite  (ST,  ST),  jusqu'à  ce  qu'il  se  confonde  avec  le 
sommet  (T,  T')  de  l'autre  cône.  Les  génératrices  parallèles  des  deux  surfaces  se 
superposent,  de  sorte  que  chaque  point  de  rencontre  des  traces,  après  la  transla- 
tion, indique  une  couple  de  génératrices  parallèles  dans  les  cônes  considérés. 

Une  génératrice  quelconque  (Sm..,S'mJ  est  transportée  parallèlement  à  elle- 
même  dans  le  plan  auxiliaire  qui  la  contenait;  elle  perce  successivement  le  plan 
horizontal  en  différents  points  de  la  droite  m^Mo  ^t  elle  s'arrête  a  la  position 
(TM^ ,  T' M'i  ) .  Les  rayons  vecteurs  KM^  et  K  m^  de  deux  points  homologues  des  traces 
du  cône  avant  et  après  sa  translation  sont  dans  le  rapport  constant  de  KT  à  KS.  Ces 

(i)  Nous  verrons  dans  le  tome  II  une  méthode  directe  pour  construire  les  tangentes  au  point  dou 
ble  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  qui  ont  un  plan  tangent  commun. 

I  2. 
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courbes  sont  donc  semblables  et  semblablement  placées,  ce  que  nous  pouvions  pré-» 
voir  (art.  179)  ;  le  point  K  est  le  centre  commun  de  similitude  ;  les  points  S  et  T 
sont  homologues.  On  voit,  d'après  cela,  que  la  nouvelle  courbe  MJ,  est  facile  à 
construire. 

La  trace  du  cône  transporté  rencontre  en  deux  points  I^  et  J,  la  trace  du  cône  fixe. 
Nous  menons  les  lignes  I^K  et  J,K,  et  nous  déterminons  deux  couples  de  généra- 
trices parallèles  (SI,  Sl^),  (TI,,rrj  et  (SJ,  S^T),  (TJ,,  TJ\). 

Si  Ton  fait  passer  un  plan  par  la  ligne  des  sommets,  et  qu'on  le  fasse  tourner  autour 
de  cette  droite  de  manière  que  sa  trace  approche  de  la  position  Kl,  l'occupe  et  la 
dépasse,  deux  des  génératrices  qu'il  contient  tendront  au  parallélisme,  l'atteindront, 
et  prendront  ensuite  une  convergence  en  sens  contraire  de  la  première.  Le  point 
mobile  par  lequel  on  peut  concevoir  que  la  courbe  est  décrite,  s'éloigne  donc, 
passe  à  l'infini,  et  reparaît  sur  les  nappes  opposées  des  cônes. 

La  même  circonstance  se  présente  quand  la  trace  du  plan  mobile  arrive  a  la  posi- 
tion KL  Nous  voyons  ainsi  que  la  courbe  a  deux  branches  infinies,  autant  qu'il 
y  a  de  couples  de  génératrices  parallèles. 

238.  Les  asymptotes  de  la  courbe  sont  déterminées,  comme  ses  autres  tan- 
gentes, par  l'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces.  La  trace  horizontale 
de  l'une  des  asymptotes  est  au  point  i,  où  se  rencontrent  les  tangentes  li  et  I^  i,  tra- 
ces des  plans  tangents  le  long  des  génératrices  parallèles  (SI,  SI')  et  (TI^,  ri'J;  elle 
est  d'ailleurs  parallèle  a  ces  génératrices,  parce  qu'elle  les  rejoint  à  l'infini.  On  peut 
donc  tracer  ses  projections  ii^  et  i'i".  L'autre  asymptote  {jj.i,f/)  est  obtenue  de  la 
même  manière. 

Les  cônes  étant  limités  aux  plans  horizontaux  ff  et  ^'K',  la  courbe  s'arrête  aux 
points  (X,  X'),  (p.,  ^'),  {n,  -i]')  et  (s,  s').  Nous  l'avons  tracée  sur  la  projection  hori- 
zontale un  peu  au  delà  de  ces  points,  mais  avec  une  ponctuation  différente. 

239.  Les  traces  des  plans  limites  sont  Y^np  et  KeA;  la  base  de  chaque  cône  est 
touchée  par  une  de  ces  lignes,  et  coupée  par  l'autre.  Il  y  a  donc  arrachement,  et 
l'intersection  se  compose,  non  pas  de  deux  courbes  compagnes,  mais  d'une  seule 
courbe  ayant  deux  points  à  l'infini,  ce  qui  ne  détruit  pas  la  continuité.  Si  l'on  rap- 
porte sa  projection  horizontale  à  une  origine  fixe  S,,  on  pourra  passer  d'un  point 
quelconque  à  un  autre,  en  faisant  varier  le  rayon  vecteur  et  l'azimut  d'une  manière 
continue. 

S'il  y  avait  pénétration,  l'intersection  se  composerait  de  deux  courbes  formant 
un  groupe  géométrique,  mais  entièrement  distinctes,  et  ne  se  rejoignant  pas  à  l'in- 
fini. Il  pourrait  y  avoir  des  branches  infinies  sur  l'une  de  ces  lignes  seulement  ou 
sur  les  deux. 

240.  La  trace  i  d'une  asymptote,  étant  le  point  de  rencontre  de  deux  tangentes 
aux  bases,  se  trouve  nécessairement  en  dehors  de  ces  courbes  si  ce  sont  des  cer- 
cles, des  ellipses  ou  d'autres  lignes  sans  inflexion.  Une  asymptote  est  ainsi  exté- 
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rieure  aux  cônes;  cependant  elle  peut  se  trouver  sur  Fun  d'eux  :  cela  arrive  quand 
les  génératrices  parallèles  sont  dans  un  plan  limite.  Si,  par  exemple,  les  généra- 
trices Sn  etTp  étaient  parallèles,  cette  dernière  serait  asymptote  de  l'intersection. 
On  le  reconnaît  par  la  construction  :  nous  savons  d'ailleurs  que  la  courbe  est  tou- 
chée par  les  génératrices  d'une  surface  situées  dans  les  plans  auxiliaires  tangents  à 
l'autre  surface  (art.  227).  Quand  le  point  d'intersection  d'une  de  ces  généra- 
trices est  à  l'infini,  elle  devient  asymptote. 

241.  Si  la  base  du  cône  fixe  et  celle  du  cône  transporté  se  touchaient  en  I^, 
les  plans  tangents  le  long  des  génératrices  SI  et  Tl^  seraient  parallèles,  et  l'asymp- 
tote disparaîtrait  à  l'infini.  Ainsi  tout  point  de  rencontre  des  traces  des  cônes  après 
la  translation  indique  une  branche  infinie  qui  est  hyperbolique  ou  parabolique, 
suivant  que  ces  courbes  se  coupent  ou  se  touchent.  Dans  ce  dernier  cas,  il  est 
facile  de  reconnaître  que  la  convergence  des  génératrices  dans  les  plans  auxi- 
liaires est,  en  général,  dans  le  même  sens  en  deçà  et  au  delà  de  la  position  qui 
correspond  aux  génératrices  parallèles.  Les  deux  bras  d'une  branche  parabolique 
sont  ainsi  sur  les  mêmes  nappes  des  deux  cônes  (i). 

242.  Nous  n'avons  considéré  que  le  cas  où  les  traces  horizontales  des  cônes  sont 
des  courbes  fermées.  Si  elles  ont  des  branches  infinies,  elles  pourront  se  ren- 
contrer à  l'infini  :  cela  a  lieu  notamment,  quand  elles  ont  des  asymptotes  paral- 
lèles. On  fera  alors  passer  un  plan  par  chaque  asymptote  et  par  le  sommet  du  cône 
correspondant.  Ces  plans  seront  tangents  aux  surfaces  le  long  des  génératrices  hori- 
zontales et  parallèles.  Leur  intersection  sera  asymptote  de  la  courbe  suivant  laquelle 
les  cônes  se  coupent. 

Nous  croyons  ne  pas  devoir  entrer  dans  plus  de  détails  sur  ce  cas  exceptionnel. 
On  pourra  lever  les  petites  difficultés  qu'il  présente,  en  déterminant  les  traces  des 
cônes  sur  un  plan  vertical  convenablement  choisi. 

V^  Exemple.  —   Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre,  —  Deux  branches  infinies. 

[Planche  XXXFII,) 

245.  Dans  le  cas  d'un  cône  et  d'un  cylindre,  pour  que  la  courbe  d'intersection 
ait  des  branches  infinies,  il  faut  que  l'une  des  génératrices  du  cône  soit  parallèle 
au  cylindre.   Cette  condition  est  remplie  pour  les  surfaces  représentées  sur  la 
figure  i3 1 ,  la  génératrice  (SK,  S'K^  )  du  cône  étant  exactement  parallèle  aux  généra- 
trices du  cylindre. 

(i)  Par  une  discussion  géométrique  très-simple,  on  reconnaît  que  pour  que  les  deux  bras  d'une 
branche  parabolique  ne  soient  pas  sur  les  mêmes  nappes,  il  faut  que  le  contact  des  traces  des  cônes 
ajirès  la  translation  s'élève  au  second  ordre. 

On  peut  dire  d'une  manière  plus  générale,  et  sans  rien  spécifier  sur  la  nature  d'une  branche 
infinie,  que  ses  deux  bras  sont  sur  les  mêmes  nappes  des  cônes,  quand  les  traces  de  ces  surfaces, 
après  la  translation,  ne  se  traversent  pas  au  point  commun. 
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Une  droite  quelconque  passant  par  le  point  K,  telle  que  me,  peut  être  prise  pour 
trace  d'un  plan  auxiliaire.  Les  génératrices  du  cylindre  qui  percent  le  plan  hori- 
zontal en  b  et  en  c  rencontrent  donc  la  génératrice  du  cône,  qui  a  sa  trace  en  m  ; 
on  obtient  ainsi  les  points  (B,  B')  et  (C,  G)  de  Tintersection. 

Si  l'on  fait  tourner  la  ligne  me  autour  du  point  K,  on  obtiendra  une  série  de  points 
qui  se  relieront  a  (B,  B')  et  a  (G,  C)  de  manière  à  formerla  courbe.  Quand  le  point  m 
sera  devenu  voisin  de  K,  la  génératrice  (S m,  S' m')  rencontrera  le  cylindre  en  un 
point  très-éloigné  ;  enfin,  lorsque  la  génératrice  mobile  sera  confondue  avec 
(SK,  S'K'),  la  trace  du  plan  auxiliaire  sera  la  tangente  IJ;  on  voit  que  les  géné- 
ratrices du  cylindre  qui  passent  par  les  points  I  et  J  rencontrent  le  cône  à  l'infini. 

La  génératrice  SK. du  cône  est  dans  tous  les  plans  auxiliaires;  elle  rejoint  a  l'in- 
fini toutes  les  génératrices  du  cylindre,  mais  celles  qui  ont  leur  trace  en  1  et  en  J 
sont  les  seules  qui  ne  rencontrent  le  cône  qu'a  l'infini,  et  dont  les  points  à  l'infini 
fassent  transition  entre  des  bras  indéfinis  de  la  courbe  situés  sur  les  deux  nappes 
de  la  surface. 

Il  suit  de  la  que  le  nombre  des  branches  infinies  est  égal  a  celui  des  points  où  la 
tangenle  de  la  trace  du  cône  au  point  K  rencontre  la  trace  du  cylindre.  Sur  la 
figure  !  32,  la  tangente  KT  ne  coupe  pas  la  trace  A,  et  la  génératrice  (SK,  S'K'),  bien 
que  parallèle  au  cylindre,  ne  doit  pas  déterminer  une  branche  infinie.  On  voit,  en 
effet,  que  l'intersection  ne  s'étend  que  sur  les  génératrices  qui  rencontrent  le  plan 
horizontal  aux  différents  points  de  l'arc  cad  compris  entre  les  plans  limites. 

244.  Revenons  a  \^  figure  i3i  :  les  asymptotes  sont  les  sections  du  plan  tangent 
au  cône  le  long  de  la  génératrice  (SK,  S'K'),  par  les  plans  tangents  au  cylindre  le 
long  des*  génératrices  (h*,  VF)  et  (Jy,  JT),  c'est-à-dire  que  ce  sont  ces  généra- 
trices elles-mêmes. 

Au  premier  abord,  ce  résultat  paraît  en  opposition  avec  celui  que  nous  avons 
obtenu  dans  le  cas  de  deux  cônes  (art.  240),  mais  il  y  a  en  réalité  une  concor- 
dance parfaite,  parce  que  la  droite  IKJ  coupe  une  base  et  touche  l'autre,  et  que 
par  suite  les  génératrices  qui  déterminent  les  points  a  l'infini  de  la  courbe,  sont 
dans  un  plan  qui  a  le  caractère  de  plan  limite. 

Si  l'on  projette  l'intersection  sur  un  plan  perpendiculaire  au  cylindre,  on  aura  la 
section  droite  de  cette  surface.  Les  génératrices  asymptotes  sont  les  projetantes  des 
points  situés  à  l'infini  (art.  221  ).  On  voit  ainsi  qu'une  courbe  tracée  sur  un  cylindre 
dont  la  directrice  est  fermée,  ne  peut  avoir  une  asymptote  rectiligne  qui  ne  soit  pas 
une  génératrice  de  la  surface. 

245.  Le  cas  que  nous  venons  de  traiter  n'est,  a  proprement  parler,  ni  une  péné- 
tration ni  un  arrachement;  il  se  rattache  cependant  à  cette  dernière  disposition, 
car  l'intersection  est  formée  d'une  seule  courbe  composée  de  deux  parties  qui  se 
rejoignent  a  l'infini.  Elle  passe  par  les  points  (X,  V),  (/x,  p/),  (y},  v}')  et  (s,  s'),  où 
les  bases  supérieure  et  inférieure  des  surfaces  se  rencontrent.  Nous  l'avons  pro- 
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longée  sur  le  plan  horizontal  au  delà  de  ces  points,  mais  avec  une  ponctuation  dif™ 
férente. 

246.  Nous  avons  construit  les  tangentes  aux  points  (B,  B')  et  (C,  G').  Pour  ce 
dernier,  nous  avons  employé  la  méthode  expliquée  à  Tarticle  226.  Les  tangentes 
cG  et  mF,  se  rencontrant  en  dehors  du  cadre  de  l'épure,  nous  les  avons  arrêtées 
à  une  droite  FKG,  que  nous  considérons  comme  la  trace  d'un  plan  passant  par  le 
sommet  du  cône,  et  parallèle  au  cylindre;  ses  intersections  avec  les  plans  tangents 
à  ces  surfaces  sont  la  droite  (FS,  F' S')  qui  passe  par  le  sommet  du  cône,  et  la  droite 
(GV,  G' Y')  parallèle  au  cylindre  :  leur  point  de  rencontre  (V,  V)  appartient  à  la 
tangente. 

VP  Exemple.  —  Intersection  de  deux  cônes.  —  Pénétration,  —  Deux  branches  infinies,  et  sur  an 
des  plans  de  projection  deux  parties  parasites,  [Planche  XXXVlll^ 

247.  La  droite  DSTK,  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  est  un  axe  des  deux  courbes 
GJEJ4  et  D^F^^,  traces  horizontales  des  cônes.  Les  sommets  sont  dans  le  plan 
vertical,  dont  cette  droite  est  la  trace. 

Nous  déterminons  d'abord  le  point  K,  d'où  doivent  diverger  les  traces  des  plans 
auxiliaires.  Nous  transportons  ensuite  le  premier  cône  parallèlement  à  lui-même,  de 
manière  que  son  sommet  (S,  S')  coïncide  avec  le  sommet  (T,  T')  du  second  (art.  237). 
Sa  nouvelle  trace  ge  est  semblable  à  l'ancienne;  elle  rencontre  la  trace  du  cône  resté 
fixe  en  deux  points  I  et  I^,  symétriquement  placés  par  rapport  à  la  droite  DK  :  nous 
trouvons  ainsi  deux  couples  de  génératrices  parallèles  TI,  SJ  et  TI^,  SJ^,  et  par 
suite  deux  asymptotes  w^,  w?, .  Les  génératrices  qui  ont  pour  projections  horizon- 
tales les  lignes  Tl  et  TI^  sont  représentées  sur  le  plan  vertical  par  une  seule  droite  T' F. 
Les  génératrices  correspondantes  du  second  cône  ont  également  une  projection  ver-- 
ticale  commune  S'J'.  Enfin  une  seule  asymptote  ii'  est  la  projection  des  deux 
asymptotes  de  l'intersection. 

Sur  le  plan  vertical  nous  avons  indiqué  les  deux  nappes  des  cônes,  mais  sur  le 
plan  horizontal  la  ponctuation  a  été  établie,  dans  la  supposition  que  ces  corps  étaient 
limités  k  leur  sommet. 

248.  Les  deux  cônes  formant  un  système  symétrique  par  rapport  au  plan  ver- 
tical dont  la  trace  est  DK,  on  peut  obtenir  la  projection  verticale  complète  en  ne 
considérant  que  l'une  des  deux  moitiés  de  ce  système,  par  exemple,  celle  qui  est  en 
avant  du  plan  vertical  DK.  La  courbe  dans  l'espace  se  trouve  ainsi  limitée  à  ce  plan, 
et  les  points  où  elle  le  coupe  sont  des  arrêts  pour  sa  projection.  Ces  points  a',  |3',  7' 
et  à'  sont  ceux  où  se  rencontrent  les  génératrices  qui  forment  le  contour  apparent 
des  surfaces. 

Si  les  traces  des  cônes  sont  des  courbes  géométriques,  la  projection  de  l'inter- 
section sera  également  une  courbe  géométrique,  et  les  points  d'arrêt  limiteront 
seulement  ses  parties  utiles. 
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249.  Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un  plan  principal  commun,  la  pro- 
jection de  leur  intersection  sur  ce  plan  est  une  section  conique. 

Dans  le  problème  qui  nous  occupe,  les  traces  horizontales  des  cônes  sont  un  cercle 
et  une  ellipse,  et  par  suite  ces  surfaces  sont  du  second  degré;  le  plan  vertical  de 
projection  est  d'ailleurs  parallèle  au  plan  principal  KD;  en  conséquence,  et  d'après 
le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler,  la  projection  verticale  de  Fintersection 
est  une  section  conique.  Nous  avons  trouvé  qu'elle  avait  une  asymptote,  c'est  donc 
une  hyperbole  dont  la  seconde  branche  infinie  est  parasite. 

Lorsqu'une  hyperbole  est  coupée  par  une  droite,  les  segments  interceptés  entre 
la  courbe  et  ses  asymptotes  sont  égaux.  D'après  cela,  si  nous  prenons  les  lon- 
gueurs y  a''  et  7'|3",  respectivement  égales  a  7'V/  et  i"  ^' ,  nous  aurons  deux  points 
a"  et  ^"  de  la  seconde  asymptote. 

La  courbe  a  deux  parties  parasites  qui  s'étendent  l'une  de  y  a  ù' ,  et  l'autre  de 
j3'  a  a',  en  passant  par  l'infini.  Nous  les  avons  indiquées  par  un  trait  composé  d'élé- 
ments de  lignes  séparés  par  deux  points.  On  peut  les  construire  d'après  les  pro- 
priétés spéciales  de  l'hyperbole. 

250.  Nous  ne  croyons  pas  nécessaire  de  revenir  sur  la  détermination  par  points 
des  projections  de  l'intersection.  Les  traces  Ki/,  Kz/,  des  plans  limites  touchent 
la  base  du  premier  cône,  et  coupent  celle  du  second;  il  y  a  donc  pénétration. 
L'une  des  courbes  compagnes  est  la  ligne  fermée  (aQ-yQ^,  a^Q^7');  l'autre  a  deux 
branches  infinies. 

Les  génératrices  limites  ont  leurs  traces  horizontales  aux  points p,  ç,  p,  et  q^. 


Observations  générales. 


251.  Nous  avons  étudié  la  question  de  l'intersection  des  cônes  et  des  cylindres 
dans  tous  les  cas  réellement  différents  sous  le  rapport  graphique,  sauf  celui 
où  une  asymptote  serait  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection,  mais 
les  détails  que  nous  avons  donnés  a  l'article  221  lèvent  les  difficultés  que  cette 
circonstance  pourrait  présenter.  L'épure,  du  reste,  est  intéressante  :  c'est  un 
exercice  que  nous  recommandons. 

On  se  propose  quelquefois  de  déterminer  le  point  le  plus  bas  et  le  point  le  plus 
haut  de  l'intersection,  c'est-à-dire  ceux  auxquels  la  tangente  est  horizontale.  Il  faut 
pour  cela  chercher  un  plan  sécant  auxiliaire  qui  coupe  les  traces  horizontales  des 
surfaces  en  deux  points  oii  les  tangentes  soient  parallèles.  On  y  parvient  après  un 
court  tâtonnement,  que  Ton  peut  régulariser  par  une  courbe  d'erreur,  dans  le  genre 
de  celle  que  nous  avons  construite  pour  trouver  les  points  de  la  section  plane  d'une 
surface  de  révolution,  où  la  tangente  est  perpendiculaire  a  la  ligne  de  terre  (art.  196) . 
En  général,  on  emploie  une  courbe  d'erreur  pour  les  problèmes  que  l'on  ne  sait 
pas  résoudre  directement,  mais  dont  on  pourrait  vérifier  la  solution  si  elle  était 
connue. 
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Nous  n'avons  pas  donné  dérègle  pour  distinguer  sur  chaque  projection  de  l'in- 
tersection, les  parties  vues  de  celles  qui  sont  cachées;  il  ne  serait  peut-être  pas 
facile  d'en  avoir  une  qui  fût  applicable  dans  tous  les  cas,  et  d'ailleurs  elle  aurait 
peu  d'utilité,  car  dans  les  exercices  graphiques,  on  doit  toujours  se  rendre  un  compte 
exact  des  formes  des  objets  représentés.  En  montrant,  comme  nous  l'avons  fait  sur 
les  Planches  XXIII,  XXIV  et  XXV,  une  même  intersection  dans  des  hypothèses  diffé- 
rentes sur  la  nature  des  cônes  et  des  cylindres,  nous  avons  donné  des  exemples  qui 
indiquent  comment  ces  questions  doivent  être  analysées. 

Si  l'on  a  besoin  de  connaître  les  transformées  de  la  courbe  d'intersection,  dans  le 
développement  des  deux  surfaces,  on  opérera  comme  il  est  expliqué  aux  articles  158 
et  suivants  pour  le  cylindre,  et  à  l'article  178  pour  le  cône. 

Les  données  ne  sont  pas  toujours  disposées  comme  nous  l'avons  supposé.  Dans 
quelques  épures  de  stéréotomie,  on  détermine  l'intersection  de  deux  cylindres  hori- 
zontaux dont  on  a  les  sections  droites  rabattues  sur  le  plan  horizontal.  La  marche 
à  suivre  consiste,  dans  tous  les  cas,  a  couper  les  surfaces  suivant  des  droites,  par 
des  plans  convenablement  disposés.  Les  petites  modifications  qu'il  faut  apporter 
quelquefois  aux  tracés  ne  méritent  pas  de  nous  occuper  actuellement. 

252.  On  peut  assez  souvent  simplifier  les  constructions  en  s' appuyant  sur  les 
propriétés  spéciales  des  cônes  et  des  cylindres  que  l'on  considère.  C'est  ainsi  que 
nous  avons  appliqué  à  l'article  249  un  théorème  relatif  aux  surfaces  du  second 
degré  qui  ont  un  plan  principal  commun. 

Voici,  sur  les  mêmes  surfaces,  cinq  autres  théorèmes  qui  sont  quelquefois 
utiles  pour  les  tracés. 

i*^.  Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  une  courbe  plane  commune,  elles 
se  coupent  suivant  une  seconde  courbe  plane,  qui  peut  se  confondre  açec  la  première, 
et  alors  les  surfaces  sont  tangentes  l'une  à  l'autre  en  tous  ses  points,  et  qui  peut  aussi 
devenir  imaginaire, 

1^,  Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  tangentes  l'une  à  l'autre  en  deux 
points  non  situés  sur  une  génératrice  rectiligne  commune j  leur  intersection  est  le  sys-- 
tème  de  deux  courbes  planes  qui  se  croisent  aux  points  de  contact.  Ces  deux  lignes 
d'intersection  peuvent  se  confondre  en  une  seule  ligne  de  contact. 

Quelquefois  les  surfaces  nont  en  commun  que  les  deux  points  de  tangence. 

II  résulte  de  ce  théorème  que  quand  deux  surfaces  du  second  degré  se  touchent  le 
long  d'une  courbe,  cette  ligne  est  nécessairement  plane.  On  dit  alors  que  l'une  des 
surfaces  est  inscrite,  et  l'autre  circonscrite. 

3^.  Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  circonscrites  à  une  même  troi- 
sième surface  de  ce  degré,  leur  intersection  [s'il  y  en  a  une)  est  le  système  de  deux 
courbes  planes  ^  dont  les  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite  que  les  plans  des  courbes 
de  contact.  Quelquefois  les  surfaces  sont  simplement  tangentes  en  deux  points, 

[\^,  Quand  deux  surfaces  développables  du  second  degré  {cônes  ou  cylindres)  sont 
L  i3 
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tangentes  l'une  à  Vautre  le  long  d'une  génératrice  rectiligne^  elles  se  coupent  suivant 
une  courbe  plane.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  quand  les  surfaces  en  question  sont  deux 
cônes  ayant  même  sommet,  ou  deux  cylindres,  la  section  {s' il  y  en  a  une)  est  le  sys- 
tème de  deux  droites  situées  dans  un  plan, 

5^.  Deux  surfaces  du  second  degré  semblables  et  semblablement  placées,  ne  peu- 
vent se  couper  que  suivant  une  courbe  plane  (i). 

Intersection  d'une  surface  de  révolution  et  d'un  cylindre.  [Planche  XXXIX,) 

253.  La  trace  horizontale  du  cylindre  est  la  courbe  GG^;  la  droite  (Or^,  0\r\) 
fait  connaître  la  direction  de  ses  génératrices.  La  surface  de  révolution  est  donnée 
par  son  axe,  qui  est  vertical,  et  par  sa  méridienne  principale.  Nous  avons  ponctué  la 
figure  en  supposant  que  le  cylindre  était  enlevé. 

Un  plan  horizontal  C'E'O'2  coupe  la  surface  de  révolution  suivant  deux  parallèles 
dont  il  est  facile  d'obtenir  les  projections  horizontales,  et  le  cylindre  suivant  une 
courbe  identique  à  la  directrice  GG^  :  nous  pourrions  tracer  cette  courbe  sur  le  plan 
horizontal,  et  déterminer  son  intersection  avec  les  parallèles;  mais  la  construc- 
tion serait  minutieuse,  et  ne  donnerait  quelque  exactitude  que  si  elle  était  faite 
avec  beaucoup  de  soin.  Il  vaut  mieux  opérer  sur  la  directrice  GG,  elle-même,  en 
reportant  les  parallèles  dans  la  position  convenable. 

254.  Nous  amenons  le  plan  CE'O'^  sur  le  plan  horizontal  en  faisant  mouvoir 
tous  ses  points  sur  des  droites  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre.  La  section 
faite  dans  cette  surface  vient  se  placer  sur  la  trace  GG^  ;  le  centre  (0,  0^  )  des  paral- 
lèles CO'2  et  E'O'2  suit  la  ligne  (Org,  0\r\^),  et  se  place  en  r^  :  si  de  ce  point 
comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  à  O'aC',  nous  traçons  un  arc  de  cercle,  les 
points  m  et  n,  où  il  rencontre  la  trace  GG(,  appartiendront  à  Tintersection;  il  n'y 
aura  plus  qu'à  les  reporter  en  (2,  2')  et  en  (i4?  i4')>  sur  le  parallèle  considéré,  par 
des  génératrices  du  cylindre. 

Les  lignes  m.  2  et  /z.i4  sont  égales  a  r^O,  longueur  de  la  projection  horizontale 
de  la  partie  d'une  génératrice  du  cylindre  comprise  entre  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection et  le  plan  auxihaire.  On  peut  donc  obtenir  les  points  2  et  i4  avec  exacti- 
tude, et  sans  tracer  îe  parallèle  sur  la  projection  horizontale,  en  portant  la  lon- 
gueur fijO,  à  partir  des  points  m  et  n  sur  des  droites  parallèles  à  r^  0.  Les  points  2 
et  14  sont  ensuite  relevés  sur  le  plan  vertical,  en  2'  et  i4'. 

On  obtient  les  points  de  l'intersection  situés  sur  le  deuxième  parallèle  contenu 


(i)  On  peut  voir  pour  les  premiers  théorèmes  les  démonstrations  de  M.  Chasles  (Correspondance 
sur  l'École  Polytechnique;  t.  III,  p.  SsS  et  suivantes],  ou  celles  de  M.  Poncelet  (  Traité  des  Propriétés 
projectiles;  art.  600,  60Î  et  005).  Pour  le  cinquième  on  remarquera  que,  d'après  la  supposition  faite 
sur  les  surfaces,  les  termes  du  second  degré  ont  dans  les  équations  des  coefficients  proportionnels,  et 
peuvent  par  suite  être  éliminés  tous  ensemble. 


CHAPITRE   VI.   —  INTERSECTIONS   DE    SURFACES    COURBES,    —    PL,    XLÎ.  9g 

dans  le  plan  auxiliaire,  en  traçant  un  cercle  du  point  r^  comme  centre,  et  avec  un 
rayon  égal  à  O^E'.  Cette  construction  n'est  pas  indiquée  sur  la  figure. 

255.  Nous  déterminons  la  tangente  au  point  [il\,  iL\'),  en  construisant,  sur  le 
plan  horizontal  TU,  les  traces  des  plans  tangents  à  la  surface  de  révolution  et  au 
cylindre.  Si  nous  supposons  que  la  tangente  C'T'du  méridien  principal  soit  entraînée 
dans  le  mouvement  de  révolution,  sa  trace  T  décrira  un  arc  de  cercle  autour  du 
point  0,  et  sera  en  t  sur  la  droite  O.i  4  quand  le  point  (C,  C)  se  trouvera  en  (ï4.ï40' 
La  trace  du  plan  tangent  à  la  surface  de  révolution  est  la  droite  ^L  perpendiculaire 
à  0 1,  La  trace  du  plan  tangent  au  cylindre  passe  par  le  point  g,  ramené  de  g' ,  et  est 
parallèle  à  la  tangente  de  la  trace  GG^  au  point  n. 

Intersection  dune  surface  de  révolution  et  d'un  cône,  [Planche  XL.) 

256.  Quand  la  surface  de  révolution  est  coupée  par  un  cône,  on  projette  sur 
le  plan  horizontal  les  sections  horizontales  auxiliaires  des  deux  surfaces,  non  plus 
par  des  obliques  parallèles,  mais  par  des  droites  qui  divergent  du  sommet  du  cône. 
Les  sections  du  cône  sont  projetées  sur  sa  trace,  et  celles  de  la  surface  sur  des  cer- 
cles dont  on  détermine  facilement  le  centre  et  le  rayon» 

Le  point  (S,  S')  est  le  sommet  du  cône,  et  la  courbe  GG^  sa  trace  horizontale. 

Considérons  le  plan  horizontal  B'O'  :  les  traces  K  et  B.  des  droites  (SO,  S'O')  et 
(SB,  S'B'),  qui  venant  du  sommet  (S,  S'),  passent  Tune  par  le  centre  et  Fautre  par 
un  point  quelconque  du  parallèle,  sont  le  centre  et  l'un  des  points  de  la  projection 
conique  de  ce  cercle  (art.  183  note).  Le  parallèle  ainsi  ramené  sur  le  plan  horizon- 
tal, rencontre  en  /z  et  en  m  la  trace  GG^  :  il  n'y  a  plus  qu'à  reporter  ces  points  dans 
leur  véritable  position  par  les  génératrices  (Sn,  S^zi')  et  (S m,  S' m')  ;  on  trouve  les 
points  (g,  g')  et  (3,  3'),  qui  appartiennent  à  l'intersection. 

Nous  avons  ponctué  la  figure  en  supposant  que  le  cône  était  enlevé. 

La  construction  de  la  tangente  ne  présente  aucune  difficulté. 

Le  point  le  plus  haut,  le  point  le  plus  bas  et  ceux  qui  sont  sur  les  contours  appa- 
rents du  cône,  sont  obtenus  par  l'ensemble  du  tracé  de  la  courbe  résultant  de  la 
détermination  d'un  grand  nombre  de  points.  Si  l'on  veut  opérer  avec  beaucoup 
d'exactitude,  on  construira  des  courbes  d'erreur. 

Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent,  [Planche  XLI.) 

257.  Nos  plans  de  projection  sont,  l'un  parallèle  aux  deux  axes,  l'autre  per- 
pendiculaire à  l'une  de  ces  droites  :  ce  dernier  est  considéré  comme  horizontal. 

Les  axes  se  coupent  au  point  (0,  0').  Les  lignes  G'B'R'E'  et  /'G'E'H'  sont  les 
méridiennes  principales  des  deux  surfaces  :  les  axes  sont  (0,  R'O')  et  (OH,  O'H'), 

Deux  surfaces  de  révolution  qui  ont  le  même  axe  se  coupent  suivant  un  ou  plu- 
sieurs cercles  situés  dans  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe.  Donc  si  nous  prenons 
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pour  surfaces  auxiliaires  des  sphères  dont  le  point  (0,  0')  soit  le  centre,  leurs  inter- 
sections avec  les  surfaces  de  révolution  formeront  deux  séries  de  cercles  qui  se  pro- 
jetteront sur  le  plan  vertical  suivant  des  droites  respectivement  perpendiculaires 
aux  deux  axes. 

Un  arc  de  cercle  B'è'B'' décrit  du  point  0' comme  centre  avec  un  rayon  arbi- 
traire peut  être  considéré  comme  faisant  partie,  sur  le  plan  méridien  principal,  de 
la  trace  d'une  sphère  qui  a  son  centre  au  point  (0,  0'),  et  qui  coupe  les  deux  sur- 
faces considérées,  suivant  des  cercles  projetés  sur  les  droites  B'B"  et  b'^'  respective- 
ment perpendiculaires  à  O'R'  et  O'H'.  Le  point  M',  où  ces  deux  lignes  se  coupent, 
appartient  donc  a  la  projection  verticale  de  l'intersection  cherchée.  On  en  déduit 
facilement  sur  le  plan  horizontal  les  points  correspondants  M  et  M^  de  la  projection 
delà  courbe  (art.  189). 

En  traçant  différents  arcs  convenablement  espacés,  on  obtiendra  autant  de  points 
qu'il  sera  nécessaire  pour  bien  déterminer  l'intersection.  On  devra  chercher  ceux  qui 
appartiennent  au  parallèle  GC\  contour  apparent,  sur  le  plan  horizontal,  de  la  sur- 
face dont  l'axe  est  vertical. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est,  au  fond,  la  môme  que  celle  que  nous 
avons  employée  pour  déterminer  l'intersection  des  cônes  et  des  cylindres,  mais 
les  surfaces  auxiliaires  sont  des  sphères  et  non  des  plans.  On  remarquera  encore 
que  la  facilité  des  constructions  exige  que  les  données  soient  disposées  d'une 
manière  spéciale. 

258.  La  courbe  dans  l'espace  est  symétrique  par  rapport  au  plan  vertical  JH; 
elle  le  rencontre  normalement  aux  points  (E,  F/)  et  (G,  G').  Par  suite,  la  partie  utile 
de  sa  projection  verticale  s'arrête  brusquement  aux  points  E'  et  G',  et  des  parties 
parasites  la  prolongent  (art.  220  et  248). 

Si  un  cercle  auxiliaire  coupe  les  méridiennes  en  des  points  D'  et  d'  situés  en  deçà 
de  G',  la  construction  fera  trouver  un  point  N'  extérieur  a  la  circonférence,  et  situé 
par  conséquent  sur  les  prolongements  des  cordes.  Aucun  point  ne  lui  correspond 
sur  la  projection  horizontale  :  il  appartient  à  la  partie  parasite.  On  peut  en  général 
prolonger  ainsi  la  courbe  G'E'  au  delà  des  extrémités  de  l'arc  utile. 

Le  rayon  du  plus  petit  cercle  qui  rencontre  les  méridiennes  est  07';  celui  du 
plus  grand  O'R'.  Les  points  F  et  Q'  qui  leur  correspondent  sont  les  derniers  que 
nous  puissions  obtenir  par  la  méthode  générale  qui  fait  connaître  la  partie  utile 
de  la  projection  verticale  de  l'intersection.  L'arc  parasite  s'étend  au  delà,  si  les 
méridiennes  sont  des  courbes  géométriques;  mais  on  ne  peut  le  tracer  qu'autant 
que  l'on  connaît  la  loi  de  leur  génération  (i). 

(i)  En  prenant  pour  méridiennes  des  courbes  du  second  degré,  M.  Poncelet  a  montré  qu'on  pouvait 
déterminer  des  points  au  delà  des  extrémités  P'  et  Q',  en  construisant  des  sécantes  idéales  communes 
aux  cercles  auxiliaires  et  aux  méridiennes  (  Traité  des  Propriétés  projectiles;  art.  60  et  6i). 
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Sur  notre  épure,  les  méridiennes  sont  des  ellipses,  et  le  plan  vertical  SH  peut  être 
considéré  comme  principal  par  rapport  a  chacune  des  deux  surfaces.  L'arc  P'Q/ 
appartient  donc  a  une  courbe  du  second  degré  (art.  249) ,  mais  on  compliquerait  inu- 
tilement la  question  si  Ton  voulait  avoir  égard  à  cette  circonstance  pour  son  tracé  (  i  ) . 

259.  La  tangente  en  un  point  quelconque  (M,  M')  est  l'intersection  des  plans 
tangents  aux  deux  surfaces. 

Si  nous  supposons  que  la  tangente  B'S'  du  méridien  principal  au  point  B'  soit 
entraînée  dans  le  mouvement  de  révolution  autour  de  Taxe,  la  trace  S  décrira  un 
arc  de  cercle  autour  du  point  0,  et  sera  en  S^  sur  la  ligne  OM  quand  le  point  (B,  B') 
se  trouvera  en  (M,  M').  La  trace  du  plan  tangent  à  la  première  surface  de  révolu- 
tion est  la  ligne  SJ,  perpendiculaire  àOS^. 

Nous  ne  pouvons  pas  employer  cette  construction  pour  le  plan  tangent  à  la 
seconde  surface,  vu  la  position  inclinée  de  Vaxe;  mais  on  arrive  presque  aussi  faci- 
lement au  résultat  en  déterminant  la  normale  et  lui  menant  un  plan  perpendicu- 
laire. 

(i)  La  courbe  est  une  hyperbole,  parce  que  les  deux  ellipsoïdes  sont  allongés;  elle  serait  égale- 
ment une  hyperbole,  si  les  ellipsoïdes  étaient  tous  les  deux  aplatis.  On  trouve  une  ellipse  quand  l'une 
de  ces  surfaces  est  allongée  et  l'autre  aplatie,  une  parabole  lorsque  l'une  d'elles  est  une  sphère,  et 
une  droite  dans  le  cas  de  deux  sphères.  Quand  les  axes  sont  parallèles,  la  courbe  est  une  parabole,  et 
une  ligne  droite  si  de  plus  les  ellipses  méridiennes  sont  semblables. 

Du  centre  des  sphères  auxiliaires  on  peut  abaisser  sur  chaque  méridienne  deux  normales  (réelles  ou 
imaginaires),  en  outre  de  celles  qui  sont  confondues  avec  l'axe  de  révolution.  Quand  ces  normales 
sonl  de  même  longueur  pour  les  deux  courbes,  l'hyperbole  se  change  en  deux  droites,  ou  l'ellipse  en 
un  point.  On  voit,  en  effet,  qu'une  même  sphère  est  alors  circonscrite  aux  deux  ellipsoïdes  (art.  âSâ, 
3°).  Cette  sphère  peut  avoir  un  contact  idéal  avec  une  des  surfaces,  ou  avec  les  deux;  elle  peut  aussi 
devenir  imaginaire. 

M.  Catalan  a  démontré  que  quand  chacune  des  ellipses  méridiennes  a  un  de  ses  foyers  au  point  de 
rencontre  des  axes,  l'intersection  est  le  système  de  deux  droites.  La  règle  générale  que  nous  venons 
de  donner  est  satisfaite  dans  ce  cas,  car  les  normales  imaginaires  abaissées  de  l'un  des  foyers  d'une 
section  conique  sur  la  courbe  ont  une  longueur  nuRe,  et  par  suite  ces  lignes  sont  égales  dans  les  deux 
ellipses.  La  sphère  circonscrite  est  alors  réduite  à  un  point. 

En  exprimant  analytiquement  la  condition  que  nous  avons  donnée,  on  la  dégage  de  la  considéra- 
tion de  normales  qui  peuvent  être  imaginaires.  Cette  condition  est  indépendante  de  l'angle  des  axes, 
comme  celles  qui  déterminent  la  nature  de  la  courbe. 

Si  l'un  des  ellipsoïdes  glisse  sur  son  axe,  la  projection  verticale  de  l'intersection  se  transporte  en 
restant  semblable  à  elle-même,  et  semblablement  placée,  et  son  centre  décrit  une  Hgne  droite.  INous 
ferons  enfin  remarquer  que  la  courbe  passe  par  les  points  d'intersection  des  méridiennes,  et  qu'elle  a 
par  conséquent  avec  ces  lignes  les  relations  qui  existent  entre  les  sections  coniques  qui  ont  quatre 
points  communs  (M.  Lamé  :  Examen  des  différentes  méthodes...,  p.  34;  Mo  Poncelet  :  Prop. project.j 
p.  2x6).  Si  l'on  veut  déterminer  ses  axes,  on  pourra  employer  les  méthodes  générales  données  par 
M.  Poncelet  [Prop.  project.,  art.  344  et  suiv.,  594  et  suiv.  ). 

Ces  diverses  considérations  ont  peu  d'importance  pour  les  tracés,  mais  nous  avons  cru  devoir  don- 
ner quelques  indications  sur  une  question  intéressante  à  plusieurs  points  de  vue. 
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La  normale  a  la  méridienne  en  &'  rencontre  Taxe  au  point  k'^  que  nous  ramenons 
horizontalement  en  k.  Le  point  [k,  ¥)  est  le  sommet  du  cône  formé  par  les  nor- 
males a  la  surface,  le  long  du  parallèle  dont  le  centre  est  en  P'  (art.  186).  La  droite 
[kW,  k!W)  est  donc  normale  au  point  (M,  M'). 

Nous  faisons  maintenant  passer  par  ce  point  une  droite  parallèle  à  la  trace  verti- 
cale du  plan  tangent  cherché  (art.  41);  ses  projections  sont  les  lignes  Mi  et  M'?'', 
l'une  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  l'autre  perpendiculaire  à  M'^'  :  elle  perce  le 
plan  horizontal  en  i,  La  trace  du  plan  tangent  passe  par  ce  point  et  est  perpen- 
diculaire à  M^.  Le  point  I,  où  se  rencontrent  les  traces  des  plans  tangents,  appar- 
tient k  la  tangente,  qui  est  ainsi  (MI,  WY). 

260.  La  courbe  KG'  ayant  été  déterminée  par  des  constructions  faites  unique- 
ment sur  le  plan  vertical,  la  tangente  WY  doit  pouvoir  être  obtenue  sans  l'interven- 
tion  des  projections  horizontales. 

La  tangente  de  l'intersection  au  point  quelconque  (M,  M')  est  perpendiculaire  à 
la  normale  de  chacune  des  surfaces,  et  par  suite  au  plan  de  ces  deux  droites  :  la  pro- 
jection de  la  tangente  est  donc  perpendiculaire  a  la  trace  de  ce  plan.  Les  sommets 
des  cônes  formés  par  les  normales  le  long  des  parallèles  B'B''  et  è'P',  sont  aux 
points  K'  et  k\  et  par  conséquent  la  droite  WK  est  la  trace  du  plan  des  normales  sur 
le  plan  méridien  principal»  On  obtient  la  projection  verticale  de  la  tangente,  en 
menant  du  point  M'  une  perpendiculaire  M' F  à  W  k' . 

Cette  construction  peut  être  appliquée  aux  points  extrêmes  E'  et  G',  et  même  à 
ceux  qui  sont  situés  sur  les  arcs  parasites  GT^  et  E'Q'*  Ainsi  les  normales  des  méri- 
diennes aux  points  D'  et  d!  rencontrant  les  axes  en  V  et  9',  la  tangente  de  la  courbe 
en  N'  est  perpendiculaire  àV'i^'. 

La  tangente  MI  peut  être  déterminée  par  la  condition  d'être  perpendiculaire  a  la 
trace  horizontale  du  plan  des  normales.  Comme  cette  droite  serait  éloignée,  nous 
allons  opérer  sur  un  plan  horizontal  convenablement  élevé,  celui  dont  la  trace  ver- 
ticale est  xy.  Ce  plan  est  rencontré  au  point  [u,  u!)  par  la  normale  (M^,  M'^'),  et 
en  (^1,  U^)  par  la  droite  (0^,  K'-^'),  qui  passe  par  les  points  où  les  normales  cou- 
pent les  axes.  La  trace  du  plan  des  normales  est  donc  uk^  ;  la  tangente  MI  est  per- 
pendiculaire à  cette  droite. 

Pour  déterminer  la  droite  uk^  nous  ne  nous  sommes  pas  servi  de  la  trace  horizon- 
tale de  la  normale  a  la  première  surface,  parce  que  ce  point  ne  serait  pas  obtenu 
avec  précision. 

261.  Si  l'on  veut  avoir  l'intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les 
axes  ne  se  rencontrent  pas,  on  prendra  l'un  des  plans  coordonnés  parallèle  aux 
axes,  et  l'autre  perpendiculaire  a  l'un  d'eux,  puis  on  fera  des  sections  par  une  série 
de  plans  parallèles  a  celui-ci.  On  obtiendra  dans  l'une  des  surfaces  des  cercles,  et 
dansl'autre  des  courbes  que  l'on  construira  par  points  (art.  192).  L'opération  est 
minutieuse,  mais  elle  ne  présente  aucune  difficulté. 
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QUESTIONS   RELATIVES   A   LA   LIGNE   DROITE   ET   AU   PLAN. 


Définitions.  —  Problèmes  élémentaires. 

262.  Dans  les  arts  graphiques  qui  se  rattachent  à  la  topographie,  on  emploie  un 
seul  plan  de  projection,  toujours  horizontal^  et  Ton  indique  par  des  nombres  ou 
cotes  la  longueur  des  projetantes  ou  ordonnées  des  différents  points  représentés. 

Le  plan  de  comparaison  a  partir  duquel  on  mesure  les  ordonnées  est  pris  quelque- 
fois au-dessus  des  objets  et  quelquefois  au-dessous  d'eux.  Lorsque  des  points  sont 
au  delà  du  plan  de  comparaison,  on  regarde  leurs  ordonnées  comme  négatives. 

Les  ordonnées  sont  appelées  altitudes  lorsqu'elles  indiquent  la  hauteur  des  diffé- 
rents points  au-dessus  d'un  plan  situé  au  ni^^eau  de  la  surface  d'équilibre  des  eaux 
de  la  mer,  supposée  prolongée  dans  l'intérieur  des  terres. 

Quand  les  objets  sont  représentés  parleurs  projections  sur  deux  plans  coordon- 
nés, il  n'est  nécessaire  de  recourir  à  l'échelle  du  dessin  que  pour  établir  les  données 
et  relever  les  résultats;  mais  dans  les  projections  cotées  il  faut  combiner  à  chaque 
instant  des  abscisses  linéaires  avec  des  ordonnées  numériques,  et  par  suite  l'échelle 
est  d'un  usage  continuel. 

Une  droite  est  déterminée  quand  on  connaît  sa  projection  et  les  cotes  de  deux  de 
ses  points.  Si  elle  existe  réellement,  on  est  dans  l'usage  de  la  graduer,  c'est-à-dire 
d'indiquer  ceux  de  ses  points  dont  les  cotes  sont  entières. 

On  appelle  intermlleld.  distance  horizontale  qui  sépare  deux  points  dont  les  cotes 
diffèrent  de  i  mètre. 

265.  Graduer  une  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés ,  et  placer  sur  elle  un 
point  d'une  cote  donnée. 

Des  points  sont  donnés  quand  on  connaît  leurs  projections  a  et  è  [fig.  iSg)  et 
leurs  cotes  17^^,62  et  21^,  45'  L^  point  a  est  plus  ou  moins  élevé  que  le  point  è, 
suivant  que  le  plan  de  comparaison  est  supérieur  ou  inférieur.  On  opère  de  îa 
même  manière  dans  le  deux  cas. 
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Nous  mesurons  a  Véchelle  la  distance  horizontale  a6,  et  nous  trouvons  qu'elle  est 
de  6'"^,  56.  D'après  cela,  en  appelant  n'intervalle,  nous  avons 

Nous  obtenons  le  point  t^i  en  prenant  une  longueur  0^,77  a  partir  de  6;  nous  pour- 
rions porter  ensuite  plusieurs  fois  l'intervalle  1^^,  71  ;  mais  les  erreurs  s'accumule- 
raient, et  il  est  préférable  de  déterminer  un  point  de  division  vers  l'extrémité  de  la 
partie  utile  de  la  droite,  par  exemple  celui  qui  est  a  la  cote  iG'^;  sa  distance  au 
point  ^  1  est  de  5  intervalles  ou  8"^, 56.  On  porte  cette  longueur  a  partir  du  point  2 1 , 
et  la  divisant  en  cinq  parties  égaies,  on  obtient  les  projections  des  points  qui  sont 
aux  cotes  17,  j8,  19  et  20. 

Supposons  maintenant  que  la  cote  donnée  pour  le  point  qu'on  veut  placer  soit 
19''',  72;  nous  trouverons  sa  position  c  en  portant  au  delà  du  point  19  une  lon- 
gueur égale  à  i^,  ji  x  0,7a  ou  i"",  ^3. 

Si  l'on  avait  demandé  la  cote  du  point  de  la  droite  qui  se  projette  en  c,  on  eût 
mesuré  sa  distance  i^,  ^3  au  point   19,  et  l'intervalle  i'^,7i  ;  le  nombre  cherché 

aurait  été  19™+  — ' —  ou  19"^,  72. 

264.  On  peut  opérer  d'une  autre  manière.  Si  nous  faisons  tourner  le  plan  pro- 
jetant de  la  droite  autour  de  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  qui  est  à  la  cote  17,62 
du  point  donné  a,  le  point  projeté  en  b  se  placera  en  B  sur  une  perpendiculaire  a  ab, 
et  a  une  distance  égale  a  21"",  45  —  1 7'"^?  62  ou  3"",  83.  En  portant  sur  la  ligne  6B, 
à  partir  de  è,  une  longueur  égale  à  18"^  —  17'".  62  ou  o™,  38,  puis  des  longueurs 
successives  d'un  mètre,  on  pourra  obtenir  sur  aB  les  rabattements  des  points  de 
division,  et  ensuite  leurs  projections  sur  ab. 

Pour  avoir  le  point  dont  la  cote  est  19"^, 72,  on  prendra  sur  èB  une  longueur 
égale  a  19"^,  72  —  17"",  62.  S'il  faut  au  contraire  trouver  la  cote  du  point  qui  se 
projette  en  c,  on  élèvera  la  perpendiculaire  cC,  et  l'on  ajoutera  sa  longueur  à 
17"^,  62. 

265.  Il  y  a  ainsi  deux  procédés  pour  combiner  des  cotes  avec  des  grandeurs 
linéaires  :  on  peut  réduire  les  longueurs  horizontales  en  nombres  et  opérer  qirithmé- 
tiquement,  ou  bien  rétablir  dans  des  rabattements  les  ordonnées  représentées  par 
des  cotes,  et  faire  des  constructions.  Le  procédé  arithmétique  est  plus  dans  l'esprit 
de  la  méthode,  et  on  l'emploie  souvent;  l'autre  cependant  est  quelquefois  préféré: 
ainsi  il  serait  plus  simple,  pour  avoir  la  distance  des  points  a  et  b,  de  construire  le 
triangle  abB  et  de  mesurer  l'hypoténuse,  que  de  faire  les  carrés  de  la  différence 
des  cotes  et  du  nombre  qui  exprime  la  longueur  de  la  projection,  et  de  prendre 
la  racine  carrée  de  la  somme. 

366.  L2i  pente  d'une  droite  est  la  tangente  de  son  inclinaison  sur  le  plau  de 


CHAPITRE   1^^    —    DES   LIGNES   DROITES   ET   DES   PL4^!S.    —    PL.    XLII.  ïo5 

projection;  son  produit  par  FintervaUe  est  égal  à  l'unité,  ce  qu'on  exprime  en 
disant  que  la  pente  et  l'intervalle  sont  réciproques. 

Graduer  une  droite  dont  on  connaît  la  projection  ah,  la  pente  0,70  et  Vun  des 
points  a[fig.  i^o). 

Désignant  toujours  l'intervalle  par  la  lettre  i,  nous  avons 

Nous  mettons  la  cote  i5  à  un  point  situé  à  0,96  du  point  a  dont  la  cote  est  15,67, 
et  nous  graduons  la  ligne  sans  difficulté.  Il  y  aura  deux  solutions,  si  la  nature  du 
problème  n'indique  pas  de  quel  côté  les  cotes  doivent  aller  en  augmentant. 

267.  Par  un  point  donné  A  faire  passer  une  droite  parallèle  à  une  droite  don- 
née BG  {fig.  i4i). 

La  projection  AD  de  la  droite  clierchée  doit  être  parallèle  a  BC.  La  grandeur  de 
l'intervalle  est  la  même  sur  les  deux  lignes.  Le  point  dont  la  cote  est  ï  5  se  trouve 
à  une  distance  horizontale  de  A  égale  aux  34  ceniiëmes  de  l'intervalle. 

268.  Reconnaître  si  deux  droites  K  et'Q  [fig^  ^k^)  ^^  coupent,  et  dans  ce  cas 
déterminer  la  cote  de  leur  point  commun. 

Les  horizontales  qui  rencontrent  A  et  B  seront  parallèles,  si  ces  droites  sont  dans 
un  même  plan,  et  non  parallèles  dans  le  cas  contraire;  la  même  différence  se  pro- 
duira en  projection.  Les  sécantes  qui  correspondent  aux  cotes  16,  17  et  18  étant 
parallèles,  nous  en  concluons  que  les  droites  se  coupent. 

Aux  cotes  ï  8  et  î  65  les  longueurs  des  sécantes  sont  respectivement  de  8"^^  f^o 
et6^,  o4*  La  diminution  de  longueur  de  la  sécante  horizontale,  qui  est  de  2"',  36, 
correspond  aune  différence  de  hauteur  de  2"^;  pour  réduire  la  sécante  de  8"',4o, 

il  faudra  une  hauteur  égale  a  — '\  ^^ — -  ou  7™,ïî^.  La  cote  du  point  commun  est 

donc  f  8«^  —  7^,  12  ou  To^,  88. 

Si  le  point  de  rencontre  des  projections  A  et  B  avait  été  dans  le  cadre  de  l'épure, 
on  eût  pu  calculer  la  cote  du  point  correspondant  de  chaque  droite  (art.  265),  et 
voir  si  l'on  obtenait  le  même  nombre;  mais  ce  procédé  est  moins  exact. 

Pour  avoir  le  point  d'intersection  de  deux  droites  situées  dans  un  même  plan 
vertical,  on  rabat  ce  plan  en  le  faisant  tourner  autour  d'une  de  ses  horizontales 
{fig.  i45).  On  peut  aussi  employer  la  méthode  arithmétique. 

269.  On  représente  un  plan  qui  existe  réellement  par  ses  horizontales  à  cotes 
entières  limitées  à  son!  périmètre.  Pour  un  plan  de  construction,  on  se  contente 
généralement  de  son  échelle  de  pente:  c'est  une  de  ses  lignes  de  plus  grande  pente 
graduée. 

Toute  droite  située  dans  un  plan,  et  perpendiculaire  à  ses  horizontales,  peut  être 
prise  pour  son  échelle  de  pente.  On  l'indique  alors  par  un  double  trait  P  {fig.  i43). 
L  14 
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On  poun^ait  dans  les  procédés  ordinaires,  lorsque  Von  emploie  deux  plans  de  pro- 
jection, définir  un  plan  par  sa  ligne  de  plus  grande  pente;  il  serait  toujours  facile 
d'avoir  ses  traces.  La  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  joue  d'ailleurs  souvent 
un  rôle  fort  important  dans  les  épures,  comme  on  peut  le  remarquer  sur  les  figures 
gS,  1 12,  1 14  et  î  î6. 

270.  Trower  la  cote  d'un  point  dont  on  connaît  la  projection  A,  et  qui  est  sur  un 
plan  donné  V  {/ig\  i43). 

Nous  menons  par  le  point  A  une  horizontale  du  plan  :  cette  ligne  AB  est  perpendicu- 
laire à  l'échelle  de  pente  P,  Nous  déterminons  ensuite  la  cote  S^'"",  33  du  point  B  de 
la  droite  P. 

271.  Faire  passer  un  plan  par  trois  points  A,  B,  C  {/ig.  i44)» 

Nous  joignons  par  une  droite  BC  deux  des  points  donnés,  nous  graduons  cette 
ligne^  et  nous  déterminons  sur  elle  le  point  D,  qui  est  a  la  cote  i4°^,  78  du  point  A, 
Nous  traçons  Fhorizontale  AD  du  plan  et  ensuite  l'échelle  de  pente  qui  lui  est  per- 
pendiculaire. Il  n'y  a  plus  qu'à  ramener  sur  cette  ligne  les  points  de  division  de  BC 
par  des  parallèles  à  AD. 

272.  Construire  un  plan  passant  par  deux  points  donnés  k  et  ^  [fig-  ^46),  et 
ayant  une  pente  donnée  1,  aS. 

Concevons  un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  soit  au  point  A,  dont  les  gêné-- 
ratrices  aient  la  pente  donnée,  et  dont  la  base  repose  sur  le  plan  horizontal  du 

point  B.  11  est  facile  de  tracer  cette  base  :  son  rayon  est       '^ ^ — '—^  ou  2°",  53. 

Le  plan  cherché  doit  être  tangent  au  cône  (art.  125).  Sa  trace  sur  le  plan  horizontal 
du  point  B  sera  donc  la  droite  BT;  en  lui  menant  une  perpendiculaire  P,  nous  obte- 
nons l'échelle  de  pente.  Enfin  nous  graduons  la  droite  AB,  et  nous  rapportons  ses 
points  de  division  sur  P. 

En  menant  du  point  B  une  autre  tangente  au  cercle,  on  obtiendra  un  second  plan 
qui  satisfera  également  à  la  question,  si  le  sens  dans  lequel  l'angle  doit  être  mesuré 
n'est  pas  déterminé. 

Le  sommet  du  cône  est  au-dessus  ou  au-dessous  de  sa  base,  suivant  que  le  plan 
de  comparaison  est  supérieur  ou  inférieur. 

275.  Par  un  point  A  donné  sur  un  plan  V  [fig'  ï43))  tracer  dans  ce  plan  une 
droite  d'une  pente  donnée  o^L\[\. 

La  distance  horizontale  du  point  A  à  celui  des  points  de  la  droite  cherchée  qui 

se  trouve  à  la  cote  55  est  77-^ —  ou  6"", 07.  La  projection  de  ce  point  est 

donc  sur  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  de 
&'',o7;  comme  d'ailleurs  il  doit  être  sur  l'horizontale  du  55  plan,  nous  obtenons 
sa  position  par  recoupement.  Nous  pouvons  ensuite  tracer  la  droite.  On  trouve 
deux  solutions;  il  pourrait  ne  pas  y  en  avoir. 
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274.  Construire  V intersection  de  deux  plans  P  e^  Q. 

Les  horizontales  de  même  cote  se  rencontrent  dans  Fespace,  et  donnent  des 
points  de  la  droite  d'intersection  A  [fig,  ï/47). 

Sur  \^ figure  il\'è,  les  points  de  rencontre  des  horizontales  des  plans  P  et  Q  étant 
éloignés,  nous  avons  employé  deux  plans  auxiliaires  dont  les  intersections  ave(3 
les  plans  donnés  ont  fait  connaître  deux  points  m  et  /i  de  la  droite  cherchée  Â* 
Chaque  plan  auxiliaire  n'est  représenté  sur  la  figure  que  par  deux  horizontales  aux 
cotes  10  et  23  :  ces  lignes  suffisent  pour  la  construction, 

La  droite  A  est  presque  horizontale,  et  il  n'est  pas  possible  de  la  graduer  en 
cotes  entières;  on  déterminera  sans  difficulté  la  cote  de  Fun  quelconque  de 
ses  points,  en  le  ramenant  sur  Tune  des  échelles  P  ou  Q  par  une  perpendicu»- 
laire. 

275.  Déterminer  V intersection  d'une  droite  A  et  d'mi  plan  P  (/%.  ïAq)» 

Par  deux  points  3o  et  33  de  la  droite,  nous  menons  des  parallèles  dans  une  diree*- 
tion  quelconque,  et  nous  les  considérons  comme  les  horizontales  d'un  plan  dont 
nous  déterminons  Fintersection  BC  avec  P,  Cette  ligne  fait  trouver  sur  A  le  point 
cherché,  dont  ob  détermine  ensuite  la  cote.  Nous  avons  ponctué  la  droite  dans  la 
supposition  que  le  plan  de  comparaison  est  inférieur^  et  que  le  plan  P  existe  réelle- 
ment. 

On  peut  prendre  pour  plan  auxiliaire  le  plan  projetant  de  la  droite;  il  faut  alors 
le  rabattre  en  le  faisant  tourner  autour  d'une  de  ses  horizontales.  Nous  donnerons 
plus  loin  un  exemple  de  cette  construction  (art.  287), 

276.  Par  un  point  donné  mener  un  plan  parallèle  à  un  plan  donné. 

Pour  avoir  Féchelle  de  pente  du  plan  cherché,  il  suffit  de  mener  par  le  point 
donné  une  droite  parallèle  à  la  ligne  représentée  par  Féchelle  de  pente  du  premier 
plan  {art.  267). 

277.  Quandunplan  est  perpendiculaire  aune  droite^  son  échelle  de  pente  est  paral- 
lèle à  la  projection  de  la  droite,  car  ces  deux  lignes  sont  perpendiculaires  aux  hori- 
zontales du  plan  (art.  46). 

Les  angles  que  la  droite  et  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  font  avec 
l'horizon  sont  complémentaires;  par  conséquent,  les  intervalles  ^' et  i\  mesurés 
sur  la  projection  de  la  droite  et  sur  Féchelle  de  pente  du  plan^  sont  récipro- 
ques : 

ii'  ^  î , 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  cotes  doivent  croître  en  sens  opposé,  sur  Féchelle 
de  pente  du  plan  et  sur  la  projection  de  la  droite. 

278.  D'un  point  donné  A  [fig-  162)  mener  une  perpendiculaire  à  un  plan 
donné  P. 

La  projection  AB  de  la  perpendiculaire  est  parallèle  à  P.  L'intervalle  i'  est  o^,  80, 

ï4. 
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et  par  suite  i  doit  être  i'"",  ^5.  La  graduation  de  la  droite  ne  présente  ainsi  aucune 
difficulté.  Si  Ton  veut  avoir  la  distance  du  point  A  au  plan  P,  on  déterminera  le  pied 
de  la  perpendiculaire,  et  on  construira  la  vraie  grandeur  de  la  droite  qui  va  de  ce 
point  au  point  donné  (art.  265 .) 

On  résout  de  la  même  manière  le  problème  de  mener  par  un  point  un  plan  per- 
pendiculaire a  une  droite. 

279.  Déterminer  V  angle  de  deux  droites  ket^  [fig-  i5o). 

Par  un  point  m  de  A  ayant  une  cote  entière  9,  nous  menons  une  droite  B'  paral- 
lèle àB;  puis  nous  faisons  tourner  le  plan  des  droites  A  et  B'  autour  d'une  de  ses 
horizontales,  celle  qui  est  à  la  cote  12,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  horizontal.  La  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  m  de  l'espace  sur  l'axe  du  mouvement  se  projette  sur 
la  ligne  mg  perpendiculaire  à  cette  droite,  et  nous  trouvons  facilement  sa  gran- 
deur g'M<  (art.  26S);  nous  pouvons  par  suite  placer  le  rabattement  M  du  point  de 
l'espace,  et  des  côtés  de  l'angle  cherché. 

Si  les  droites  A  et  B'  étaient  dans  un  même  plan  vertical,  le  rabattement  serait 
disposé  comme  il  est  indiqué  sur  l^Jigure  i45. 

280.  Trouver  l'angle  de  deux  plans  V  et(^  [fig:  ^53). 

La  droite  mn,  perpendiculaire  a  la  projection  ab  de  l'intersection  des  deux  plans, 
peut  être  considérée  comme  la  trace  sur  le  plan  horizontal  qui  est  à  la  cote  1 3 
d'un  plan  perpendiculaire  aux  plans  P  et  Q.  Nous  rabattons  ce  plan  auxiliaire  en 
le  faisant  tourner  autour  de  mn  :  le  point  où  il  perce  l'intersection  se  place  en  G,  a 
une  distance  de  r,  que  l'on  obtient  en  rabattant  le  plan  projetant  de  la  droite  ab 
autour  de  celle  de  ses  horizontales  qui  est  à  la  cote  1 3.  L'angle  cherché  est  mG^n. 
Cette  construction  est  analogue  à  celle  que  nous  avons  exposée  à  l'article  56  pour 
le  cas  où  l'on  opère  sur  deux  plans  coordonnés. 

28  i.  Par  un  point  donné  A  mener  une  droite  qui  fasse  un  angle  donné  a^ec  une 
droite  donnée  D  [fig-  î  5  ï  ) . 

Nous  déterminons  sur  la  droite  un  point  B  à  la  même  cote  que  A,  et  nous  con- 
cevons que  le  plan  passant  par  la  droite  et  par  le  point  donné  tourne  autour  de 
la  ligne  AB  jusqu'à  devenir  horizontal.  Un  point  n  est  porté  en  N,  et  la  droite  D 
devient  BN;  on  trace  alors  la  ligne  AI  sous  l'inclinaison  voulue,  et  l'on  remet  le 
plan  en  position  :  le  point  I  est  ramené  en  i,  et  la  droite  cherchée  est  ki. 

Le  problème  admet  une  seconde  solution  si  le  sens  dans  lequel  on  doit  mesurer 
l'angle  n'est  pas  déterminé  par  la  nature  de  la  question. 

Si  l'on  voulait  avoir  la  distance  du  point  A  à  la  droite  D,  on  abaisserait  de  ce  point 
une  perpendiculaire  sur  Bl,  et  on  mesurerait  sa  longueur. 

Exercices. 

282.  On  donne  trois  points  A,  B,  C  [fig»  ^54);  on  demande  : 

i"*.  De  faire  passer  par  chacune  des  lignes  AB  et  BC  un  plan  dont  la  pente  vers 
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l'extérieur  de  l'angle  ABC  soit  ~,  et  de  limiter  ces  deux  plans  X  et  Y  aux  droites  AB 
et  BC  d'une  part,  et  de  l'autre  a  des  plans  verticaux  parallèles  à  ces  lignes,  et  éloignés 
d'elles  de  6  mètres; 

1^.  De  faire  passer  par  les  droites  G  et  H  suivant  lesquelles  les  plans  X  et  Y  cou- 
pent les  plans  verticaux,  des  plans  x  et  j  inclinés  à  i  de  base  pour  i  de  hauteur,  et 
de  les  limiter  a  un  plan  horizontal  situé  à  3"',5o  au-dessous  du  point  B; 

S"".  De  prendre  sur  les  droites  G  et  H  deux  points  de  même  cote  D  et  E,  peu 
éloignés  l'un  de  l'autre,  et  de  faire  passer  un  plan  par  ces  points  et  le  point  B,  et 
un  autre  plan  par  ces  points  et  le  point  où  se  rencontrent  les  traces  des  plans  x  et 
y  sur  le  plan  horizontal  situé  à  3°",  5o  au-dessous  du  point  B. 

Dans  cet  exercice  et  dans  les  suivants,  les  cotes  représentent  des  hauteurs  au- 
dessus  d'un  plan  de  comparaison  inférieur. 

On  résout  la  première  partie  du  problème  par  la  construction  donnée  à  l' ar- 
ticle 272.  Ainsi  la  différence  de  niveau  des  points  A  et  B  étant  o"^,  90,  et  le  plan  X 
devant  avoir  une  pente  de  -|,  la  distance  du  point  B  a  l'horizontale  du  point  A  est, 
sur  la  figure,  o"',9o  x  6  ou  5"^,  40.  Nous  obtenons  donc  l'horizontale  de  la  cote 
2lf^,  90  en  menant  du  point  A  une  tangente  a  un  cercle  décrit  du  point  B  comme 
centre,  et  avec  un  rayon  de  5"^',  4o.  Nous  avons  tracé  les  lignes  de  niveau  du  planX 
qui  ont  des  cotes  entières,  et  celles  qui  correspondent  à  des  cotes  fractionnaires 
de  a 5  centimètres  en  12 5  centimètres. 

On  détermine  le  plan  Y  par  une  construction  analogue. 

Le  plan  x  doit  être  limité  à  son  intersection  avec  un  plan  horizontal  situé  à  3^,5o 
au-dessous  du  point  B,  et  par  conséquent  a  la  cote  3l>."^,  3o.  Comme  d'ailleurs  ce 
plan  est  incliné  a  i  de  base  pour  i  de  hauteur,  son  horizontale  de  la  cote  aa^S  3o 
passe  a  i'"^,  70  et  2"", 45  des  points/?  et  q  qui  sont  respectivement  aux  cotes  24'''  et 
0^4^575.  Cette  horizontale  est  donc  facile  à  tracer  comme  tangente  commune  de 
deux  arcs  de  cercle.  En  menant  par  les  points/?,  r,  s,  q  des  parallèles  a  cette  ligne, 
on  obtient  des  horizontales  du  plan. 

On  opère  de  la  même  manière  pour  le  plan  y. 

Les  points  D  et  E  doivent  avoir  la  même  cote,  et  comme  les  plans  X  et  Y  ont  des 
pentes  égales,  il  s'ensuit  que  sur  la  figure  ces  points  doivent  être  à  !a  même 
distance  des  horizontales  correspondantes,  par  exemple  de  celles  qui  sont  à  la 
cote  Si 5.  On  prend  le  point  D  arbitrairement,  le  point  E  est  ensuite  facile  à  déter- 
miner. Traçant  les  droites  BD,  BE,  FD,  FE  et  DE,  on  a  deux  surfaces  planes  trian- 
gulaires BED,  FED,  sur  lesquelles  on  obtient  aisément  des  lignes  de  niveau. 

Pour  limiter  la  figure,  nous  avons  supposé  que  les  plans  X  et  x  étaient  arrêtés 
à  un  plan  vertical  ii'  perpendiculaire  à  ceux  qui  projettent  les  droites  AB  et  G;  l'in- 
tersection des  plans  X  et  a;  par  ce  plan  a  été  rabattue.  Une  disposition  analogue  a 
été  adoptée  pour  les  plans  Y  et  y. 

285.  Une  plate-forme  horizontale  et  rectangulaire  ABCD  [fig.  i58)  est  élevée 
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jusqu'à  une  cote  donnée  8"",  35,  au-dessus  d'un  terrain  uni  dont  on  connaît  Féchelle 
de  pente  P.  Elle  se  relie  a  ce  terrain  par  des  talus  plans;  ceux  qui  correspondent  aux 
côtés  AB  et  CD  sont  inclinés  à  i  de  hauteur  pour  2  de  base,  et  les  autres  à  1  de 
hauteur  pour  3  de  base.  On  demande  dé  représenter  les  intersections  des  talus 
entre  eux  et  avec  la  surface  du  sol,  et  de  tracer  sur  eux  les  lignes  brisées  qui  pro- 
longent les  horizontales  cotées  du  plan. 

Les  droites  AB  et  CD  sont  des  horizontales  des  plans  des  talus  correspondants.  La 

pente  de  ces  talus  étant  -,  l'intervalle  est  2™,  et  Yinterçalle  réduit  pour  des  hori- 

zontales  échelonnées  de  o™,  a5  en  o^\  ^5  est  o"",  5o,  Il  est  donc  facile  de  tracer  les 
échelles  de  pente  pour  ces  deux  talus;  on  opère  de  la  même  manière  pour  les 
autres,  en  observant  que  l'intervalle  est  seulement  i"^,  5o. 

Les  points  de  rencontre  des  horizontales  de  même  cote,  des  talus  et  de  la  surface 
du  sol,  et  de  deux  talus  contigus  font  connaître  les  droites  d'intersection  cherchées. 

284.  Une  plate-forme  horizontale  et  rectangulaire  ABCD  {fig\  i56)  est  placée  à 
une  cote  donnée  17^,  5o,  partie  en  remblai  et  partie  en  déblai,  sur  un  terrain  uni 
dont  l'échelle  de  pente  est  donnée.  Les  talus  de  déblai  sont  réglés  à  i  de  base  pour 
I  de  hauteur,  et  ceux  de  remblai  à  3  de  base  pour  1  de  hauteur. 

Une  rampe  de  3""  de  largeur,  inclinée  a  5  de  base  pour  i  de  hauteur,  s'étend  du 
milieu  du  côté  qui  est  en  remblai,  jusqu'au  terrain  naturel. 

On  demande  de  représenter  les  talus  de  la  plate-forme  et  la  rampe. 

Les  remblais  et  les  déblais  prennent  leur  origine  aux  points  M  et  N,  où  l'hori- 
zontale du  sol,  qui  est  a  la  cote  17^,50,  rencontre  le  rectangle  de  la  plate-forme. 
Les  droites  M/n^  et  N/i^,  tracées  perpendiculairement  aux  grands  côtés  AD  et  BC, 
peuvent  être  prises  pour  échelles  de  pente  des  talus  de  déblai;  leur  pente  étant  i, 
l'intervalle  est  aussi  i  :  prenant  les  longueurs  Mw  et  Wn  égales  à  i"",  nous  pou- 
vous  tracer  les  droites  mm!  et  nn! ,  qui  sont  les  horizontales,  à  la  cote  i8"^,5o  des 
plans  des  talus,  et  dont  les  rencontres  m!  et  n!  avec  l'horizontale  de  même  cote  du 
terrain  font  connaître  les  lignes  d'intersection  Mm'  et  N/i'. 

Les  trois  talus  de  déblai  ayant  la  même  pente,  leurs  intersections  ka  et  Bè  font 
des  angles  égaux  avec  les  côtés  contigus  de  la  plate-forme.  Nous  les  traçons  par 
cette  seule  considération;  leurs  points  de  rencontre  a  ei  b  avec  Mm'  et  N^'  déter- 
minent l'intersection  ab  du  troisième  talus  avec  le  terrain  naturel. 

Les  horizontales  de  la  surface  du  sol  sont  prolongées  sur  les  talus  de  déblai,  en 
ligne  brisée,  par  des  droites  parallèles  aux  côtés  du  rectangle. 

Les  talus  de  remblai,  abstraction  faite  de  la  rampe,  s'établissent  de  la  même 
manière,  avec  la  différence  qui  résulte  du  changement  de  la  pente. 

Pour  la  rampe,  nous  traçons  d'abord  les  côtés  parallèles  EG  et  FH  a  la  distance 
de  3""  l'un  de  l'autre.  La  pente  devant  être  |,  l'intervalle  est  5.  Après  avoir  tracé 
les  horizontales  pour  des  cotes  de  0^^,50  en  o"^,5o,  nous  prolongeons  deux  d'entre 
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elles,  celles  qui  sont  aux  cotes  iii'^jSo  et  iS^'jSo,  jusqu'à  la  rencontre  des  hori- 
zontales de  même  cote  du  terrain  (art,  274),  et  nous  obtenons  l'intersection  hg 
du  plan  de  la  rampe  avec  celui  de  la  surface  du  sol.  La  partie  HG  est  seule  utile. 

D'après  la  pente  assignée  aux  talus  de  remblai,  l'intervalle  est  l'^^So.  Le  point  1 
étant  à  2"^  au-dessous  du  point  E,  son  horizontale,  sur  la  figure,  passe  à  3^  de  la 
projection  de  ce  point;  elle  est  donc  tangente  au  cercle  décrit  du  point  E  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  3°".  La  rencontre  de  cette  horizontale  et  de  celle  de 
même  cote  du  terrain  donne  un  point  i  de  l'intersection.  Nous  savons  d'ailleurs  que 
cette  droite  passe  par  le  point  G.  On  opère  de  la  même  manière  pour  l'autre  talus. 
Les  horizontales  du  plan  sont  prolongées  en  ligne  brisée  sur  la  rampe  et  les  talus: 
285.  Quand  on  veut  placer  sur  un  terrain  incliné  un  polyèdre  dont  la  repré- 
sentation sur  un  sol  horizontal  n'offrirait  aucune  difficulté,  on  peut  supposer  le 
plan  qui  forme  la  surface  du  terrain  ramené  à  l'horizontalité,  y  dessiner  le  corps 
et  voir  le  déplacement  qu'il  éprouve  quand  on  rétablit  le  plan  dans  sa  position. 
Nous  allons  donner  un  exemple  de  cette  manière  d'opérer. 

On  demande  de  représenter  un  polyèdre  compris  entre  six  faces  :  une  base  rectan- 
gulaire placée  sur  un  terrain  incliné,  une  base  supérieure,  parallèle  a  la  première  et 
rectangulaire  comme  elle,  et  quatre  trapèzes  également  inclinés  sur  les  plans  des 
bases.  On  donne  les  dimensions  des  bases,  leur  écartement  et  la  pente  du  terrain. 
Si  l'on  suppose  que  la  surface  plane  du  sol  soit  devenue  horizontale  en  tournant 
autour  de  l'une  de  ses  horizontales,  celle  qui  est  à  la  cote  21^,20  [fig.  i55),  on 
pourra  tracer  la  projection  ABCDEFGH  du  polyèdre;  puis,  rabattant  sur  le  plan 
horizontal  de  la  même  cote  le  plan  vertical  qui  projette  l'échelle  de  pente,  on  y  pla- 
cera la  projection  G'E'  de  la  base  supérieure  du  polyèdre. 

On  détermine  la  trace  verticale  PQ  du  terrain,  quand  il  est  remis  dans  sa  posi- 
tion, en  portant  sur  le  prolongement  d'une  horizontale  quelconque  du  plan,  celle 
de  la  cote  22^,20,  une  longueur  ^Q  égale  à  l'élévation  de  cette  ligne,  au-dessus  de 
celle  qui  a  servi  d'axe  pour  la  rotation.  On  place  ensuite  sans  difficulté  la  trace  ver- 
ticale é g'  du  plan  de  la  base  supérieure  du  polyèdre,  on  cherche  les  points  (a,  a'), 
{b,  è'),...,  où  les  sommets  (A,  A'),  (B,  B'),...  sont  transportés  dans  le  relève- 
ment. 

Si  une  arête  telle  que  ad  avait  été  donnée,  on  l'eût  ramenée  en  AD  sur  le  plan 
horizontal,  et  l'on  eût  appuyé  sur  cette  ligne  la  première  projection  du  polyèdre. 

Pour  tracer  les  lignes  de  niveau  sur  les  divers  plans,  nous  déterminons  le  point 
(m,  m')  qui  sur  l'arête  {cg,  c'  g')  esta  la  cote  2i"',6o,  et  nousle  joignons  au  point  r. 
Les  autres  horizontales  du  même  talus  sont  ensuite  faciles  à  tracer.  Nous  avons 
obtenu  celles  du  talus  opposé  en  déterminant  le  point  {n,  n!),  qui  est  à  la  cote 
21^,80. 
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CONES    ET    CYLINDRES. 


Notions  générales. 

286.  Après  les  explications  que  nous  venons  de  donner,  il  serait  trës-facile  de 
résoudre  par  la  méthode  des  projections  cotées  tous  les  problèmes  que  nous  avons 
traités  dans  le  Livre  II.  Nous  allons  examiner  celui  du  plan  tangent  à  un  cône  par 
un  point  extérieur. 

Le  cône  que  nous  considérons  est  donné  par  son  sommets  [fig,  iSg),  et  sa  trace 
sur  le  plan  horizontal  dont  la  cote  est  î3"^,  60.  Le  point  donné  esta.  La  ponctuation 
montre  que  le  sommet  du  cône  est  plus  élevé  que  la  base,  et  par  suite,  eu  égard  aux 
grandeurs  relatives  des  cotes,  que  le  plan  de  comparaison  est  inférieur. 

Nous  déterminons  sur  la  droite  as  le  point  g  qui  est  à  la  cote  i3^,  60  du  plan  de 
la  base  du  cône.  Chacune  des  tangentes  gv  et  gu  est  la  trace  d'un  plan  tangent  sur 
le  plan  horizontal  i3,6o.  Nous  plaçons  les  échelles  de  pente  perpendiculaires  à  ces 
lignes,  et  nous  y  rapportons  par  des  horizontales  la  graduation  de  la  droite  as. 

287.  Les  tracés  ne  sont  pas  beaucoup  plus  difficiles  quand  la  base  du  cône  est 
sur  un  plan  incliné  R  [fig>  160). 

La  droite  qui  passe  par  le  sommet  s  et  le  point  donné  a  rencontre  le  plan  R  en  un 
point  g  que  nous  déterminons  en  rabattant  le  plan  vertical  sa  sur  le  plan  horizontal 
qui  est  à  la  cote  8  :  la  droite  et  la  trace  du  plan  prennent  les  positions  AS  et  mb\ 
leur  point  de  rencontre  G  se  projette  en  g.  Il  n'y  a  plus  qu'à  mener  de  ce  point  des 
tangentes  gu  et  gv  a  la  trace  du  cône,  et  a  faire  passer  des  plans  par  ces  droites 
et  par  as. 

Exercice. 

288.  Un  cône  de  révolution  tronqué  dont  l'axe  est  vertical  s'élève  au-dessus 
d'un  terrain  plan  et  incliné,  et  y  porte  ombre.  On  demande  de  construire  son  inter- 
section par  le  plan,  les  lignes  de  l'ombre  propre  et  celles  de  l'ombre  portée. 

Le  cône  est  donné  par  son  sommet  S  [fig*  167)  et  le  cercle  CD  qui  forme  sa 
base  supérieure.  On  peut  par  conséquent  tracer  une  génératrice,  la  graduer,  et 
décrire  les  divers  parallèles  qui  sont  aux  cotes  des  horizontales  du  plan  représen- 
tées sur  la  figure.  La  courbe  d'intersection  du  tronc  de  cône  avec  le  terrain  est  donnée 
par  le  lieu  des  points,  tels  que  M,  où  les  cercles  rencontrent  les  horizontales  de 
même  cote  du  plan. 

La  tangente  de  la  courbe  en  un  point  M  passe  par  le  point  T,  où  se  rencontrent 
les  traces  du  plan  tangent  au  cône  et  du  plan  du  sol,  sur  le  plan  horizontal  qui  est  à 
la  cote  sS'"". 
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289.  Les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  :  la  droite  graduée  SK  donne  leur 
direction. 

Du  point  G,  situé  sur  cette  droite  à  la  cote  2  5°^,  nous  menons  des  tangentes  au 
cercle  de  même  cote;  ce  sont  des  horizontales  des  plans  tangents^  et  les  points  de 
contact  A  et  B  appartiennent  aux  génératrices  qui  séparent  la  partie  éclairée  de  la 
partie  obscure. 

La  trace  Ec  d'un  plan  tangent^  sur  la  surface  du  sol,  est  donnée  par  les  points  g 
et  h  où  se  rencontrent  deux  horizontales  de  même  cote  de  ces  plans  (art.  274). 
La  trace  de  l'autre  plan  tangent  est  obtenue  de  la  même  manière  par  les  points  h' 
et  i.  Les  droites  gh  et  //  i  se  rencontrent  nécessairement  sur  SG  en  un  point  K, 
ombre  du  sommet  S  du  cône. 

Le  rayon  de  lumière  Ce  rencontre  en  V  l'horizontale  HA  qui  est  a  la  cote  ^Zi-  Si 
nous  portons  sur  une  génératrice  quelconque  N/i  du  cylindre  d'ombre  une  longueur 
Nç^  égale  a  CY,  nous  aurons  le  point  où  elle  perce  le  plan  horizontal  dont  la  cote 
est  24.  Comme  d'ailleurs  Fintervalle  est  égal  à  GH  pour  tous  les  rayons  de  lumière, 
nous  obtenons  facilement  le  point  de  Nç^  qui  est  à  la  cote  23.  La  détermination 
du  point  d'ombre  n  sur  le  sol,  se  fait  ensuite  par  la  construction  expliquée  a  l'ar- 
ticle 275. 

Si  l'on  veut  avoir  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  cd,  on  cherchera  les 
ombres  de  deux  diamètres  rectangulaires  du  cercle  CD. 
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CHAPITRE  PREMIER, 

PERSPECTIVE     AXONOMÉTRIOUE. 


Figures  géoniétrales , 


290.  On  trouve  généralement  dans  les  édifices,  les  machines  et  les  autres  con-- 
structions  trois  directions  principales.  Tune  verticale  et  les  deux  autres  horizon- 
tales et  rectangulaires.  Il  est  facile  d'étahlir  les  projections  de  Tobjet  sur  trois  plans 
parallèles  à  ces  directions  considérées  deux  à  deux. 

La  projection  horizontale  a  reçu  le  nom  de  plan,  les  deux  autres  ceux  d'élévation 
longitudinale  ei  d' élévation  latérale.  Le  plus  souvent  on  ne  dessine  que  les  parties 
vues,  et  pour  montrer  celles  qui  sont  naturellement  cachées,  on  fait  de  nouvelles 
figures  en  supposant  que  la  partie  antérieure  de  l'objet  soit  enlevée  jusqu'au  plan 
de  projection  transporté  parallèlement  à  lui-même,  à  une  position  convenable.  Ces 
dessins  ont  reçu  le  nom  de  coupes.  Les  coupes  faites  par  des  plans  parallèles,  placées 
les  unes  sur  les  autres,  et  réunies  à  l'élévation  correspondante,  formeraient  une  pro- 
jection complète  de  l'objet. 

291.  Les  tracés  que  nous  avons  expliqués  dans  les  Livres  I  et  II  s'appliquent 
immédiatement  aux  plans,  coupes  et  élévations,  et  permettent  de  résoudre  toutes 
les  questions  géométriques  qui  se  rapportent  a  l'objet  représenté  ;  mais  ce  genre  de 
dessin,  qu'aucun  autre  ne  peut  remplacer  complètement  quand  on  veut  exécuter,  a 
l'inconvénient  de  ne  pas  faire  toujours  ressortir  d'une  manière  suffisamment  claire 
les  formes  des  objets,  et  il  faut  y  renoncer  quand  on  désire  que  des  dispositions 
compliquées  soient  promptement  comprises.  Le  mieux  alors  serait  peut-être  d'em- 
ployer la  perspective  régulière,  mais  elle  exige  beaucoup  de  soin  dans  les  tracés,  et 
tous  les  dessinateurs  ne  la  connaissent  pas.  On  y  supplée  par  de^  perspectives  rapides, 
modes  de  représentation  qui  n'exigent  que  des  tracés  faciles;  ils  ne  reproduisent 
pas  exactement  l'apparence  des  objets,  mais  ils  font  comprendre  l'agencement  de 
leurs  diverses  parties,  et  ils  permettent,  dans  bien  des  cas,  de  restituer  les  y?gi/r(?À* 
gèomètrales ;  c'est  ainsi  qu'on  appelle  le  plan,  les  élévations  et  les  coupes. 
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Notions  générales  sur  la  perspective  axonométrique , 

292.  La  perspective  axonométricjue  est  une  projection  orthogonale  faite  sur  un 
plan  oblique  aux  directions  principales  dont  nous  avons  parlé.  On  la  dispose  de 
manière  que  les  droites  verticales  dans  l'espace  soient  représentées  par  des  droites 
verticales  sur  la  figure. 

Pour  faire  une  perspective  axonométrique  d'un  objet  dont  on  a  les  figures  géo- 
métrales,  on  choisit  trois  axes  respectivement  parallèles  aux  trois  directions  prin- 
cipales, on  se  donne  arbitrairement  leurs  projections  S^,  Sj  et  S^  [fig.  i^S),  et 
on  détermine  les  angles  a,  b  et  c  qu'ils  forment  avec  le  plan  de  la  figure  (art.  82). 

Les  coordonnées  de  chacun  des  points  que  l'on  veut  représenter  peuvent  être  aisé- 
ment déterminées  sur  les  figures  géométrales;  la  direction  des  projections  de  ces 
lignes  est  connue,  et  il  est  facile  d'obtenir  leur  grandeur  réduite  d'après  leur  incli- 
naison» La  construction  d'une  perspective  axonométrique  se  réduit  ainsi  à  des  opé- 
rations très-simples. 

293.  Pour  opérer  d'après  des  données  numériques,  il  faut  avoir  des  échelles. 
On  établit  d'abord  et  arbitrairement  l'échelle  des  vraies  grandeurs  :  elle  sert  à 
déterminer  le  rayon  d'un  cercle  qui  représente  une  sphère,  l'écartement  de  deux 
droites  qui  forment  le  contour  apparent  d'un  cylindre  de  révolution,  le  grand  axe 
d'une  ellipse  perspective  d'un  cercle,  et  en  un  mot  toutes  les  longueurs  qui  ne 
sont  pas  réduites  par  la  projection. 

On  prend  ensuite  sur  les  droites  A'^  S',  B'^  S'  et  C'S'  {/ig.  175)  des  segments  A'^  M', 
B'^N'  et  CT'  égaux  a  l'unité,  et,  les  projetant  sur  XY^  on  a  la  grandeur  réduite  de 
l'unité  sur  les  projections  des  trois  axes,  ce  qui  permet  d'établir  des  échelles  pour 
les  longueurs  qui  leur  sont  respectivement  parallèles. 

Quand  les  directions  des  axes  sont  données  sur  la  figure,  l'une  quelconque  des 
échelles  détermine  les  trois  autres.  On  peut  ainsi  choisir  arbitrairement  la  lon- 
gueur qui  doit  représenter  l'unité  dans  la  direction  de  l'un  des  axes;  on  en  déduit  la 
longueur  de  l'unité  d'abord  dans  l'espace,  car  il  faut  supposer  qu'on  a  modifié  la 
grandeur  des  objets  avant  de  les  projeter,  et  ensuite  sur  le  plan  de  projection,  dans 
la  direction  de  chacun  des  deux  autres  axes. 

Ainsi,  si  l'on  veut  qu'un  mètre  sur  l'axe  dont  la  projection  est  Sj,  soit  repré- 
senté par  une  longueur  B'^N,  on  déterminera  la  grandeur  B'^N'  que  doit  avoir  une 
longueur  égale  à  un  mètre  sur  l'objet  dans  l'espace.  Prenant  ensuite  des  segments 
A\M'  et  GV  égaux  a  B\  N',  on  trouvera  que  les  longueurs  qui  doivent  correspondre 
à  un  mètre  sur  les  axes  Aœ  et  Az  sont  A'^M  et  C'P. 

294.  Quelquefois  on  se  donne,  non  la  direction  des  axes  sur  la  figure,  mais  les 
grandeurs  qui  doivent  représenter  l'unité  dans  la  direction  de  chacun  d'eux. 

Appelons  m,  n  et  p  ces  longueurs,  a,  &  et  c  les  angles  des  axes  avec  le  plan  de 
projection,  et  k  la  grandeur  de  l'unité  dans  l'espace,  c' est-a-dire  la  longueur  qui, 

i5. 
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portée  sur  l'un  ou  l'autre  des  trois  axes,  est  réduite  par  la  projection  \ni,  n  ou  />« 
Nous  avons 

Les  trois  axes  étant  rectangulaires,  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles 
qu'ils  font  avec  une  droite  quelconque  telle  que  (S,  ^S')  {fig,  i'j5)  est  égale  a  i,  et 
par  suite  la  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  complémentaires  a,  h  et  c 
qu'ils  font  avec  le  plan  de  projection  est  égale  a  n  : 

cos^  a  +  cos^  b  +  cos^  c  ==  2  ; 
donc 

m,  n  etp  étant  connus,  on  obtient  k  par  une  construction  très-simple  {/ig\  17/1)5 
et  l'on  a  l'échelle  des  vraies  grandeurs;  on  détermine  ensuite  les  angles  a,  b  et  c 
par  des  triangles  rectangles,  tels  que  Mftf  A\ ,  NN^  B'^ ,  PFC. 

Les  inclinaisons  des  trois  axes  étant  déterminées,  il  est  facile  d'obtenir  les  angles 
que  comprennent  leurs  projections  en  établissant  l^/igure  176  par  une  construction 
en  ordre  inverse  de  celle  que  nous  avons  donnée  à  l'article  82.  On  trace  une  droite 
XY  dans  la  direction  que  l'on  veut  donner  aux  verticales,  on  élève  une  perpendicu- 
laire 5S'  d'une  grandeur  arbitraire,  on  trace  les  droites  S'A'^,  S'B'^  et  S'C,  qui  ren- 
contrent XY  sous  les  angles  a,  b  et  c,  puis  la  ligne  S'd\  perpendiculaire  à  S'C\  Le 
reste  delà  construction  n'a  pas  besoin  d'explication. 

295.  En  faisant  disparaître  k  de  la  valeur  de  cosa,  on  obtient 

2  ni- 


h  n'  H-  p' 

Pour  que  l'angle  a  soit  réel,  il  faut  que  rn^  soit  plus  petit  que  n^  +/?^.  Si  cette- 
condition  n'était  pas  satisfaite,  le  triangle  rectangle  qui  fait  connaître  l'angle  a  ne 
pourrait  pas  être  construit,  car  l'hypoténuse  k  serait  plus  petite  que  le  côté  m.  On 
ne  trouve  un  système  de  trois  inclinaisons  réelles  que  quand  chacune  des  quan- 
tités m'\  TV'  et  p^  est  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres. 

On  n'obtient  des  projections  réelles  S^  et  Sj  pour  les  axes  horizontaux  que 
quand  les  arcs  décrits  du  point  S  comme  centre  avec  des  rayons  égaux  a  SA,  et  SB j 
rencontrent  la  droite  dd\  Il  faut  donc  que  l'on  ait 

SA,  >  S  J,  SB,  >  &d. 

On  obtient  immédiatement 

SiV,  —  ^S'cota,  SB^  —  ^S'cotô,  Se/—  ^S'tangc. 

k  l'aide  de  ces  valeurs,  et  en  éliminant  a,  è  et  c  par  les  équations  de  l'article  294, 
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on  reconnaît  que  les  inégalités  conduisent  a  la  condition  que  nous  avons  déjà  trou- 
vée. Cette  condition  suffit  donc  pour  que  le  problème  puisse  être  résolu. 
Nous  allons  maintenant  présenter  quelques  exercices. 

Assemblages  de  charpente. 

296.  Les  figures  géométraîes  164  et  i65  représentent  une  pièce  de  bois  horizon- 
tale B  assemblée  a  tenon  Qi  mortaise  dans  une  pièce  verticale  A.  Lesjigures  166  et 
,167  sont  des  perspectives  axonométriques  de  ces  pièces  séparées. 

Par  un  point  i'  [fig.  166),  nous  menons  deux  droites  i' .2!  et  }/,'-]'  respective- 
ment parallèles  à  S^  et  Sy  [fig,  175),  et  nous  portons  sur  ces  lignes  les  longueurs 
î .  2  et  1 .7  {fig,  164),  après  les  avoir  réduites  par  la  projection  sous  les  angles  a  et  h 
[fig,  175).  En  achevantle  parallélogramm,e  1'.  2' .  8'. 7',  nous  avons'une  section  droite 
de  la  pièce  A,  et  par  les  sommets  i\  2',  8'  et  7'  nous  traçons  les  arêtes  dans  une 
direction  parallèle  a  ^z  [fig.  173). 

La  longueur  s .  1"  de  X^i  figure  i65  est  réduite  par  la  projection  sous  F'cmgie  c,  et 
portée  sur  X^fiigure  î66. 

On  continue  les  opérations  de  la  même  manière  ;  il  n'y  a  aucune  difficulté,  parce 
que  chacune  des  droites  est  dans  l'une  des  directions  principales. 

297.  On  propose  d'établir  la  perspective  axonométrique  de  la  pièce  entaillée 
pour  un  assemblage  à  mi-bois  avec  embrèvement^  qui  est  représentée  sur  les  figures 
géométraîes  170  et  171. 

Sur  une  droite  i'.7'  [fig,  i^j^i)  parallèle  à  l'axe  ^y[fig*  ^7^)»  ^^^^  portons  les 
longueurs  i  .9,  i .  8  et  i  .7  prises  sur  l'àfiigure  170,  et  réduites  convenablement,  c'est- 
à-dire  par  une  projection  sous  l'inclinaison  b.  Nous  traçons  parallèlement  à  Sx* 
[fiig.  170)  les  grandes  arêtes  qui  passent  par  les  points  i'  et  7',  et  les  coordonnées  qui 
aboutissent  aux  points  9'  et  8^  Nous  plaçons  sur  ces  droites  les  longueurs  des  lignes 
1.3,  9.2,  8.5,  7.6  et  7.4,  réduites  par  une  projection  sous  l'inclinaison  a,  et  nous 
établissons  les  lignes  brisées  i'.  5'.  6'  et  3'.  2'.  4'-  H  n'y  a  plus  qu'a  tracer  des  verti- 
cales, et  à  les  prendre  égales,  les  unes  à  l'épaisseur  totale  de  la  pièce  convenable- 
ment réduite,  les  autres  a  sa  moitié. 

Niche  sphérique.  [Planche  XLIX.) 

298.  Nous  allons  nous  proposer  d'établir  directement  la  perspective  axonomé- 
trique d'une  niche  sphérique. 

Nous  nous  donnons  les  directions  S ^,  S j  et  Sjs  des  projections  des  axes;  nous 
déterminons  leurs  inclinaisons  S' A'^X,  S'B\X  et  S'C'X  sur  le  plan  de  la  figure,  puis 
nous  projetons,  sous  chacun  de  ces  angles,  la  longueur  qui  doit  représenter 
I  mètre  dans  l'espace.  Enfin,  divisant  cette  longueur  et  ses  projections  A'^M,  B\N 
et  C'P,  nous  avons  l'échelle  des  vraies  grandeurs  et  les  trois  échelles  réduites  qui 
correspondent  aux  trois  axes. 


Il8  LiVRE  IV.     —    PERSPECTIVES    AXONOMÉTRÎQUE    ET    CâVALIÈRE. 

Le  plan  ^S^  est  parallèle  au  plan  de  tête  (i)  de  la  niche. 

299.  La  droite  ab  [fig,  162)  parallèle  à  S^  est  un  diamètre  de  Fellipse  dont  la 
moitié  supérieure  représente  le  demi-cercle  de  tête.  Sa  longueur  est  égale  à  la  lar- 
geur de  la  niche  que  nous  supposons  de  i  mètre,  mesurée  à  Féchelle  S^,  Le  centre 
de  la  sphère  est  au  point  milieu  C. 

Le  plan  de  tête  étant  parallèle  aux  deux  axes  S^  et  S^,  les  droites  de  ce  plan 
qui  sont  parallèles  au  pian  de  projection,  se  trouvent,  telles  queCA,  perpendiculaires 
a  Sj  (art.  82).  Nous  pouvons  donc  tracer  la  droite  CV,  sur  laquelle  est  le  diamètre 
qui  n'est  pas  réduit  par  la  projection,  c'est-a-dire  le  grand  axe  de  Fellipse.  Nous 
obtenons  le  sommet  ç'  en  prenant  sur  cette  ligne  un  segment  G  9  égal  à  une  Ion- 
vgueur  de  5o  centimètres,  mesurée  à  Féchelle  des  vraies  grandeurs. 

Si  l'on  voulait 'apporter  beaucoup  d'exactitude  au  dessin,  pour  déterminer  le 
demi  grand  axe,  on  porterait  la  ligne  C6  [fig^  162)  sur  XY  [fig^  161),  à  partir  du 
point  A'^,  et  l'on  verrait  à  quelle  longueur  cette  projection  correspond  sur  A'^  S'. 

Le  petit  axe  est  dirigé  sur  la  droite  Cj  parallèle  à  Sj;  nous  déterminons  sa  gran- 
deur par  la  condition  que  Fellipse  passe  au  point  &,  Pour  cela,  de  ce  point  comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  Gç',  nous  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  en  m  le 
petit  axe  prolongé,  nous  traçons  la  droite  mb,  et  le  segment  bn  est  la  longueur  de 
la  moitié  du  petit  axe.  On  voit  en  effet  que  si  la  droite  mn  se  meut  de  manière  que 
ses  extrémités  m  et  n  glissent  sur  les  lignes  GM  et  GN,  le  point  b  décrira  une 
ellipse  dont  les  axes  auront  la  position  et  la  grandeur  que  nous  avons  indiquées 
(art.  152). 

300.  Les  demi-ellipses  décrites  sur  les  diamètres  ab  et  AB  sont  les  projections 
de  deux  demi-cercles  situés  dans  un  même  plan,  et  concentriques.  Il  résulte  de  là 
qu'elles  sont  semblables,  et  que  leurs  axes  sont  dirigés  sur  les  deux  mêmes  droites 
GN  et  Gy.  En  menant  par  le  point  B  la  droite  NM,  parallèle  à  nm^  on  obtient  les 
segments  MB  et  NB,  qui  sont  les  demi-axes  de  Fellipse  AB. 

Pour  représenter  les  lignes  des  voussoirs  sur  le  plan  de  tête,  nous  rendons  ce 
plan  parallèle  a  celui  de  la  figure  en  le  faisant  tourner  autour  de  la  droite  GN.  Les 
points  A  et  B  décrivent  des  arcs  de  cercle  dont  les  centres  sont  sur  la  droite  indé- 
finie GN,  et  qui  se  projettent  sur  des  perpendiculaires  à  cette  droite;  le  demi-cercle 
qui  a  son  centre  en  G,  et  dont  la  perspective  est  AVB,  vient  se  projeter  en  vraie 
grandeur  suivant  A,VB,.  Nous  le  partageons  en  cinq  parties  égales  aux  points 
D<,  E^,....  Quand  nous  remettons  le  plan  de  tête  en  position,  ces  points  sont 
transportés  en  D,  E, ...  par  des  perpendiculaires  à  GN. 

Les  lignes  de  division  des  voussoirs  convergent  vers  le  centre  G. 


(i)  Le  plan  de  tête  est  le  plan  vertical  de  la  surface  du  mur  dans  lequel  est  établie  la  niche.  Les 
assises  sont  les  zones  horizontales  de  pierres  qui  s'élèvent  jusqu'à  la  partie  sphérique.  On  appelle  vous^ 
5o/r5  les  pierres  qui  forment  cette  partie,  et  trompillon  le  voussoir  central  h^e^a^  [fig,  i63). 
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301.  Par  les  points  a,  &,  A  et  B  nous  traçons  des  droites  parallèles  à  Sjs 
et  nous  portons  sur  elles  une  longueur  égale  a  la  hauteur  du  cylindre  de  la  niche 
mesurée  a  l'échelle  S^  :  nous  supposons  cette  hauteur  de  i'^,l\S,  Nous  partageons 
ensuite  les  droites  ap  et  bq  en  5  parties  égales,  et  par  les  points  de  division  nous 
traçons  les  lignes  d'assise  sur  le  plan  de  tête. 

Tous  les  demi-cercles  horizontaux  ont  des  projections  identiques;  nous  allons 
indiquer  le  tracé  de  celui  dont  les  extrémités  sont  aux  points p  ^iq. 

Le  demi  grand  axe  kg  est  parallèle  à  AB  {fig^  ï6i),  et  égal  au  demi  grand  axe  Ci^ 
de  l'ellipse  que  nous  venons  de  tracer,  parce  que  les  cercles  représentés  ont  des 
rayons  égaux.  Le  demi  petit  axe  ht  peut  être  obtenu,  soit  par  le  même  moyen  que 
précédemment,  soit  en  portant  la  longueur  du  rayon  sur  la  droite  rf'S'  [fig-  i6i),  et 
la  projetant  sur  XY.  Il  faut  en  effet  remarquer  que  le  petit  axe  de  l'ellipse  est  la 
projection  du  diamètre  du  cercle  qui  fait  le  plus  grand  angle  aigu  avec  le  plan  de  la 
figure. 

Nous  aurions  pu  déterminer  de  la  même  manière  le  petit  axe  de  la  demi-ellipse 
mb,  en  projetant  le  grand  axe  sous  l'angle  que  fait  la  face  ^S^  {fig.  161)  avec  le 
plan  de  la  figure.  Cet  angle  est  le  complément  de  S'B'^X. 

Pour  diviser  le  demi-cercle /?g'^,  nous  rendons  son  plan  parallèle  au  plan  de  pro- 
jection, en  le  faisant  tourner  autour  du  diamètre  kg, 

502.  Il  ne  nous  reste  à  tracer  que  les  cercles  de  la  sphère  ;  nous  ferons  l'explica- 
tion sur  \^  figure  i63,  mieux  disposée  pour  cela.  Elle  représente  la  même  niche 
que  \2i figure  162,  et  avec  les  mêmes  échelles,  mais  les  longueurs  parallèles  à  Sy 
sont  mesurées  dans  un  sens  opposé.  Il  faut  supposer  que  le  sommet  S  est  au 
delà  du  plan  de  projection  qui  passe  par  les  points  A,  B  et  C,  au  second  point  de 
rencontre  de  la  verticale  ^S'  avec  le  cercle  C  d\ 

Nous  avons  tracé  cette  figure  pour  montrer  comment,  sans  changer  les  échelles, 
on  peut  disposer  une  perspective  axonométrique,  suivant  l'aspect  sous  lequel  on 
veut  montrer  l'objet. 

305.  La  courbe  a^  &,  du  trompillon  et  la  courbe  de  tête  ab  sont  semblables  et 
semblablement  placées;  leur  centre  de  similitude  se  trouve  sur  la  droite  Cj,  paral- 
lèle a  Sj  [fig,  161),  parce  qu'il  est  la  projection  du  sommet  du  cône  auquel  les 
deux  cercles  appartiennent  dans  l'espace  (1).  Nous  déterminons  le  point  b^  en  rele- 
vant le  point  6'^,  placé  dans  la  position  convenable  sur  le  cercle  rabattu  p^  q^.  La 
droite  èè^  fait  trouver  le  point  0,  centre  de  similitude.  Nous  déterminons  ensuite 
facilement  les  axes  de  l'ellipse  a^b^^. 

Nous  obtenons  les  lignes  de  division  des  voussoirs  en  faisant  tourner  l'arc  bb^ 
autour  de  Cj.  Pourvoir  où  se  place  un  point  bo  quand  le  point  b  arrive  en  e,  nous 

(i)  H  existe  deux  cônes  différents  sur  lesquels  les  deux  cercles  se  trouvent  :  leurs  sommets  corres- 
pondent aux  deux  centres  de  similitude  qui  existent  entre  les  ellipses. 
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traçons  la  droite  èoC..,  parallèle  à  èC,  et  la  droite  bb^S;  elles  deviennenl  Tune  la 
ligne  €2^2?  parallèle  à  Ce,  l'autre  la  ligne  eS.  Le  point  60  ^  été  transporté  a  leur 
intersection  e^^ 

On  peut  encore  remarquer  que  les  droites  be  et  ^2^2?  cordes  des  arcs  décrits,  sont 
parallèles  dans  l'espace,  et  par  suite  en  projection. 

Au  points,  la  tangente  a  l'ellipse  ee^e^  est  parallèle  à  CO,  parce  qu  elle  est  per- 
pendiculaire au  plan  de  tête.  Les  droites  Ce  et  Cj  sont  donc  deux  demi-diamètres 
conjugués  :  on  peut  se  servir  de  cette  propriété  pour  tracer  l'ellipse. 

Un  cercle  décrit  du  point  C  comme  centre  avec  C^  pour  rayon  serait  le  con- 
tour apparent  de  la  sphère,  si  elle  était  en  relief;  cette  courbe  se  raccorde  tangen- 
tiellement  en  g'  avec  la  verticale  gg\  qui  serait  le  contour  apparent  du  cylindre.  Les 
parties  cachées  des  lignes  d'assise  touchent  la  droite  gg'  ou  l'arc  g'ç. 

304.  Nous  aurions  pu.  employer  des  échelles  pour  construire  les  figures  axono-» 
métriques  166  et  167,  mais  il  aurait  fallu  mesurer  d'abord,  à  l'échelle  de  la  P/ancAeX, 
les  longueurs  relevées  parallèlement  aux  directions  principales  sur  les  figures  géo- 
métraîes  164  et  i65.  Toute  longueur  portée  sur  une  figure  axonométrique  aurait 
ainsi  exigé  l'emploi  successif  de  deux  échelles.  Cette  manière  d'opérer  ne  peut  pas 
donner  une  grande  précision.  En  général,  il  est  convenable  de  ne  se  servir  des 
échelles  que  quand  on  construit  une  perspective  d'après  des  données  numériques. 

Restitution  des  figures  géométrales  des  objets  représentés  par  une  perspective 

axononomètrique . 

303.  Une  perspective  axonométrique,  étant  une  projection  sur  un  seul  plan,  ne 
suffit  pas  pour  définir  complètement  les  objets,  maison  peut  souvent  faire  dispa- 
raître l'indétermination  par  les  données  que  l'on  a  sur  leur  forme. 

Si  nous  savons  que  les  pièces  de  bois  représentées  sur  \^^  figures  166  et  167  ont 
leurs  faces  rectangulaires,  et  qu'elles  se  rencontrent  elles-mêmes  a  angle  droit,  nous 
aurons  immédiatement  la  direction  des  axes  principaux,  et  nous  en  conclurons  leur 
obliquité  sur  le  plan  de  projection  (art.  82).  Faisant  ensuite  les  constructions  que 
nous  avons  expliquées,  mais  en  ordre  inverse,  nous  établirons  les  figures  géomé- 
trales, et  nous  déterminerons  leur  échelle  si  nous  connaissons  l'une  des  échelles 
de  la  perspective. 

Sur  la  figure  172,  rien  n'indique  la  direction  de  Taxe  Sy,  par  conséquent,  si 
cette  direction  n'est  pas  donnée,  la  restitution  sera  impossible. 

Quant  à  la  niche,  comme  on  a  tout  lieu  de  la  regarder  comme  formée  d'un  demi- 
cylindre  et  d'un  quart  de  sphère,  sa  perspective  axonométrique  la  détermine  com- 
plètement. 

Perspective  monodimétrique. 

306.  La  perspective  axonométrique  est  anisométrique  quand  les  trois  axes  ont 
des  inclinaisons  inégales  sur  le  plan  de  projection.  On  la  dit  monodimétrique  quand 
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deux  des  axes  ont  des  inclinaisons  égales;  le  troisième  fait  alors  en  projection  des 
angles  égaux  avec  les  deux  autres,  et  deux  des  quatre  échelles  deviennent  iden- 
tiques. Ces  circonstances  apportent  quelques  simplifications. 

Les  axes  également  inclinés  peuvent  être  l'un  vertical  et  Fautre  horizontal,  ou 
tous  les  deux  horizontaux.  De  la  résultent  deux  dispositions  différentes  en  appa- 
rence pour  la  perspective  monodimétrique. 

Les  figures  géométrales  sont  des  perspectives  monodimétriques,  dans  lesquelles 
les  angles  égaux  a  et  5  ou  a  et  c  sont  nuls. 

Perspective  isométrique, 

507.  La  perspective  est  isométrique  quand  les  trois  directions  principales  ont  des 
inclinaisons  égales  sur  le  plan  de  projection.  L'équation  des  cosinus  donnée  à  Tar- 
ticle  294  devient  alors 


cosc=i/|^     d'où     sinc=i/^' 


Traçons  un  triangle  rectangle  isocèle  BAD  [fig,  176),  portons  l'hypoténuse  BD 
de  A  en  C,  et  traçons  CB  :  les  trois  côtés  du  triangle  BCA  sont  proportionnels  aux 
racines  carrées  des  nombres  3,  3  et  i,  et  l'angle  ACB  est  égal  à  l'angle  que  les  trois 
axes  font  avec  le  plan  de  projection, 

508.  On  appelle  droites  isométriques  celles  qui  sont  parallèles  a  l'un  quekonque 
des  axes,  o^i  plans  isométriques  ceux  qui  sont  parallèles  à  deux  axes. 

Les  longueurs  des  droites  isométriques  sont  mesurées  à  une  même  échelle,  que 
Ton  appelle  échelle  isométrique.  On  la  considère  comme  l'échelle  du  dessin;  ainsi 
une  perspective  est  dite  au  centième,  quand  une  longueur  d'un  mètre  parallèle  à  l'une 
des  trois  directions  principales  est  représentée  par  une  ligne  d'un  centimètre.  Il 
faut  concevoir  qu'avant  de  projeter  l'objet,  on  altère  ses  dimensions  linéaires  dans 
le  rapport  de  loocosc  à  i,  de  manière  que  la  projection  réduisant  les  droites  iso- 
métriques dans  le  rapport  de  i  à  cosc,  elles  se  trouvent  en  définitive  amenées  au 
centième  de  leur  grandeur. 

D'après  cela,  une  sphère  de  i  mètre  de  rayon  serait  représentée  par  un  cercle 

dont  le  rayon  aurait  une  longueur  donnée  par  l'expression  —  w -•  On  mesurerait 

immédiatement  ce  rayon  à  l'échelle  des  vraies  grandeurs  dont  nous  donnons  la 
construction  à  l'article  suivant. 

509.  L'égalité  des  angles  a,  b,c[fig,  175)  entraîne  celle  des  longueurs  SA,  SB, 
se,  et  par  suite  celle  des  angles  jS^;,  z^x,  x^y:  ces  derniers  angles  sont  donc  de 
120  degrés  [fig.  178). 

Considérons  une  ellipse  adbc  projection  d'un  cercle  situé  dans  un  plan  isomé- 
trique parallèle  à  S^  et  Sz.  Les  axes  cd  et  ab  doivent  être,  l'un  parallèle,  l'autre 
L  16 
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perpendiculaire  à  la  troisième  direction  isométrique  Sj  (art.  299).  Il  y  a  deux 
diamètres  isométriques /?^  et //z/z  respectivement  parallèles  a  Sx  et  à  S^;  ils  sont 
nécessairement  égaux  et  de  plus  conjugués  comme  projections  de  deux  diamètres 
rectangulaires  du  cercle. 

Nous  aurons,  en  appelant  R  le  rayon  du  cercle, 

ab  :=r.  2^y  pq  =  mn=:  2^co^c,  ce/— 2  R  sine. 

D'après  les  valeurs  de  cosc  et  de  sine,  nous  voyons  que  le  grand  axe,  les  diamètres 
isométriques  et  le  petit  axe  sont  proportionnels  aux  racines  carrées  des  nombres  3, 
2  et  I.  Cette  relation  permet  de  déterminer  facilement  la  grandeur  que  Ton  doit 
donner  aux  axes  d'une  ellipse  isométrique  :  c'est  ainsi  qu'on  appelle  une  ellipse  pro- 
jection d'un  cercle  situé  dans  un  plan  isométrique. 

Traçons  deux  droites  CF  et  CG  {/ig\  177)  respectivement  parallèles  a  CA  et  GB 
{/ig*  176),  et  établissons  l'échelle  isométrique  sur  CF  :  si  le  rayon  du  cercle  que 
nous  mettons  en  perspective  a  une  grandeur  de  l'^jSo,  nous  mesurerons  cette  lon- 
gueur sur  l'échelle  CF  de  G  en  M,  et  élevant  la  perpendiculaire  MN,  les  droites  CN  et 
NM  seront  le  demi  grand  axe  et  le  demi  petit  axe  de  l'ellipse. 

En  marquant  sur  la  droite  CG  {Jig\  177)  des  points  de  division  qui  se  projet- 
tent exactement  sur  ceux  de  CF,  nous  aurons  une  échelle  sur  laquelle  on  pourra 
mesurer  directement  la  longueur  du  grand  axe  de  l'ellipse.  Cette  échelle  est  celle 
des  vraies  grandeurs,  c'est-a-dire  des  droites  parallèles  au  plan  de  projection. 

310.  Les  ellipses  isométriques  sont  semblables,  et  par  suite  on  peut  construire 
un  rapporteur  qui  permette  de  les  diviser  en  arcs  égaux,  ce  qui  est  utile  dans  diver- 
ses circonstances,  principalement  pour  dessiner  des  roues  dentées  et  des  colonnes 
cannelées. 

On  commence  par  tracer  sous  un  angle  de  120  degrés  les  demi-diamètres  isomé- 
triques {Jig\  179),  on  leur  donne  une  longueur  arbitraire  qui,  sur  notre  figure, 
est  de  3  centimètres,  et,  portant  cette  longueur  sur  la  droite  CF  {Jig\  177),  on 
obtient  le  demi  grand  axe  et  le  demi  petit  axe  de  la  demi-ellipse  qui  doit  former 
le  rapporteur.  On  décrit  sur  le  grand  axe  un  demi-cercle,  on  le  divise  en  parties 
égales,  et,  supposant  qu'il  soit  relevé  en  tournant  autour  de  son  diamètre  jusqu'à 
ce  qu'il  se  projette  sur  la  demi-ellipse,  on  ramène  les  points  de  division  sur  cette 
courbe. 

On  peut  aussi  diviser  le  rapporteur  à  l'aide  d'un  quart  de  cercle  décrit  sur  le 
demi  petit  axe  comme  rayon  :  cette  méthode  donne  plus  d'exactitude  pour  les  divi- 
sions extrêmes. 

Lorsqu'on  emploie  le  rapporteur,  il  faut  que  le  petit  axe  de  l'ellipse  soit  parallèle 
a  la  projection  de  celui  des  axes  coordonnés  qui  est  perpendiculaire  au  plan  iso- 
métrique dans  lequel  se  trouve  le  cercle  que  l'on  considère.  Le  rapporteur  dans  la 
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position  qu'il  occupe  sur  la  Planche  LI  serait  bien  placé  pour  un  cercle   hori- 
zontal. 

Si  nous  portons  sur  le  grand  axe  des  divisions  égales  à  celles  de  la  droite  CG 
(Jig,  177),  en  faisant  passer  des  ellipses  semblables  et  concentriques  par  les  points 
déterminés,  nous  diviserons  les  droites  qui  divergent  du  centre  en  parties  perspec- 
tives égales,  et  chacune  d'elles  est  une  échelle  pour  les  droites  qui  dans  F  espace 
sont  parallèles  au  rayon  correspondant;  on  pourra  ainsi  mesurer  directement  sur 
la  perspective  la  longueur  de  toute  droite  située  dans  un  plan  isométrique. 

Le  rapporteur  qui  est  dessiné  sur  la  Planche  LI  serait  un  peu  petit.  En  donnant  a 
chaque  demi-diamètre  isométrique  une  longueur  de  5  centimètres,  on  a  un  instru- 
ment d'une  grandeur  convenable,  et  sur  lequel  on  peut  facilement  indiquer  les  divi- 
sions en  demi-degrés. 


CHiPÎTRE  IL 

PERSPECTIVE    CAVALIÈRE. 


Notions  générales.  —  Assemblages. 

311.  La  perspective  caçaliêre  est  une  projection  oblique  faite  sur  un  plan  ver- 
tical et  parallèle  à  l'une  des  deux  directions  principales  horizontales.  Elle  n'exige 
que  des  constructions  très-simples. 

Nous  allons  nous  proposer  de  mettre  en  perspective  cavalière  la  pièce  de  bois  A, 
représentée  sur  les  figures  géométrales  164  et  1 65.  Nous  prenons  le  plan  vertical  i .  7 
{Jig.  164)  pour  plan  de  projection;  nous  plaçons  [Jig.  168)  les  lignes  qui  sont  sur 
ce  plan  telles  qu'elles  se  trouvent  sur  l'élévation  {Jig.  i65),  puis  par  le  point  i' 
nous  traçons  dans  une  direction  arbitraire  une  droite  i\  2\  nous  lui  donnons  une 
longueur  égale  ala  moitié  de  la  ligne  i .  2  [Jig.  164),  et  nous  la  considérons  comme 
la  projection  de  la  ligne  (1.2,  i')  {Jig.  164  et  i65).  Toute  autre  droite  perpen- 
diculaire au  plan  de  la  figure  sera  projetée  sur  une  parallèle  à  i'.  2'  [fig^  168),  et 
réduite  à  la  moitié  de  la  grandeur  qu'elle  a  dans  l'espace.  Nous  pourrons  donc  tracer 
la  droite  i'\  2'' projection  de  (1.2,  î''),  et  achever  facilement  la  perspective. 

312,  Les  objets  ont  généralement  des  figures  situées  dans  des  plans  de  front, 
c'est-à-dire  parallèles  au  plan  de  projection;  elles  sont  représentées  en  vraie  gran- 
deur, ce  qui  simplifie  beaucoup  les  tracés. 

Les  droites  perpendiculaires  aux  plans  de  front  sont  àM^^  fuyantes .  On  les  réduit 
souvent  a  la  moitié  de  leur  grandeur,  comme  nous  l'avons  fait  a  l'article  précédent, 
quelquefois  au  tiers  ou  au  quart,  mais  généralement  dans  un  rapport  simple. 

16. 
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La  direction  des  lignes  fuyantes  doit  être  choisie  de  manière  que  T objet  se  pré- 
sente sous  l'aspect  où  il  est  le  plus  important  de  le  voir.  Quand  des  pièces  sont 
connexes  comme  celles  des  Jigures  ï68  et  169,  on  dirige  quelquefois  les  lignes 
fuyantes  de  côtés  différents  de  la  verticale,  mais  sous  des  angles  égaux;  on  peut 
alors  placer  sur  des  horizontales  les  points  correspondants  des  deux  figures,  de 
manière  à  établir  entre  elles  un  certain  accord. 

313.  Pour  mettre  en  perspective  cavalière  la  pièce  représentée  sur  les  figures 
géomélrales  170  et  171,  nous  plaçons  d'abord  {Jig.  173)  celles  des  lignes  de  la 
figure  170  qui  sont  dans  le  plan  mn  [fig.  171)),  puis,  ayant  choisi  pour  les  lignes 
fuyantes  une  direction  arbitraire  5',5'\  nous  traçons  toutes  les  droites  perpendicu- 
laires au  plan  de  projection,  et  nous  portons  les  longueurs  relevées  sur  la /gwre  171, 
en  les  réduisant  à  moitié. 

Nous  avons  disposé  la  perspective  cavalière  de  X^i figure  173  de  manière  a  montrer 
la  pièce  sous  un  aspect  différent  de  celui  qu'elle  a  sur  la  perspective  axonométrique 
de  \2.  figure  172.  On  peut  remarquer  que  ces  dessins  font  beaucoup  mieux  com- 
prendre les  formes  que  h.^  figures  170  et  171 ,  et  cependant  nous  n'avons  pas  voulu 
représenter  un  assemblage  compliqué,  et  qui  eût  exigé  des  explications  spéciales. 
Il  y  en  a,  tels  que  les  entures  à  enfourchement,  qui  sont  presque  inintelligibles 
quand  on  les  représente  seulement  par  des  figures  géométrales. 

Cylindre  verticaL  [Planche  LU,  figure  180.) 

314.  Nous  allons  nous  proposer  de  construire  la  perspective  d'un  cercle  hori- 
zontal dont  on  connaît  le  diamètre  de  front  AB,  et  de  représenter  un  cylindre  ver- 
tical dont  ce  cercle  serait  la  base. 

Nous  traçons  en  vraie  grandeur  le  cercle  qu'on  veut  projeter  en  le  supposant 
ramené  de  front  par  une  rotation  autour  de  AB,  nous  choisissons  une  direction 
horizontale  MN  pour  les  lignes  fuyantes,  et  nous  prenons  un  rapport  de  réduction 
qui  sera,  comme  précédemment,  celui  de  2  a  i . 

Une  ordonnée  cg  devient  la  droite  cm,  égale  à  sa  moitié  et  parallèle  à  MN.  On 
peut  déterminer  ainsi  autant  de  points  qu'on  voudra,  mais  on  évite  les  réductions  en 
construisant  sur  les  ordonnées  de  différents  points  des  triangles  semblables  à  gcm. 

On  obtient  une  ellipse  dont  AB  et  MN  sont  deux  diamètres  conjugués.  Ses  tan- 
gentes verticales  forment  le  contour  apparent  du  cylindre .  On  détermine  les  points  K 
et  K^  où  elles  coupent  la  droite  AB,  en  menant  au  cercle  les  tangentes  IK  et  l^li^, 
parallèles  à  GQ.  On  voit  en  effet  que,  dans  la  transformation  qui  change  le  cer- 
cle en  ellipse,  les  points  de  la  droite  AB  conservent  leur  position;  la  droite  QG 
devient  la  perpendiculaire  QM  a  AB,  et  les  tangentes  au  cercle  parallèles  à  QG 
ont  pour  homologues  des  droites  KS  et  K^  S,  parallèles  a  QM  et  tangentes  à  l'el-- 
lipse. 
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Dans  la  première  partie  de  la  construction  que  nous  venons  d'indiquer,  on 
retrouve  la  méthode  que  nous  avons  exposée  à  l'article  1S4  pour  tracer  une  ellipse 
dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués. 

Sphère.  [Planche  LU,  figure  i8i,) 

315.  Une  sphère  n'est  pas  représentée  par  un  cercle,  comme  dans  la  perspec- 
tive axonométrique,  mais  par  une  ellipse  dont  au  reste  la  construction  est  facile. 

Soient  AQB  la  perspective  du  grand  cercle  de  front  de  la  sphère,  et  MN  une  droite 
passant  par  le  centre,  et  donnant  sur  la  figure  la  direction  des  lignes  fuyantes, 
que  nous  supposons,  comme  précédemment,  réduites  à  la  moitié  de  leur  lon- 
gueur. 

Nous  pouvons  supposer  que  la  sphère  a  été  transportée,  de  manière  que  son  cen 
tre  soit  au  point  C. 

Nous  prenons  un  second  plan  de  projection  perpendiculaire  au  premier,  et  ayant 
pour  trace  la  droite  MN.  Le  cercle  AQB  peut  être  regardé  comme  la  trace  de  la 
sphère  sur  chacun  des  deux  plans  coordonnés. 

En  élevant  une  perpendiculaire  CA  à  la  ligne  de  terre  MN,  et  prenant  sur  cette 
droite  une  longueur  CE  égale  à  la  moitié  du  rayon  CA,  l'hypoténuse  AE  située  sur 
le  second  plan  de  projection  donnera  la  direction  des  projetantes  obliques  de  la  per- 
spective cavalière.  Le  cercle  de  contour  apparent  de  la  sphère  pour  des  rayons 
visuels  parallèles  à  ces  lignes  est  projeté,  sur  notre  second  plan,  suivant  le  diamètre 
PQ  perpendiculaire  a  AE.  Il  faut  maintenant  chercher  la  trace,  sur  le  premier  plan, 
d'un  cylindre  qui  aurait  ce  cercle  pour  directrice,  et  dont  les  génératrices  seraient 
parallèles  a  AE. 

Nous  pouvons  tracer  les  génératrices  des  points  P  et  Q  situés  dans  le  second  des 
plans  coordonnés;  elles  font  connaître  sur  la  ligne  de  terre  les  points  M  et  N  de  la 
perspective.  La  symétrie  de  la  figure  montre  que  la  droite  MN  est  un  axe;  l'autre 
axe  est  le  diamètre  perpendiculaire  AB.  Il  est  maintenant  facile  de  tracer  l'ellipse 
par  ses  propriétés  spéciales;  on  peut  aussi  la  construire  directement. 

Un  point  quelconque  R  de  PQ  est  la  projection,  sur  le  second  plan,  de  deux  pomts 
de  la  directrice  du  cylindre  circonscrit.  Ils  sont  sur  le  petit  cercle  de  la  sphère  qui 
a  pour  projection  la  droite  SS^,  et  par  conséquent  leur  distance  au  point  R  et  au 
second  plan  est  égale  àRS.  On  pourrait  établir  leurs  projections  sur  le  premier  plan, 
et  chercher  ensuite  les  traces  des  génératrices  correspondantes  du  cylindre;  mais  il 
est  plus  simple  de  remarquer  que  la  perspective  du  point  R  est  sur  la  ligne  de 
terre  en  r,  et  que  par  suite  celles  des  points  considérés  doivent  être  sur  une  perpen- 
diculaire srs^,  à  une  distance  de  r  égale  a  RS.  On  obtient  ainsi  les  points  s  et  s^, 

La  verticale  du  point  C  perce  la  sphère  en  un  point  D  du  cercle  de  front  AQB.  Ce 
serait  le  point  de  contact  de  la  sphère  avec  un  plan  horizontal  qui  la  porterait.  On 
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voit  comment  on  aurait  dû  traiter  la  question,  si  ce  point  avait  été  une  des  données 
du  problème, 

316.  Quand  on  construit  une  perspective  d'après  des  données  numériques,  il 
est  convenable  de  calculer  la  longueur  du  grand  axe  d'une  ellipse  qui  doit  représen- 
ter une  sphère.  Appelant  a  le  demi  grand  axe,  rie  rayon  de  la  sphère  et  nie  rap- 
port de  réduction  des  lignes  fuyantes,  on  a 


Dans  le  cas  actuel  n  est  égal  à  o.5o  et  l'expression  devient  a  :==:  i .  i  sr. 

Niche  sphérique.  [Planche  LU,  figure  182,) 

317.  Nous  traçons  les  lignes  situées  sur  le  plan  de  tête  que  nous  prenons  pour 
plan  de  projection;  nous  obtenons  l'ellipse  perspective  du  cercle  de  base  par  la 
méthode  que  nous  avons  expliquée  a  l'article  314,  puis  nous  plaçons  sur  le  cercle 
rabattu,  aux  positions  convenables,  les  points  m\  n'  et  r\  qui,  ramenés  sur  l'el- 
lipse, nous  font  trouver  les  lignes  de  joint. 

La  courbe  a^  6,  du  trompillon  est  un  demi-cercle  de  front.  Pour  établir  sa  per- 
spective, nous  plaçons  sur  le  demi-cercle  rabattu  pw'^  le  point  a  à  la  position  que 
doit  avoir  l'extrémité  de  la  courbe,  nous  ramenons  ce  point  en  ai  et  nous  le  rele- 
vons en  a^  :  le  diamètre  du  demi-cercle  est  la  droite  a^  h^  parallèle  à  ah\  son  centre 
est  sur  la  droite  fuyante  Cy. 

Pour  avoir  les  lignes  d'assise  de  la  voûte  sphérique,  nous  faisons  tourner  l'arc  aa^ 
autour  de  l'axe  Cy  ;  un  point  quelconque  «2  décrit  un  cercle  dont  nous  trouvons  le 
centre  en  C2,  et  comme  les  droites  aC  et  a<^Çx^  sont  toujours  parallèles  dans  le  mou- 
vement, nous  pouvons  déterminer  les  positions  d^,  e^,  ...  que  prend  le  point  a^ 
quand  le  point  a  arrive  aux  points  d,  e,  .... 

Les  tangentes  aux  points  a^,  d^,  ^2,  ...  se  rencontrent  sur  la  droite  Cj;  celles 
des  points  a,  ^,  e,  ...  sont  parallèles  à  cette  ligne. 

518.  La  construction  que  nous  avons  donnée  à  l'article  314,  pour  tracer  la  per- 
spective d'un  cercle,  n'est  pas  spéciale  au  cas  où  le  plan  de  cette  courbe  est  horizon- 
tal :  on  peut  l'employer  toutes  les  fois  que  le  diamètre  de  front  est  connu,  et  par 
conséquent  pour  les  cercles  auxquels  appartiennent  les  lignes  d'assise  de  la  partie 
sphérique,  car  leurs  diamètres  de  front  sont  situés  sur  le  plan  de  tête  et  immédiate- 
ment donnés.  La  méthode  que  nous  venons  d'employer  est  plus  simple,  parce  qu'elle 
permet  de  déterminer  simultanément  des  points  «a?  <^2>  ^2)  •  •  •  sur  les  différents  arcs, 
mais  elle  exige  que  l'on  ait  d'abord  construit  la  perspective  aa^hh^  de  l'un  des 
cercles. 
Les  lignes  d'assise  touchent  l'ellipse  qui  formerait  le  contour  apparent  de  la 
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;phëre  si  elle  était  en  relief.  Nous  avons  vu  à  l'article  515  comment  on  cléter-- 
îiine  cette  courbe. 

Observations  générales  sur  les  perspectives  rapides. 

519.  Les  perspectives  rapides  sont  fort  utiles  dans  le  dessin  industriel;  on  les 
rencontre  souvent  dans  les  ouvrages  consacrés  a  la  mécanique  et  à  rarchitecture; 
il  faut  se  familiariser  avec  elles,  et  savoir  qu'elles  ne  donnent  pas  de  simples  images, 
mais  des  figures  géométriques  d'où  l'on  peut  trës-souvent  restituer  le  plan  et  l'élé- 
vation des  objets. 

La  perspective  anisométrique  présente  cet  avantage,  que  l'on  peut  choisir  la 
direction  des  axes,  de  manière  a  montrer  l'objet  sous  l'aspect  que  l'on  veut.  La 
perspective  isométrique  est  d'un  usage  plus  facile.  Dans  ces  modes  de  dessin,  le 
plan  de  projection  n'est  pas  vertical,  et  comme  involontairement  on  se  le  figure  tel, 
il  en  résulte  que  l'on  a  quelque  peine  à  bien  voir  les  corps  représentés  tels  qu'ils 
sont  dans  l'espace.  La  perspective  cavalière  est  préférable  sous  ce  rapport.  Si  l'on 
conservait  aux  lignes  fuyantes  leur  grandeur,  les  droites  dirigées  dans  les  trois 
directions  principales  pourraient  être  mesurées  à  la  même  échelle,  comme  dans  la 
perspective  isométrique,  mais  une  certaine  réduction  augmente  l'effet  pittoresque 
sans  nuire  beaucoup  à  la  facilité  des  opérations. 

Quand  on  dessine  des  cristaux  ou  d'autres  corps  qui  n'ont  pas  de  position  déter- 
minée dans  l'espace,  et  que  l'on  étudie  pour  leurs  formes  géométriques,  il  con- 
vient de  choisir  une  projection  orthogonale,  et  la  perspective  monodimélrique  doit 
quelquefois  être  préférée,  parce  qu'on  peut  la  disposer  de  manière  à  éviter  des 
superpositions  et  des  coïncidences  qui  se  produisent  dans  la  perspective  isométri- 
que, lorsque  les  corps  présentent  une  certaine  symétrie. 

La  perspective  cavalière  est  très-convenable  pour  les  figures  qui  servent  à  l'ex- 
plication des  théorèmes  de  la  Géométrie  de  l'espace,  ^o^  figures  5,  6,  7,  1 1  et  toutes 
autres  du  même  genre  sont  des  perspectives  cavalières.  Nous  les  avions  d'abord  éta- 
blies, en  réduisant  les  lignes  fuyantes  dans  le  rapport  uniforme  de  2  à  i,  mais 
certains  angles  droits  devenaient  très-obtus,  ce  qui  pouvait  embarrasser  des  lecteurs 
non  encore  habitués  à  ce  genre  de  représentation.  En  conséquence,  nous  avons 
adopté,  dans  chaque  cas,  un  rapport  de  réduction  tel,  que  la  figure  prît  un  aspect 
qui  nous  parût  satisfaisant. 

Dans  les  perspectives  rapides,  les  parallèles  sont  représentées  par  des  parallèles, 
et  la  projection  d'une  figure  a  la  même  grandeur  quel  que  soit  son  éloignement.  On 
ne  trouve  donc  pas  dans  ces  modes  de  dessin  la  dégradation  qui,  dans  la  perspective 
régulière,  fait  apprécier  la  position  relative  des  objets.  11  en  résulte  quelquefois 
une  incertitude  que  l'on  fait  disparaître  par  l'examen  des  parties  vues  et  des 
parties  cachées.  Ainsi,  si  l'on  ne  remarquait  pas  la  ponctuation  àe^  figures  162 
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et  î63,  on  pourrait  croire  qu'elles  représentent  un  cylindre  en  relief  surmonté  d'un 
quart  de  sphère  également  en  relief;  mais  il  suffit  d'un  moment  d'attention  pour 
reconnaître  que  dans  ce  cas  la  droite  gg'  serait  un  trait  plein,  et  la  ligne  pa  en 
points  ronds.  Quand  une  vue  est  ombrée,  il  ne  peut  y  avoir  de  doute. 

Nous  traiterons  dans  le  Livre  V  la  question  de  la  détermination  des  ombres  sur 
les  perspectives  rapides.  Nous  verrons  alors  que  l'on  peut,  dans  ces  modes  de  repré- 
sentation, résoudre  beaucoup  de  problèmes  graphiques. 


FIN    DE   LA    PREMIERE  PARTIE» 
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conclu  des  conventions  littéraires. 


Tout  exemplaire  du  présent  ouvrage  qui  ne  porterait  pas,  comme  ci-dessous,  la  signature  de  l'Éditeur, 
sera  réputé  contrefait.  Les  mesures  nécessaires  seront  prises  pour  atteindre,  conformément  à  la  loi,  les  fabri- 
cants et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 
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iYANT-PROPOS. 


J'ai  un  peu  modifié  le  plan  que  j'avais  primitivement  adopté  pour  cet 
ouvrage,  et  que  j'ai  fait  connaître  dans  l'avant-propos  de  la  première  Par- 
tie. Les  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  ont  pris  une  telle  importance, 
que  j'ai  cru  utile  d'indiquer  leurs  relations  avec  la  Géométrie  descriptive  ; 
en  conséquence,  j'ai  donné  incidemment  des  notions  sur  les  figures  homo- 
logiques,  les  rapports  anharmoniques  et  la  division  homographique,  en  ne 
considérant  d'ailleurs  dans  ces  théories  que  les  parties  qui  se  rattachent  aux 
questions  que  je  traite. 

Par  suite  de  cette  addition,  et  plus  encore  des  développements  que  j'ai 
été  conduit  à  donner  à  la  théorie  des  surfaces  réglées,  j'ai  dû  réserver  pour 
une  troisième  Partie  les  Livres  relatifs  à  la  courbure  des  surfaces,  aux  sur- 
faces hélicoïdales  et  aux  surfaces  topographiques. 

Ce  volume  commence  par  le  cinquième  Livre^  consacré  aux  ombres  li- 
néaires. Dans  le  second  Chapitre  j'expose  la  construction  des  lignes  d'om- 
bre sur  les  figures  axonométriques  et  cavalières,  et  je  développe  à  cette 
occasion  les  principes  du  trait  dans  ces  genres  de  projection. 

J'attache  beaucoup  d'importance  au  cinquième  Livre.  J'ai  étudié  avec 
soin  tous  les  tracés  que  j'y  expose,  préférant  toujours  les  constructions  qui 
se  rattachent  aux  méthodes  directes  et  générales. 

Dans  le  Livre  VI,  je  traite  des  surfaces  développables  ;  après  en  avoir  fait 
connaître  les  principales  propriétés,  je  considère  les  développables  qui  limi- 
tent l'ombre  et  la  pénombre  d'un  corps  opaque  éclairé  par  un  corps  lumi- 
neux, et  ensuite  j'examine  les  surfaces  d'égale  pente  que  l'on  rencontre 
souvent  dans  les  terrassements. 

J'ai  pris  des  ellipses  pour  directrices  de  ces  diverses  surfaces  dans  les 
exercices  graphiques,  et  j'ai  eu  par  suite  à  résoudre  des  problèmes  relatifs 
à  la  développable  circonscrite  à  deux  coniques.  Gela  m'a  conduit  à  donner 
des  indications  générales  sur  cette  surface;  toutefois  j'ai  cru  devoir  me  res- 
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îreiridre  beaucoup  :  je  n'ai  même  indiqué  que  dans  une  note,  et  en  quelques 
mots,  le  cas  oii  le  degré  de  la  surface  s'abaisse  du  huitième  au  quatrième, 
bien  que  la  variété  que  Ton  obtient  alors  soit  très-remarquable  sous  le  rap- 
port géométrique,  qu'elle  puisse  devenir  l'objet  d'exercices  graphiques  fort 
intéressants  et  que  j'aie  consacré  assez  de  temps  à  son  étude. 

Trois  géomètres,  MM.  Poncelet,  Ghasles  et  Arthur  Gayley,  se  sont  occu- 
pés de  la  développable  circonscrite  à  deux  coniques  ou  à  deux  surfaces  du 
second  ordre.  M.  Poncelet  a  démontré  que  cette  surface  est  circonscrite  à 
une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite, 
et  qu'elle  a  avec  elle-même  quatre  lignes  d'intersection  planes,  du  second 
ordre,  et  placées  de  telle  manière  que  le  point  de  rencontre  des  plans  de 
trois  d'entre  elles  est  le  pôle  du  plan  de  la  quatrième  par  rapport  à  toutes  les 
surfaces  inscrites  (i). 

M.  Ghasles  a  établi  que  cette  développable  est  du  huitième  ordre  (2)  ;  il 
a  rattaché  à  sa  théorie  celle  des  surfaces  homofocales  (3)  et  il  a  donné  sur 
elle  plusieurs  théorèmes  intéressants  (4). 

Me  Arthur  Gayley  a  publié  divers  articles  analytiques  sur  cette  dévelop- 
pable, et  s'est  principalement  occupé  de  la  réduction  du  degré  de  son  équa- 
tion, suivant  les  positions  relatives  des  surfaces  directrices  (5). 

Avant  ces  géomètres,  Laplace  avait  eu  à  considérer  la  développable  cir- 
conscrite à  une  sphère  et  à  un  ellipsoïde  dans  la  question  des  éclipses  des 
satellites  de  Jupiter  (6),  mais  les  résultats  qu'il  a  obtenus  sont  spéciaux  à  ce 
problème,  car  dans  les  calculs  il  néglige  certains  termes  eu  égard  à  leur  peti- 
tesse relative  :  c'est  ainsi  qu'il  arrive  à  conclure  que,  dans  la  partie  parcourue 
par  les  satellites,  la  section  de  Tombre  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne 
des  centres  peut  être  regardée  comme  une  ellipse,  tandis  qu'en  réalité  elle 


(î)  Mémoire  sur  la  théorie  des  polaires  réciproques,  Journal  de  Crelle^  t.  IV,  182,9. 

(2)  Aperçu  historique^  p.   25o. 

(3)  J perçu  historique,  p.  384-399,  et  Résumé  d'une  théorie  des  surfaces  du  second  ordre  homofo- 
cales [Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  i^^  semestre  1860,  et  Journal  de  M,  Liouville,  1860). 

(4)  Lettre  à  M.  Liouvilîe  [Journal  de  Mathématiques,  1848).  —  Propriétés  des  courbes  à  double 
courbure  du  quatrième  ordre  provenant  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre.  Pro- 
priétés des  surfaces  développables  circonscrites  à  deux  surfaces  du  second  ordre  [Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences,  i^^  semestre  1862). 

(5)  The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  journal^  edited  by  W,  Thompson,  M,  A,  vol.  V,  i85o. 

(6)  Mécanique  céleste ,  livre  VUI,  chap.  VU. 
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dépend  d'une  courbe  du  huitième  ordre  qui  a  une  seconde  branche  et  deux 
points  conjugués. 

La  développable  circonscrite  à  deux  surfaces  du  second  degré  a  donc  été 
l'objet  de  travaux  fort  importants,  mais  elle  n'avait  pas  encore  été  étudiée 
dans  ses  détails,  et  je  crois  que  l'on  verra  avec  intérêt,  sur  les  exemples  que 
j'ai  choisis,  d'abord  le  rôle  que  les  lignes  doubles  jouent  dans  les  ombres  et 
les  terrassements,  puis  la  manière  dont  sont  disposées  les  nappes  de  la  dé- 
veloppable et  les  surfaces  du  second  degré  inscrites.  La  considération  des 
groupes^  sur  laquelle  j'ai  établi  toute  la  discussion  de  la  sin^face,  est  non- 
velle  (i),  ainsi  que  la  proposition  relative  à  l'égalité  des  rapports  anharmo- 
niques  des  points  où  les  génératrices  rencontrent  les  quatre  lignes  doubles. 
Enfin  j'ai  donné  sous  des  formes  qui  me  paraissent  simples  les  équations 
des  surfaces  du  second  degré  inscrites  et  de  leurs  courbes  de  contact^  de  la 
développable  circonscrite  et  de  son  arête  de  rebroussement. 

On  peut  déduire  de  cette  étude  un  grand  nombre  d'exercices  graphiques 
d'un  intérêt  réel,  en  faisant  varier  le  genre  et  la  position  relative  des  surfaces 
directrices  du  second  degré.  Quand  la  développable  est  d'égale  pente,  les 
théorèmes  des  articles  573  et  374  donnent  de  grandes  facilités  pour  les  tra- 
cés; ces  théorèmes  sont  nouveaux. 

J'ai  supposé  dès  le  deuxième  Livre  que  le  lecteur  connaissait  les  propriétés 
des  surfaces  du  second  degré,  et  cependant  dans  le  septième  Livre,  relatif 
aux  surfaces  gauches,  j'expose  les  premières  notions  de  la  théorie  du  para- 
boloide  hyperbolique  et  de  l' hy perboloide  à  une  nappe.  C'est  que  les  sur- 
faces gauches  du  second  degré  ont  une  très-grande  importance  dans  les  arts 
graphiques,  et  que,  pour  les  employer  facilement^  il  faut  en  avoir  fait  une 
étude  minutieuse  sous  le  rapport  des  constructions.  Cette  marche  d'ailleurs 
s^accorde  bien  avec  l'ordre  généralement  suivi  dans  l'enseignement,  car  les 
principales  propriétés  des  surfaces  du  second  ordre  sont  exposées  par  l'ana- 
lyse avant  que  les  élèves  aient  fait  des  études  sérieuses  sur  la  Géométrie 
descriptive. 


(i)  Dans  lin  Mémoire  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  le  ^4  février  1862,  M.  Ghasles  a 
fait  connaître  le  théorème  de  l'article  529  qui  est  la  base  de  la  théorie  des  groupes;  mais,  ainsi  qu'il 
Ta  dit  dans  une  note,  j'avais  trouvé  ce  théorème  et  je  le  lui  avais  communiqué  avant  qu'il  y  fût 
parvenu  de  son  côté. 


VIIÏ  AVANT-PROPOS. 

Les  constructions  relatives  aux  surfaces  gauches  qui  n'ont  pas  de  plan 
directeur  présentent  beaucoup  d'intérêt.  Après  avoir  étudié  avec  soin  pres- 
que toutes  les  surfaces  de  ce  genre  que  l'on  considère  en  stéréotomie,  je 
me  suis  décidé  à  prendre  pour  exemple  celle  du  biais  passée  à  cause  de  ses 
remarquables  propriétés  géométriques. 

Plusieurs  constructions  relatives  à  la  détermination  des  ombres  et  à  la 
théorie  des  surfaces  réglées  exigent  la  connaissance  des  théorèmes  de  la 
courbure  des  surfaces.  Je  les  exposerai  dans  le  huitième  Livre. 

J'ai  employé  l'algèbre  pour  quelques  démonstrations,  principalement  dans 
le  sixième  Livre, 

La  Géométrie  descriptive  possède  une  méthode  qui  lui  est  propre  :  elle 
consiste  dans  la  considération  directe  des  grandeurs  et  dans  l'examen  des 
relations  géométriques  qui  résultent  des  constructions.  Cette  méthode  suffit, 
en  général,  dans  les  arts  graphiques,  mais  quelquefois  cependant  elle  ne 
peut  donner  la  démonstration  de  théorèmes  nécessaires  aux  tracés.  Il  faut 
alors  les  établir  par  une  autre  méthode,  et  dans  un  ouvrage  didactique  on 
doit  choisir  celle  qui  est  le  plus  répandue  dans  renseignement. 

Je  n  ai  eu  recours  aux  procédés  de  Talgèbre  que  quand  je  n'ai  pas  pu 
obtenir  par  les  raisonnements  ordinaires  de  la  Géométrie  descriptive  les  théo- 
rèmes qui  m'étaient  nécessaires.  Du  reste,  je  ne  regrette  pas  qu'il  se  soit 
présenté  des  occasions  justifiées  d'établir  des  constructions  d'après  les  ré- 
sultats d' un  calcul . 

Quand  on  parle  de  T utilité  de  la  Géométrie  descriptive,  on  oublie  géné- 
ralement que  son  application  à  la  science  pure  a  une  très-grande  importance. 
Les  figures  rendent  d'immenses  services  dans  la  Géométrie  plane,  et  leur 
utilité  serait  plus  grande  encore  pour  l'étude  des  courbes  gauches,  des  sur-- 
faces  et  en  général  des  systèmes  à  trois  dimensions.  Cependant  on  emploie 
très-peu  les  figures  dans  la  Géométrie  de  l'espace,  et  si  Ton  en  trace  quel- 
ques-unes, on  les  établit  le  plus  souvent  sans  les  soumettre,  même  dans  la 
pensée,  à  aucun  mode  de  projection,  de  sorte  qu'elles  ne  servent  qu'à  fixer 
les  idées,  sans  manifester  les  relations  qui  existent  entre  les  diverses  gran- 
deurs. 11  n'est  d'ailleurs  possible  de  donner  quelque  développement  à  une 
figure  que  lorsqu'elle  est  établie  d'après  des  principes  certains,  car,  dans  ce 
cas  seulement,  les  concordances  nécessaires  peuvent  exister  entre  ses  diffé- 
rentes parties. 


AVANT-PROPOS,  ÎX 

Monge  a  fait  de  très-belles  applications  de  la  Géométrie  descriptive  à  la 
science  :  les  épures  qui  représentent  les  lignes  de  courbure  de  T ellipsoïde 
scalène  font  parfaitement  comprendre  la  disposition  de  ces  courbes. 
L'exemple  donné  par  ce  géomètre  a  été  peu  suivi,  et  on  pourrait  presque 
citer  tous  les  dessins  dont  la  Géométrie  à  trois  dimensions  s'est  enrichie  de-» 
puis  Monge,  Récemment  M.  Bour  a  joint  à  son  Mémoire  sur  la  déformation 
des  surfaces,  des  épures  d'un  grand  intérêt  (i). 

On  n'a  encore  étudié  qu'un  très-petit  nombre  de  courbes  gauches  et  de 
surfaces,  mais  cette  partie  de  la  Géométrie  s'enrichira  nécessairement,  et 
alors  la  Géométrie  descriptive  prendra  dans  la  science  une  importance  réelle. 
Elle  ne  servira  pas  seulement  à  rendre  sensibles  les  résultats  obtenus  par 
d'autres  méthodes,  mais  elle  indiquera  des  relations  que  l'on  n'aurait  pas 
soupçonnées,  elle  soutiendra  le  raisonnement  et  conduira  à  de  nouvelles  dé- 
couvertes. 

C'est  en  prévision  de  ce  développement  de  la  Géométrie  descriptive  que 
j'ai  voulu  indiquer  ses  relations  avec  les  principales  théories  de  la  Géométrie 
moderne,  et  que,  m'appuyant  sur  des  équations,  j'ai  étudié  quelques  sur- 
faces avec  plus  de  détails  qu'il  n'est  nécessaire  pour  les  problèmes  d'appli- 
cation. 

En  résumé,  j'ai  écrit  spécialement  en  vue  du  trait,  mais  j'ai  un  peu  élargi 
mon  cadre,  en  cherchant  à  montrer  au  lecteur  les  ressources  que  la  Géomé- 
trie descriptive  peut  fournir  à  la  science. 

Paris,  i6  Juin  1862. 


(i)  Théorie  de  la  déformation  des  surfaces^  Mémoire  couronné  par  l'Académie  des  Sciences  en 
1861,  XXXIX^  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique, 

On  trouve  des  dessins  relatifs  à  la  Géométrie  de  l'espace  dans  plusieurs  autres  Mémoires  insérés 
dans  ce  Journal;,  notamment  dans  un  travail  de  M.  Viala  sur  les  lignes  d'ombre  de  la  surface  d^  la 
vis  Saint-Gilles  (XXXVIP  cahier). 
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Page  8,  lignes  i  et  9,  au  lieu  de  SK,  lisez  ^K. 

Page  19,  ligne  i3,  au  lieu  de  0*r\  lisez  0'/^. 

Page  29,  ligne  a3,  au  lieu  de  planche  XLIX,  lisez  planche  XLIX  de  la  F®  Partie  de  ce  Traité, 

Page  32,  lignes  19  et  33,  au  lieu  de  plan  d'ombre,  lisez  plan  de  la  courbe  d'ombre, 

Page  35,  ligne  35,  au  lieu  de  son  homologue  w,  lisez  son  homologue  m!. 

Page  39,  ligne  i3,  au  lieu  de  est  homologique,  lisez  est  homologue. 

Page  65,  ligne  a4,  au  lieu  de  un  point  M,  Usez  un  point  m. 

Page  71,  Ugne  8,  au  lieu  de  plus  grand  que  5^,  lisez  plus  grand  que  b'^. 

Page  80,  ligne  19^  au  lieu  de  diamètre  commun,  lisez  droite  diamétrale  commune. 

Page  93,  ligne  i  de  la  note,  au  lieu  de  un  sommet  ne  peut,  lisez  les  sommets  ne  peuvent, 

Page  96,  ligne  4?  ^^  U^u  de  suivant  celles,  lisez  suivant  celle. 

Page  97,  première  équation  du  second  rang,  au  lieu  de  ^ ^^-^  ,  lisez j—^- 

Page  io3,  lignes  16  et  17,  au  lieu  de  la  développahle  circonscrite  à  un  système  de  surfaces  du  second  ordre 
homofocalesp  lisez  des  surfaces  du  second  ordre  homofocales  sont  inscrites  dans  une  même  développable 
qui. 

Page  112,  ligne  26,  au  lieu  de  les  sommets,  lisez  des  sommets. 

A 
Page  Ï17,  quatrième  équation,  au  lieu  de  ^2 — rn  DA(i--N'/^)  — B(ï— -M^/^)], 

lisez  — ^[A(I~-N^i^)"^B(I-M'/^)]^ 

Page  i3i,  ligne  10,  au  lieu  de  verticale,  lisez  sur  le  plan  Q. 
Page  i5o,  ligne  11,  effacez  Gr^. 

Page  i65.  On  a  oublié  de  faire  remarquer  à  la  lin  de  l'article  667  que  le  cylindroïde  de  l'a  figure  298  a  une 
génératrice  isolée  qui  est  la  droite  d'intersection  des  plans  des  directrices  « 
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Considérations  générales . 

320.  Souvent,  pour  mieux  faire  comprendre  la  forme  des  objets  représentés 
par  des  figures  géométrales,  on  les  suppose  éclairés,  et  l'on  indique  leurs  ombres. 
On  adopte  généralement  pour  la  direction  des  rayons  de  lumière  une  conven- 
tion que  nous  ferons  connaître. 

Quelquefois  aussi  on  construit  les  ombres  sur  des  figures  géométrales  pour 
les  reporter  sur  un  tableau,  car,  dans  quelques  circonstances,  cette  méthode 
indirecte  est  plus  simple  que  les  tracés  ordinaires  de  la  perspective.  On  suppose 
alors  les  rayons  divergents  ou  parallèles,  suivant  les  convenances  du  sujet. 

Les  problèmes  d'ombre  ne  présentent  le  plus  souvent  que  des  questions  de 
plans  tangents  et  d'intersection  de  surfaces.  Nous  en  avons  résolu  quelques- 
uns  dans  la  première  partie  de  ce  Traité  (art.  152  et  289). 

Polyèdres. 

321.  Pour  un  polyèdre,  on  recherche  d'abord  quelles  sont  les  faces  obscures; 
généralement  on  les  distingue  sans  difficulté.  Lorsqu'on  a  quelque  incertitude, 
on  coupe  le  corps  par  des  plans  passant  par  le  point  lumineux  ou  parallèles 
aux  rayons,  et  l'on  voit  comment  la  lumière  est  distribuée  dans  chaque  section. 

Quand  on  a  ainsi  déterminé  les  ombres  propres,  on  fait  passer  des  plans  par  le 
point  lumineux  et  par  les  diverses  arêtes  qui  séparent  les  faces  éclairées  de  celles 
IL 
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qui  sont  obscures;  l'intersection  de  ces  plans  d'ombre  avec  les  surfaces  des  corps 
voisins  fait  connaître  le  périmètre  de  V ombre  portée . 

P^  Exercice.  -—  Ombres  d'un  prisme  et  d'une  pyramide,  {Fig,  i83.) 

322,  On  propose  de  déterminer  les  ombres  d'un  prisme  et  d'une  pyramide 
représentés  par  leurs  projections  sur  deux  plans  rectangulaires,  et  éclairés  par 
des  rayons  parallèles  à  une  droite  donnée  {S s,  S'^). 

On  voit  tout  d'abord,  d'après  la  direction  des  rayons,  que  les  faces  verticales 
AB  et  AD  du  prisme  et  sa  base  supérieure  B'D'  sont  éclairées,  La  ligne  brisée 
(D,  D"D'),  (DC,  DX'),  (CB,  C'B'),  (B,  B^B'^)  sépare  donc  la  partie  éclairée  de 
celle  qui  est  obscure.  Pour  avoir  l'ombre  portée  du  prisme,  nous  allons  cher- 
cher l'intersection  des  plans  d'ombre  de  ces  arêtes  avec  le  plan  horizontal  qui 
représente  la  surface  du  sol,  et  avec  la  face  exposée  de  la  pyramide. 

Les  plans  d'ombre  des  arêtes  verticales  (B,  B''B')  et  (D,  D''D')  sont  verticaux, 
et  les  lignes  d'ombre  qu'ils  déterminent  se  projettent  horizontalement  sur  leurs  traces 
qui  sont  les  droites  Bp  et  Dr  parallèles  à  S.9.  Pour  avoir  les  projections  verticales 
de  leurs  intersections  avec  la  face  (EGl,  E'GT)  de  la  pyramide,  nous  remarquons 
que  le  plan  passant  par  l'arête  (G,  G' G'),  et  parallèle  aux  rayons  de  lumière, 
coupe  les  droites  (EG,  E'G')  et  (El,  ET)  aux  points  {q,  q')  et  [k,  k)\  par  consé- 
quent, si  nous  menons  par  les  points  p'  et  r' ,  projections  verticales  de  p  et  de 
r,  des  parallèles  à  q'k' ,  nous  aurons  les  projections  verticales  cherchées.  Il  faut 
tes  terminer  aux  points  b'  et  d\  où  elles  sont  rencontrées  par  les  projections  des 
rayons  qui  passent  aux  extrémités  B'  et  D'  des  arêtes.  On  détermine  de  la  même 
manière  Tombre  c'  du  sommet  (C,  G),  et  l'on  ramène  ces  divers  points  sur  le  plan 
horizon  lai. 

525.  Le  rayon  de  lumière  qui  passe  par  le  sommet  (I,  Y)  de  la  pyramide  a  sa 

trace  horizontale  en  i  et  sa  trace  verticale  en  y'.  Par  suite,  les  plans  d'ombre 

des  arêtes  (lE,  LE'),  (IG,  FG')  ont  pour  traces  horizontales  les  droites  Ef  et  G^'; 

leurs  traces  verticales  sont  uj'  et  i>j\  On  obtient  ainsi  les  limites  de  l'ombre  reçue 

par  le  plan  horizontal,  et  par  le  plan  vertical  qui  est  censé  représenter  le  parement 

d'un  mur. 

Les  taces  (lËF,  FE'F)  et  (IGF,  l'G'Y')  sont  dans  l'ombre.  Les  trois  faces  de  la 

pyramide  seraient  éclairées,  si  la  trace  i  du  rayon  qui  passe  par  le  sommet  était  dans 

l'intérieur  de  la  base  FEG. 

IP  Exercice,  —  Ombres  d'un  perron,  {Fig-  ï85.) 

324,  On  propose  de  déterminer  les  ombres  d'un  perron  éclairé  par  des  rayons 
parallèles  a  une  droite  donnée  (S^,  S' s'). 

Le  plan  et  l'élévation  n'indiquent  pas  complètement  les  dispositions  du  perron,  et 
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nous  aurions  ajouté  une  coupe  transversale,  si  une  perspective  cavalière  dont  nous 
nous  occuperons  plus  loin  [fig*  i86),  ne  levait  pas  toute  incertitude. 

Les  arêtes  projetées  horizontalement  sur  GB  séparent  les  faces  éclairées  du 
rampantàQ  celles  qui  sont  obscures.  Ces  arêtes  sont  (B,  B''B'),  (BF,  B'),  (FH,  B'G') 
et  (HG,  G').  Le  plan  d'ombre  de  la  première  est  vertical,  et  toutes  les  lignes 
d'ombre  qu'il  détermine  se  confondent,  en  projection  horizontale,  avec  sa  trace 
B/?  parallèle  à  S 5.  L'extrémité  de  cette  ligne  est  la  projection  de  la  trace,  sur  la 
surface  de  Tescalier,  du  rayon  qui  passe  par  le  point  le  plus  élevé  (B,  B')  de  Farête» 
Il  est  très-facile  d'avoir  les  traces  r  et/?  de  ce  rayon  sur  les  plans  horizontaux  de 
la  seconde  et  de  la  troisième  marche.  Le  premierr  n'appartient  pas  a  la  partie  utile 
mn  de  la  ligne  d'ombre  sur  la  deuxième  marche,  et  par  suite  n'a  aucune  impor- 
tance; le  second  /?,  au  contraire,  se  trouve  sur  le  giron  (i)  de  la  troisième  marche, 
et  c'est  l'extrémité  cherchée. 

Le  même  plan  d'ombre  coupe  les  plans  verticaux  des  marches,  suivant  des  ver- 
ticales qui  correspondent  aux  points  m  et  n.  11  est  inutile  de  dire  que  l'ombre  du 
point  (B,  B')  aurait  pu  se  trouver  sur  un  de  ces  plans  verticaux. 

La  seconde  arête  (BF,  B')  est  perpendiculaire  au  plan  vertical;  son  plan  d'ombre 
coupe  le  plan  horizontal  de  la  troisième  marche  suivant  la  droite  pp^  parallèle  a  BF, 
et  le  plan  vertical  de  la  quatrième  marche  suivant  la  ligne  p'^'  parallèle  à  S'/. 
L'extrémité  q'  de  la  partie  utile  est  la  trace  sur  ce  dernier  plan  du  rayon  (F^,  B'^'). 

L'extrémité  inférieure  (F,  B')  de  la  troisième  arête  (FH,  B'G')  est  dans  le  plan 
horizontal  de  la  dernière  marche  ;  le  rayon  passant  par  l'extrémité  supérieure  (H,  G') 
perce  ce  plan  au  point  h  :  la  trace  du  plan  d'ombre  est  donc  F  wç'A.  Le  rayon  (HA,  G7/) 
rencontre  le  plan  horizontal  de  la  marche  précédente  au  point  h^ ,  et  par  suite  la 
droite  h^  ti parallèle  a  huY  est  la  trace  du  même  plan  d'ombre  sur  le  plan  horizontal  de 
r avant-dernière  marche.  En  relevant  les  points  i,  t,  u,  {^  en  i',  t ,  u',  ç',  et  détermi- 
nant la  trace/'  du  rayon  qui  passe  par  le  point  (H,  G'),  sur  le  plan  vertical  XY,  on  a 
les  extrémités  des  lignes  d'ombre  q'i\  t'u'  et  9'f  :  ces  trois  droites  doivent  être 
parallèles. 

Le  plan  d'ombre  de  la  quatrième  arête  (HG,  G')  est  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical, et  par  suite  les  lignes  de  l'ombre  portée  sont  projetées  sur  sa  trace  G'/  paral- 
lèle à  S' s'. 

La  détermination  des  ombres  portées  par  les  arêtes  de  la  porte,  et  par  celles  qui 
se  projettent  horizontalement  sur  la  droite  AD,  ne  présente  pas  de  difficultés. 

HP  Exercice.  —  Ombres  d'une  maison.  {PL  IF  et  F.) 
525.  On  propose  de  déterminer  les  ombres  d'une  maison  donnée  par  un  plan  et 

(i)  Le  giron  d'une  marche  est  la  face  sur  laquelle  on  pose  le  pied. 
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une  élévation  [fig.  i88  et  189).  Les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  a  la  droite 

Nous  construisons  d'abord  une  projection  auxiliaire  sur  un  plan  perpendiculaire 
aux  deux  premiers  [fig,  190).  Pour  avoir  la  nouvelle  projection  S'^^'  du  rayon,  il 
suffit  de  prendre  sur  l'horizontale  du  point  S'  une  longueur  ^"S^  égale  a  ss.^ . 

Chacun  des  plans  qui  reçoivent  l'ombre  est  perpendiculaire  a  l'un  des  trois  plans 
de  projection,  et  par  suite  on  détermine  facilement  le  point  où  il  est  rencontré  par 
un  rayon  de  lumière. 

326.  La  construction  de  l'ombre  sur  le  sol  présente  peu  de  difficulté.  Nous  avons 
représenté  stir  l^fig-  195,  faite  a  une  échelle  triple,  quelques  détails  qui  présentent 
de  l'intérêt. 

Les  droites  y^  y,  ï^  ^  parallèles  à  S^  sont  les  ombres  des  arêtes  verticales  J'^J'  et 
r^r.  L'ombre  de  l'horizontale  ï^a'  est  la  parallèle  a  cette  droite  menée  par  le 
point  y/,  de  sorte  que  le  rayon  de  lumière  qui  arrive  au  point  P  rencontre  les  arêtes 
r^  r  et  }\(/J  en  des  points  ï^  et  V.  Le  segment  VJ',  porte  ombre  sur  le  sol,  et  le  reste 
de  l'arête  a'J'^  sur  le  plan  vertical  l'ï^  ^\  qui  forme  le  lannier;  elle  y  dessine  une 
horizontale  qui  a  son  origine  au  point  I'^. 

Des  dispositions  analogues,  et  qui  par  conséquent  n'ont  pas  besoin  d'être  ana- 
lysées, se  présentent  pour  les  ombres  des  arêtes  î'^|3'^  et  L'^  y. 

Si  l'on  veut  avoir  les  ombres  de  la  façade  sans  recourir  à  celles  qui  sont  portées 
sur  le  sol,  on  tracera  une  droite  a^-^jù:  parallèle  a  S5,  et  .on  étudiera  la  disposition 
des  rayons  de  lumière  dans  le  plan  vertical  dont  cette  ligne  est  la  trace  ;  on  obtient 
sans  difficulté  les  ombres  p'i ,  cJ'  et  ù\  des  points  (a,  a),  (|3,  p'J  et  (7,  7'). 

527.  Le  plan  d'ombre  de  l'arête  (//< ,  /')  de  la  cheminée  rectangulaire  [fig,  188 
et  189)  a  pour  trace  sur  le  plan  vertical  de  projection  qui  lui  est  perpendiculaire 
la  droite  l' g' é  \  il  rencontre  la  droite  (AB,  A' B'),  faîte  de  la  maison,  au  point 
(g-,  g'),  et  le  plan  voisin  des  toits  des  fenêtres  le  long  de  la  droite  [ee^,  e').  On 
opère  d'une  manière  analogue  pour  les  autres  plans  d'ombre  de  la  cheminée. 

Pour  déterminer  l'ombre  des=  fenêtres  sur  le  toit,  il  faut  recourir  à  \'^  figure  190. 

Cylindre^  cône  et  sphère. 
P*'  Exercice.  —  Ombres  d'une  cheminée  ronde.  [PL  F.) 

528.  Les  lignes  qui  limitent  l'ombre  propre  sur  les  cylindres  et  sur  les  cônes, 
sont  les  génératrices  de  contact  des  plans  tangents  parallèles  aux  rayons  de  lumière. 
En  général,  on  détermine  très-facilement  ces  droites. 

La  maison  représentée  sur  la  Planche  IV  a  une  cheminée  cylindrique  dont  les 
ombres  ont  été  construites  sur  les  figures  191,  192  et  193,  qui  sont  a  une  échelle 
triple  de  celles  de  la  Planche  IV. 

La  droite  HC,  parallèle  kSs  et  tangente  à  la  base  du  cylindre  de  la  cheminée,  est 
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la  trace  de  Tun  de  ses  plans  d'ombre.  Les  projections  yerticales  c'C  et  c"C!'  du  rayon 
extrême  contenu  dans  ce  plan  passent  par  les  points  c'  et  c" ,  relevées  de  c;  sa 
trace  C  sur  le  plan  B''R''  [fig,  igS)  fait  trouver  le  point  (C,  d)  où  se  termine  la 
ligne  d'ombre  (HC,  H'C).  La  génératrice  de  contact  H'H'^  prolongée  jusqu'au 
rayon  c'C  est  une  ligne  d'ombre  propre  de  la  cheminée.  On  détermine  de  la  même 
manière  la  trace  (LD,  L'D')  de  l'autre  plan  d'ombre  sur  le  toit,  et  la  ligne 
d'ombre  propre  (L,  L'L\). 

On  obtient  facilement  l'ombre  (|3,  ^')  portée  par  un  point  (a,  a')  du  cercle  infé- 
rieur du  couronnement  sur  le  cylindre  de  la  cheminée  ;  la  courbe  lieu  des  points  jS' 
s'étend  de  L'^  à  ff^.  Le  rayon  c'ÇJ  la  touche  en  H'^,  car  il  se  trouve  dans  les  plans 
tangents  des  deux  cylindres  dont  cette  courbe  est  l'intersection. 

On  détermine  sans  difficulté  sur  le  cylindre  du  couronnement  les  génératrices 
{>^(;'  et  ù^u'  qui  forment  lignes  d'ombre. 

L'arc  [c(^,c'v.^)  projette  une  ombre  (CVoG'V'J  que  l'on  obtient  par  points,  en 
considérant  les  rayons  sur  le  plan  vertical  de  \^  figure  ig3.  On  détermine  ensuite 
l'ombre  V^Y  portée  par  la  génératrice  (ç^,  ^^  ^/)  ;  sur  l'autre  côté  de  la  cheminée,  on 
trouve  l'arc  DU^  et  la  droite  U^U. 

On  obtient  les  ombres  portées  par  l'arc  {ue^,  u! t!^')  sur  les  plans  PBQ  et  RBQ,  en 
considérant  pour  chacun  d'eux  les  rayons  sur  le  plan  vertical  qui  lui  est  perpen- 
diculaire. 

Les  courbes  se  rejoignent  sur  l'arête  BQ  en  un  point  I  dont  il  est  utile  d'avoir 
la  position  d'une  manière  exacte.  Pour  l'obtenir,  nous  considérons  les  rayons 
(B&,  ^'h")  et  (Q^,  QYO  qui- aboutissent  a  deux  points  (B,  B'^)  et  (Q,  Q^')  de  cette 
arête,  çt  nous  déterminerons  leurs  traces  h  ^i  q  sur  le  plan  supérieur  Y"v"  du 
couronnement  de  la  cheminée.  La  droite  hq  de  ce  plan  porterait  ombre  sur  l'arête 
BQ,  et  le  point  i  où  elle  rencontre  le  cercle  i^i^,  a  pour  ombre  le  point  cherché  L  lî 
n'y  a  plus  qu'a  relever  t'en  i'  [fig*  ^9^^)^  ^^  ^  construire  son  ombre  (I,  F). 

On  obtient  facilement  sur  le  même  plan  horizontal  FV  les  droites  bp  et  br  qui 
porteraient  ombre  sur  les  arêtes  BP  et  BR.  Par  suite  d'une  coïncidence  fortuite,  la 
seconde  passe  par  te  point  v\  il  résulte  de  la  que  l'extrémité  V  de  l'ombre  de  la 
génératrice  ç'\^'  [fig-  192)  est  précisément  sur  l'arête  BR  [fig>  '90- 

529.  lu^  figure  194  représente  une  coupe  de  la  cheminée  par  un  plan  diamétral 
vertical.  La  droite  a"a'  et  la  courbe  a' B'  sont  les  ombres  de  la  génératrice  (A,  iVk') 
et  de  l'arc  (AB,  A^B').  La  courbe  a'B'  appartient  à  Fintersection  du  cylindre  inté- 
rieur de  la  cheminée  par  le  cylindre  d'ombre  du  cercle  supérieur  (AB(^,  A'B'D'j, 
Ces  deux  cylindres  ayant  pour  directrice  un  même  cercle  se  coupent  suivant  une 
seconde  conique  qui  est  nécessairement  une  ellipse  (art.  252,  i""). 
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ÎP  Exercice.  —  Ombres  d'un  cflindre  couché  sur  un  plan  horizontal,  — 
Rayons  parallèles,  [Fig,  196.) 

350.  On  propose  de  déterminer  les  ombres  d'un  cylindre  de  révolution  couché 
sur  un  plan  horizontal.  La  génératrice  de  contact  est  (Aa,  h!a')\  les  bases  circu- 
îaires  sont  projetées  verticalement  suivant  deux  ellipses  identiques,  faciles  à  con- 
struire. Nous  avons  représenté  le  cercle  i'^^'  sur  lequel  se  projette  l'une  d'elles 
(<?/,  e'f)  lorsqu'on  la  rend  parallèle  au  plan  vertical  par  une  rotation  autour  de 
la  verticale  du  point  a  oii  elle  touche  le  plan  horizontal. 

Pour  avoir  les  lignes  d'ombre,  il  faut  mener  au  cylindre  des  plans  tangents 
parallèles  au  rayon  (SSi ,  S'S'^  ).  Nous  allons  reproduire  la  construction  donnée  pour 
ce  problème  a  l'article  129,  en  ayant  égard  à  la  disposition  spéciale  des  données. 

D'un  point  (S^ ,  S'J  du  rayon,  nous  menons  une  droite  (8,82,  S\8'2)  parallèle 
aux  génératrices  du  cylindre;  le  plan  passant  par  cette  ligne  et  par  (S8,,8'8\) 
coupe  le  plan  vertical  B2S  de  la  première  base  suivant  la  ligne  (882?  8'8'2).  Les  in- 
tersections du  même  plan  B28  avec  les  plans  tangents  cherchés  ont  pour  projec- 
tions verticales  les  droites  B'B'2  et  G'C'2  parallèles  à  S'S'2  et  tangentes  a  la  projection 
verticale  de  la  première  base.  Les  génératrices  qui  forment  séparation  d'ombre  et  de 
lumière  sur  le  cylindre,  passent  par  les  points  de  contact  B'  et  C  :  ce  sont  les  droites 
(B&,  Wh')  et  (Ce,  Ce').  La  seconde  est  cachée  sur  les  deux  projections. 

On  peut  opérer  sur  le  cercle  s'y',  et  cela  est  même  un  peu  plus  exact.  Il  est  facile 
de  déterminer  la  position  (80-,  S'cr')  que  prend  la  droite  (883,  8'8'2)  quand  on  la 
fait  tourner  autour  de  la  verticale  du  point  8  jusqu'à  la  rendre  parallèle  au  plan 
vertical.  Une  tangente  parallèle  à  S'cr'  fait  connaître  le  point  |3  que  l'on  ramène  en  b' . 

351.  On  reconnaît  d'après  la  direction  de  la  projection  88^  d'un  rayon  que  la 
seconde  base  est  éclairée  et  que  la  première  est  dans  l'ombre.  La  ligne  qui  sépare 
la  partie  éclairée  de  celle  qui  est  obscure,  est  formée  des  génératrices  (B5,  B7/), 
(Ce,  CV),  et  des  deux  demi-circonférences  b'e'c\  B'M'C.  L'ombre  portée  par  ce 
contour  mixtiligne  sur  le  plan  horizontal  se  compose  des  droites  B^  è^ ,  C^  e^  paral- 
lèles aux  génératrices,  et  des  demi-ellipses  b^ac^ ,  BiM,C,  .  La  détermination  de 
ces  lignes  ne  présente  pas  de  difficultés. 

Un  point  M|  trace  d'un  rayon  (MM< ,  M'M'J  est  déterminé  par  la  rencontre  de 
deux  droites  MM^  et  M^M*  qui  se  coupent  spus  un  angle  assez  aigu.  Pour  donner 
plus  d'exactitude  à  la  construction,  on  peut  mener  par  le  point  (M,  M')  une  droite 
parallèle  à  (882,  S'S'2)  et  chercher  sa  trace  Ma  sur  B28.  En  menant  par  M2  une 
droite  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  on  a  l'ombre  de  la  génératrice  qui 
passe  par  le  point  (M,  M')  ;  l'intersection  de  cette  droite  avec  la  ligne  MM^  donne 
le  point  M, . 

Les  ombres  portées  peuvent  être  considérées  comme  des  projections  obliques,  et 
par  conséquent  la  tangente  M^K^  en  un  point  M^  de  l'ellipse,  est  l'ombre  de  la 
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tangente  (MK,  M'K')  au  point  correspondant  du  cercle.  Pour  avoir  la  première,  il 
suffit  donc  de  chercher  Tombre  K,  d'un  point  (K,  K')  de  la  seconde  :  nous  l'ob- 
tenons par  la  méthode  qui  vient  d'être  expliquée. 

La  droite  B,è^  est  tangente  à  l'ellipse  en  B^ ,  car  elle  est  l'ombre  de  toutes  les 
lignes  contenues  dans  le  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de  la  génératrice  B7/, 
et  notamment  de  la  tangente  du  cercle  au  point  B'. 

Les  diamètres  du  cercle  projetés  sur  B'C  et  R'L'  sont  rectangulaires,  et  par 
suite  leurs  ombres  B^C,  et  R,L,  sont  des  diamètres  conjugués  de  l'ellipse. 

IIP  Exercice.  —  Ombre  cVuii  cône  percé  dlun  trou  cylindrique,  —  Rayions  parallèles^ 

{PL  FIL) 

332.  On  propose  de  déterminer  les  ombres  du  cône  qui  a  déjà  été  représenté 
sur  \^  figure  \^[\.  On  donne  ses  deux  projections,  et  l'ombre  s  de  son  sommet 
sur  le  plan  horizontal. 

Les  droites  sa  et  sd^  tangentes  à  la  base  du  cône,  sont  les  traces  horizontaies 
des  plans  tangents  parallèles  aux  rayons  de  lumière  et  les  limites  de  l'ombre 
portée  sur  le  plan  horizontal.  Les  génératrices  de  contact  (Sa,  S'a'),  (Si,  SVi') 
sont  les  limites  de  l'ombre  propre.  Ces  droites  se  trouvent  interrompues  aux  points 
(A,  A'),  (A^,  A'J,  (D,  D')  (Do  D'J;  leurs  ombres  sont  par  conséquent  interrom- 
pues aux  points  correspondants  a,  u^ ,  c?  et  ù^ . 

333.  11  faut  maintenant  construire  sur  le  plan  horizontal,  les  ombres  des  deux 
courbes  de  pénétration.  On  détermine  la  trace  [x  du  rayon  de  lumière  qui  passe 
par  un  point  M  de  l'une  d'elles,  sans  recourir  au  plan  vertical,  en  remarquant 
qu'elle  doit  être  sur  l'ombre  sm  de  la  génératrice  SMm.  L'ombre  f/.j3  de  la 
courbe  DMR  passe  par  les  points  è  et  ù^ ,  est  tangente  en  ces  points  à  la  droite  $d 
limite  de  l'ombre  sur  le  plan  horizontal,  et  touche  aussi  la  droite  sr  ombre  de  îa 
génératrice  S r  qui,  dans  l'espace,  est  tangente  à  la  courbe  de  pénétration. 

On  construit  de  la  même  manière  l'ombre  Xs  de  la  courbe  ALT.  La  lumière 
arrive  sur  la  partie  du  plan  horizontal  qui  est  comprise  dans  l'intérieur  des  deux 
lignes  que  nous  venons  de  déterminer. 

La  direction  des  génératrices  du  cylindre  creux  est  donnée,  sur  chaque  pian 
de  projection,  par  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes  de  pénétration.  En 
menant  du  sommet  (S,  S')  une  droite  (SK,  S'K')  parallèle  à  ces  lignes,  nous 
pourrons  déterminer  la  trace  SK  d'un  plan  parallèle  aux  rayons  et  aux  généra-- 
trices  du  cylindre.  Les  courbes  (Î^t  et  «71  doivent  admettre  des  tangentes  com- 
munes <pX  et  /Ss,  parallèles  à  ^K  :  ces  droites  sont  les  traces  de  plans  qui  sont  tan- 
gents au  cylindre,  et  parallèles  aux  rayons  de  lumière. 

334.  La  ligne  d'ombre  sur  le  cylindre  creux  est  l'intersection  de  cette  surface 
et  du  cylindre  d'ombre  qui  a  pour  directrice  la  courbe  DRM,  et  pour  trace  hori- 
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zoiitale  âyx.  Une  droite  p.v,  parallèle  à  SK,  peut  être  considérée  comme  la  trace 
d'un  plan  parallèle  aux  génératrices  rectilignes  des  deux  cylindres.  Ce  plan  auxi- 
liaire coupe  le  cylindre  d'ombre  suivant  les  droites  fxM  et  vN,  et  le  cylindre 
creux  suivant  deux  droites  qui  passent  par  les  points  M  et  N.  Les  points  I  et  i  où 
se  rencontrent  ces  lignes,  appartiennent  a  la  courbe  d'ombre;  le  premier  seul  est 
utile. 

Quand  les  points  p.  et  v  se  réunissent,  les  points  M  et  I  se  confondent  également. 
L'origine  F  de  l'arc  utile  correspond  donc  au  point  9  de  la  trace  du  cylindre 
d'ombre  où  la  tangente  est  parallèle  à  SK.  L'extrémité  6  de  l'arc  utile  est  sur  le 
rayon  de  lumière  qui  rencontre  les  deux  courbes  d'entrée  et  de  sortie  du  cylindre, 
et  qui  par  conséquent  aboutit  au  point  de  croisement  7.  La  courbe  d'ombre  portée 
sur  le  cylindre  creux  a  un  autre>rc  utile  BT,  que  l'on  obtient  de  la  même  manière. 

On  relève  sans  difficulté  sur  le  plan  vertical  les  lignes  d'ombre  ainsi  détermi- 
nées sur  le  plan  horizontal. 

555.  L^ figure  197  {PL  VI)  représente,  dans  la  même  position  par  rapport  aux 
plans  de  projection,  et  éclairé  par  les  mêmes  rayons,  le  solide  retiré  du  cône.  Le 
périmètre  de  Fombre  portée  sur  le  plan  horizontal  est  formé  des  quatre  droites 
«a, ,  sp,  âià,  (jpX  et  des  arcs  des  courbes  déjà  déterminées  qui  se  raccordent  avec 
elles.  En  ramenant  les  points  X,  y,  /3,  s  en  L,  F,  B,  E,  puis  en  L',  F',  B',  E',  nous 
obtenons  les  génératrices  (LF,  L'F')  et  (BE,  B'E')  suivant  lesquelles  la  surface 
cylindrique  du  solide  est  touchée  par  des  rayons  de  lumière  :  ce  sont  les  limites  de 
l'ombre  propre.  Ces  lignes  ne  sont  pas  a  considérer  sur  \^/îgure  198,  parce  que 
les  rayons  qui  les  rencontrent  sont  noyés,  près  le  point  de  contact,  dans  la  partie 
solide  da  cône,  et  n'ont,  par  conséquent,  qu'une  existence  purement  géométrique. 
Nous  dirons  que  les  droites  (LF,  LT')  et  (BE,  B'E'),  lignes  d'ombre  réelles  sur  la 
figure  197,  sevaieni  virtuelles  sur  \^  figure  198. 

Une  construction  analogue  fait  trouver  sur  la  partie  conique  du  solide  les  lignes 
d'ombre  (AA, ,  A' A',)  et  (DD, ,  D^D;). 

lY*"  Exercice.  —  Ombres  d'une  niche  sphérique,  —  Rayons  parallèles.  (Fig^  206.) 

556.  On  propose  de  déterminer  les  ombres  d'une  niche  sphérique  représentée 
par  une  élévation  sur  le  plan  de  tête  (i),  et  par  une  coupe  horizontale  que  l'on  peut 
supposer  faite  à  la  hauteur  du  plan  de  naissance  A'B'  de  la  voûte  sphérique.  La 
droite  (R,  R')  donne  la  direction  des  rayons  de  lumière. 

L'ombre  portée  par  l'arête  (A,  A'^  A')  est  l'horizontale  (A<2,  A\a\),  et  la  gé- 
nératrice (a,  d^a')  du  cylindre  de  la  niche  jusqu'au  point  où  elle  rencontre  le 
rayon  de  lumière  qui  passe  à  l'extrémité  A'  de  l'arête. 

(1)  he  plan  de  tête  est  celui  de  la  face  du  mur.  Le  plan  de  naissance  est  le  plan  qui  contient  le 
demi-cercle  commun  à  la  surface  cylindrique  et  à  la  surface  sphérique. 
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Oïl  obtient  facilement  l'ombre  [k,  k')  portée  par  un  point  (K,  K')  de  la  courbe 
de  tête,  sur  le  même  cylindre,  en  cherchant  Tintersection  de  cette  surface  avec  le 
rayon  (KÀ-,  K'^'). 

L'arc  a' ^'e' appartient  à  l'intersection  du  cylindre  vertical  de  la  niche  avec  le 
cylindre  d'ombre  qui  a  pour  directrice  le  cercle  dont  la  courbe  de  tête  fait  partie. 
Les  plans  limites  sont  les  plans  [ka,  K^k!)  et  (Bè,  B\B'),  qui  sont  parallèles 
aux  rayons  de  lumière,  et  dont  les  traces  verticales  touchent  la  directrice  du 
cylindre  d'ombre  aux  points  A'  et  B'.  Il  y  a  pénétration  (art.  227)  :  l'une  des 
courbes  se  projette  horizontalement  sur  l'arc  aB,  l'autre  sur  l'arc  Aè.  Nous  avons 
négligé  la  dernière,  mais  la  première  a  été  représentée  même  dans  ses  parties 
non  utiles.  Nous  verrons  plus  loin  comment  on  détermine  sur  la  droite  A'B'  la 
position  précise  de  l'extrémité  é  de  l'arc  utile. 

337.  La  tangente  en  un  point  k'  est  l'intersection  des  plans  tangents  aux 
deux  cylindres.  Les  traces  du  plan  tangent  au  cylindre  de  la  niche  sont  la  droite 
kt  sur  le  plan  horizontal,  et  la  verticale  tt  sur  le  plan  K^  t  parallèle  au  plan  de 
tête.  La  trace  du  plan  tangent  au  cylindre  d'ombre,  sur  le  même  plan,  est  la 
droite  K^t'  parallèle  à  K'/'.  La  tangente  est  donc  t' k . 

Les  droites  kt  et  K^  t  se  rencontrant  très-obliquement,  il  est  convenable  de 
tracer  d'abord  la  verticale  W  dans  une  position  arbitraire,  et  de  mener  ensuite 
par  son  point  de  rencontre  t  avec  la  tangente  /«*,  une  droite  ^K^  parallèle  a  BA. 
On  peut  faire  les  constructions  sur  le  plan  horizontal  :  en  le  supposant  à  la 
hauteur  du  plan  de  naissance,  il  est  rencontré  par  la  tangente  IL'f  de  la  direc- 
trice A'K'B'  au  point/,  et  par  le  rayon  de  lumière  [lik,  1^ k')  au  point  ii\  la  trace 
du  plan  tangent  au  cylindre  d'ombre  le  long  de  la  génératrice  K'^'  est  donc/r,  cette 
ligne  rencontre  la  trace  du  plan  tangent  au  cylindre  de  la  niche  en  un  point  i 
qui,  relevé  sur  A'B',  donne  un  point  i'  d€  la  tangente  t' k' , 

Le  plan  d'ombre  de  l'arête  A'^  A'  et  le  cylindre  d'ombre  de  la  courbe  de  tête 
sont  tangents  le  long  de  la  génératrice  k' a\  et  par  suite  les  lignes  d'ombre  sur  le 
cylindre  de  la  niche  se  raccordent  au  point  a\ 

338.  L'arc  e'G  est  l'intersection  du  cylindre  d'ombre  avec  la  sphère.  On  le 
détermine  en  coupant  les  surfaces  par  des  plans  perpendiculaires  au  plan  de  tête 
et  parallèles  aux  rayons.  Pour  que  la  construction  soit  facile,  il  faut  prendre  un 
plan  de  projection  parallèle  aux  plans  sécants,  de  manière  que  les  cercles  sui- 
vant lesquels  la  sphère  est  coupée  se  projettent  en  vraie  grandeur.  L'intersec- 
tion de  ce  plan  avec  le  plan  de  tête  est  une  droite  X''Y''  parallèle  à  R'. 

Le  plan  sécant  qui  passe  par  le  centre  (C,  G)  a  pour  trace  verticale  la  droite 
M'C  parallèle  à  R'  :  il  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  dont  nous  traçons  sans 
difficulté  la  projection  M'^M'^  sur  le  nouveau  plan,  et  le  cylindre  suivant  le  rayon 
de  lumière  (Me,  M'C)  dont  on  détermine  la  projection  W'c'\  en  remarquant  que 
le  point  c\  sur  lequel  se  projette  le  point  (c,  C)  doit  être  k  une  distance  de 
II  ^ 
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C  égale  a  Ce  (art.  59).  Le  rayon  Wc''  coupe  le  cercle  WM\  en  un  point  p/'  que 
nous  ramenons  en  fx. 

Les  sections  de  la  spbère  et  du  cylindre  d'ombre  par  le  plan  auxiliaire  qui  a 
pour  trace  verticale  la  droite  N'n'  parallèle  a  WC  sont,  en  projection,  le  cercle 
décrit  du  point  C  comme  centre  avec  N''C''  pour  rayon,  et  la  droite  Wn''  parallèle 
à  WpJ\  Le  point  de  rencontre  if  est  ramené  en  n\ 

Les  origines  M''  et  N''  des  arcs  concentriques  Rrp/  et  Wn"  se  trouvent  sur  un 
même  rayon,  et  leurs  cordes  sont  parallèles;  ces  arcs  sont  donc  égaux  en  degrés, 
et  par  suite  les  points  G\  n"  et  [j!'  sont  en  ligne  droite.  Il  en  résulte  que  la  projec- 
tion de  la  courbe  d'ombre  est  une  droite  passant  parle  point  C';  la  courbe  elle- 
même  est  un  grand  cercle  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  aux  plans  auxiliaires, 
et  sa  projection  verticale,  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  égal  au  diamètre  de 
la  sphère.  La  construction  montre  que  cet  axe  est  le  diamètre  PG  situé  dans  le  plan 
de  tête  et  perpendiculaire  à  R';  le  petit  axe  est  ^xC/Jh. 

Les  deux  surfaces  sont  du  second  degré,  et  se  coupent  suivant  le  cercle 
(AB,  A'M'B');  on  pouvait  donc  prévoir  que  leur  intersection  complète  compren- 
drait une  seconde  courbe  plane  (art.  2S2,   i""). 

En  coupant  la  sphère  et  le  cylindre  d'ombre  par  des  plans  parallèles  au  plan  de 
tête,  on  déterminerait  la  courbe  e'G  aussi  facilement  que  par  la  construction  que 
nous  venons  d'expliquer.  Nous  nous  contentons  d'indiquer  cette  méthode. 

559.  Le  point  é  do  cercle  de  naissance,  où  se  joignent  les  arcs  utiles  des  deux 
courbes,  est  sur  l'intersection  (A'B',  C'  y'')  du  plan  de  naissance  et  du  plan 
d'ombre.  Si  nous  considérons  un  point  [r',r")  de  l'intersection  de  ces  plans,  nous 
déterminerons  sa  position  sur  le  plan  hori/^ontal  en  prenant  le  segment  Rr  égal 
a  W  r" ,  et  nous  pourrons  tracer  la  droite  d'intersection  Cr;  elle  rencontre  le 
cercle  en  un  point  e  qui  fait  trouver  e' . 

Les  deux  courbes  ont  au  point  e'  une  tangente  commune,  parce  que  le  cylindre  de 
la  niche  est  circonscrit  a  la  sphère  le  long  du  cercle  de  naissance.  On  construit  cette 
tangente  en  considérant  le  point  e'  comme  appartenant,  soit  à  la  ligne  d'ombre  de 
la  sphère,  soit  à  celle  du  cylindre,  soit  a  une  ellipse  dont  on  connaît  les  axes. 
Nous  avons  employé  le  premier  procédé  ;  les  traces  sur  le  plan  de  tête  du  plan  tan- 
gent au  cylindre  d'ombre,  et  du  plan  de  la  courbe  sont  E' s  et  PG  :  leur  point  de 
rencontre  î  appartient  à  la  tangente  cherchée. 

540.  Nous  n'avons  pas  tracé  k  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre 
portée  sur  la  sphère,  parce  qu'elle  présente  peu  d'intérêt;  mais  il  serait  très-facile 
de  déterminer  cette  ellipse  :  son  centre  est  en  G;  la  droite  Ce  est  la  moitié  de 
son  grand  axe;  en  projetant  le  point  G  sur  AB,  on  aurait  un  point  de  la  courbe, 
et  l'on  construirait  ensuite  la  longueur  du  petit  axe  (art.  299). 

541.  Si  le  demi-cylindre  et  le  quart  de  sphère  représentés  sur  \^  figure  206 
étaient  en  relief,  il  n'y  aurait  pas  de  lignes   d'ombre  portées  sur  les  surfaces, 
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mais  seulement  des  lignes  cFombre  propre  qu'il  serait  très-facile  de  construire. 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  ce  problème;  nous  voulons  simplement  faire  remar- 
quer que  les  lignes  d'ombre  a  considérer  sur  une  surface  sont  différentes,  suivant 
que  la  partie  solide  se  trouve  d'un  côté  ou  de  l'autre. 

Surfaces  de  résolution. 

l^''  Exercice.  —  Barons  dwergents.  —  Point  lumineux  dans  une  position  quelconque. 

[PL  XI L) 

342.  Lorsqu'une  surface  courbe  est  éclairée,  le  lieu  des  points  de  contact  des 
rayons  qui  lui  sont  tangents  forme  la  ligne  qui  sépare  la  partie  éclairée  de  celle  qui 
est  dans  l'ombre  :  nous  l'appellerons  quelquefois  ^e/?ammbe.  On  peut  la  déterminer, 
soit  en  coupant  la  surface  par  des  plans  passant  par  le  point  lumineux  et  menant  de 
ce  point  des  tangentes  a  la  section,  soit  en  construisant  des  plans  tangents  contenant 
le  point  lumineux,  et  cherchant  leur  point  de  contact.  Cette  dernière  méthode  est 
la  plus  employée;  nous  allons  l'appliquer  a  la  recherche  des  ombres  d'un  corps 
engendré  par  la  révolution,  autour  de  l'axe  O'O",  de  l'aire  O' k'e' k"0"  composée 
d'un  rectangle  et  d'un  demi-cercle.  Les  rayons  divergent  du  point  (S,  S'). 

345.  Premier  procédé  :  cônes  circonscrits.  Proposons-nous  de  trouver  les  points 
de  la  courbe  d'ombre  situés  sur  un  parallèle  (RMN,  R'RfN')  choisi  arbitrairement  : 
si  la  droite  X'g'^,  tangente  de  la  méridienne  enR',  accompagne  cette  courbe  dans  son 
mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe,  elle  engendrera  un  cône  qui  sera  circon- 
scrit a  la  surface  le  long  du  cercle  décrit  par  le  point  (R,  R')  (i);  on  voit,  en  effet, 
qu'en  chacun  de  ses  points  les  plans  tangents  des  deux  surfaces  se  confondent, 
parce  qu'ils  contiennent  deux  mêmes  droites  :  la  tangente  du  méridien  et  celle  du 
parallèle.  Donc,  si  par  le  point  lumineux  (S,  S')  nous  menons  des  plans  tangents 
au  cône,  les  points  où  les  génératrices  de  contact  rencontreront  le  parallèle  consi- 
déré, appartiendront  à  la  courbe  d'ombre  de  la  surface  de  révolution. 

La  trace  du  cône  sur  le  plan  horizontal  xy  situé  à  la  hauteur  du  point  lumineux 
est  le  cercle  Xp-v.  Les  traces  sur  le  même  plan,  des  plans  tangents  a  cette  surface, 
sont  les  droites  Sp.  et  Sv;  les  génératrices  de  contact  ont  pour  projections  horizon- 
tales 0  p-  et  Ov  ;  enfin  les  points  M  et  N,  où  elles  rencontrent  la  projection  du  paral- 
lèle, appartiennent  à  la  courbe  :  on  les  relève  verticalement  en  M'  et  en  N'. 

il  est  important  de  remarquer  que  si  le  parallèle  considéré  et  la  trace  Xj7.v  du  cône 
étaient  sur  des  nappes  différentes  de  cette  surface,  ce  que  l'on  reconnaîtrait  facile- 

(i)  Une  surface  est  circonscrite  à  «ne  autre  on  lui  <^st  inscritey  quand  elle  a  les  mêmes  plans  tangents 
en  tous  les  ptîJÎnts  d'une  ligne  commune.  Ces  expressions  n'impliquent  pas  d'ailleurs  une  idée  de 
grandeur  relative  nécessaire  ;  ainsi  la  surface  que  Ton  dit  circonscrite,  parce  qu'elle  contient  l'autre 
surface  dans  la  disposition  spéciale  du  système  géométrique  considéré,  peut  très-bien,  pour  une 
autre  disposition  des  données,  être  renfermée  dans  celle-ci. 

2. 
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ment  sur  le  plan  vertical,  il  faudrait  prendre  les  intersections  du  parallèle  avec  les 
prolongements  des  droites  analogues  à  p.O  et  vO  au  delà  du  point  0. 

Pour  éviter  de  tracer  les  tangentes  Sjjl  et  Sv,  et  déterminer  avec  précision  les  points 
de  contact  /j.  et  v,  on  décrit  un  cercle  sur  OS  comme  diamètre. 

Le  point  (M,  M')  est  vu  sur  les  deux  projections,  parce  qu'il  est  en  avant  du 
méridien  principal,  et  sur  la  partie  supérieure  du  corps,  au-dessus  du  parallèle  du 
plus  grand  rayon.  Le  point  (N,  N')  est  vu  sur  le  plan  horizontal  et  caché  sur  le  plan 
vertical. 

344.  Nous  avons  trouvé  deux  points  M  et  N  sur  le  parallèle,  parce  que  le  point  S 
est  en  dehors  du  cercle  Xp-v;  la  courbe  d'ombre  n'aurait  pas  de  point  sur  le  paral- 
lèle considéré,  si  la  trace  du  cône  auxiliaire  renfermait  le  point  S;  et  enfin  elle 
serait  tangente  au  parallèle,  si  le  cône  avait  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  xy 
le  cercle  SS<  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OS  pour  rayon.  D'après  cela, 
pour  déterminer  les  parallèles  qui  sont  touchés  par  la  courbe  d'ombre,  il  suffit  de 
relever  le  point  S^  en  S\ ,  et  de  mener  par  S'^  des  tangentes  S'\  P'  et  S\/j'  a  la  méri- 
dienne :  chacun  des  points  de  contact  P'  et/?'  appartient  à  un  des  parallèles  cherchés. 
Il  résulte  d'ailleurs  de  la  construction  générale  de  Tarticle  précédent  que  les  points 
M  et  N  où  la  courbe  d'ombre  rencontre  un  parallèle,  ont  des  positions  symétriques 
par  rapport  au  plan  méridien  SO,  et  par  suite  qu'ils  ne  peuvent  se  réunir  que 
dans  ce  plan;  les  points  (I,  F)  et  [i,  i')  où  les  parallèles  des  points  P'  eip'  percent 
le  plan  SO,  sont  donc  ceux  où  ils  sont  touchés  par  la  ligne  d'ombre.  L'un  est  le  plus 
élevé  de  cette  courbe,  et  l'autre  celai  qui  l'est  le  moins. 

345.  Le  long  du  parallèle  (EUV,  ¥Je')  qui  a  le  plus  grand  rayon,  le  cône  circon- 
scrit se  change  en  un  cylindre  vertical;  les  plans  tangents  sont  verticaux,  et  ceux 
qui  contiennent  les  points  de  la  courbe  d'ombre  ont  pour  traces  horizontales  les 
droites  SU  et  ST  tangentes  a  la  projection  du  parallèle,  et  passant  par  le  point  S.  Le 
cercle  Of^-S  détermine  la  position  des  points  de  contact  U  et  V;  ces  points  limitent 
la  partie  vue  de  la  courbe  en  projection  horizontale  :  on  les  relève  en  U'  et  en  V. 

346.  Deuxième  procédé  :  cylindres  circonscrits.  —  Au  lieu  de  se  donner  des  paral- 
lèles, on  peut  choisir  des  méridiens,  et  la  même  construction  faite  en  ordre  inverse 
résoudra  le  problème.  Si  l'on  considère  le  méridien  dont  la  trace  est  0/j-M,  son 
intersection  fx  avec  le  cercle  OS  sera  ramenée  en  X,  puis  relevée  en  1\  On  tracera 
ensuite  les  tangentes  VR'  et  V  r'  qui  feront  connaître  les  parallèles  R'M'N'  et  r'm'n'  ; 
les  intersections  M  et  m  de  leurs  projections  horizontales  avec  la  droite  OM  appar- 
tiendront a  la  courbe.  Les  points  X'  et  /  étant  de  côtés  différents  de  l'axe,  le  point  m 
devra  être  pris  au  delà  du  point  0  par  rapport  au  point  |ul. 

Cette  construction  est  suffisamment  établie  par  les  raisonnements  des  articles 
précédents,  car,  lorsqu'elle  est  terminée,  on  peut  supposer  que  ce  sont  les  paral- 
lèles qui  ont  été  donnés  ;  mais  on  peut  la  démontrer  directement. 

347.  Les  tangentes  des  parallèles^,  aux  points  où  ils  coupent  le  plan  méridien 
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MO  m,  forment  un  cylindre  circonscrit  perpendiculaire  a  ce  plan.  Tout  plan  tangent 
à  ce  cylindre  est  tangent  a  la  surface  de  révolution  en  un  point  du  méridien  consi- 
déré. Le  problème  est  donc  ramené  a  déterminer  des  plans  contenant  un  point  (S,  S') 
et  tangents  à  un  cylindre.  Cette  question  a  été  traitée  à  l'article  128;  nous  allons 
reproduire  la  solution,  en  ayant  égard  à  la  manière  dont  les  données  sont  disposées. 
La  droite  (Sp.,  S'p/)  est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et  le  point  (p.,  (x') 
où  elle  rencontre  le  planMOm  appartient  aux  traces  des  plans  tangents  cherchés, 
sur  le  plan  méridien.  Si  nous  faisons  tourner  ce  plan  de  manière  à  le  rendre  paral- 
lèle au  plan  yertical,  le  point  (p-,  ^i')  se  transportera  en  (X,  V),  et  les  tangentes  X'R' 
et  XV  seront  les  traces  des  plans  tangents  :  leurs  points  de  contact  R'  etr'  reportés 
dans  le  plan  méridien  en  (M,  M')  et  {m,  m')  appartiendront  à  la  courbe  d'ombre. 

548.  Les  tangentes  S'Q-  et  S'^'  sont  les  traces  verticales  des  plans  qui  contien- 
nent le  point  (S,  S')  et  qui  sont  tangents  au  cylindre  circonscrit  à  la  surface  le  long 
du  méridien  principal.  La  projection  verticale  de  la  courbe  d'ombre  rencontre  le 
contour  apparent  en  Q'  et  en  q\  et  lui  est  tangente  en  ces  points. 

L'horizontale  ^jne  rencontrant  pas  le  méridien  principal,  quelle  que  soit  la  posi- 
tion du  point  X',  ou  pourra  mener  deux  tangentes  X'R'  et  XV,  et  par  suite  la  courbe 
a  deux  points  dans  chaque  plan  méridien. 

349.  On  emploiera  l'un  ou  l'autre  des  deux  procédés  que  nous  avons  expliqués, 
d'après  la  nature  de  la  méridienne,  suivant  qu'il  sera  plus  facile  de  mener  une 
tangente  à  cette  courbe  par  un  point  pris  sur  elle,  ou  de  déterminer  le  point  de 
contact  dVne  tangente.  Pour  une  courbe  graphique,  la  première  détermination 
sera  en  général  plus  facile. 

5S0.  Ombre  portée,  —  Les  courbes  d'ombre  portée  sur  les  plans  de  projection 
sont  les  traces  du  cône  qui  a  son  sommet  au  point  (S,  S'),  et  pour  directrice  la 
courbe  d'ombre  propre.  Une  génératrice  quelconque  (SM,  S'E')  perce  le  plan  hori- 
zontal en  ifc^n  point  (T,  T').  La  tangente  T^  de  la  courbe  est  la  trace  du  plan  tangent 
au  cône,  qui  est  également  tangent  à  la  surface  au  point  (M,  M');  elle  est  donc  per- 
pendiculaire a  1^  trace  OM  du  plan  méridien  (art.  190). 

La  tangente  Tg' peut  être  considérée  comme  l'ombre  d'une  tangente  quelconque 
de  la  surface  en  M  ;  elle  est  parallèle  a  la  tangente  MJ  du  parallèle.  L'ombre  0^  T  du 
rayon  OM  est  perpendiculaire  a  la  tangente  Tg-,  et  par  conséquent  les  normales  à  la 
courbe  d'ombre  portée  d'une  surface  de  révolution  sur  un  plan  horizontal,  sont  les 
ombres  des  horizontales  qui  joignent  les  points  de  la  courbe  d'ombre  propre  à  F  axe 
vertical  de  la  surface. 

On  voit  qu'il  est  très-facile  de  construire  les  tangentes  de  la  courbe  d'ombre 
portée,  tandis  que  nous  n'avons  encore  exposé  aucun  procédé  pour  tracer  les  tan- 
gentes à  la  courbe  d'ombre  propre.  La  construction  qui  sur  la  figure  fait  trouver  la 
tangente  «M  de  la  courbe  au  point  M,  ne  pourra  être  expliquée  que  dans  la  troi- 
sième partie  de  cet  ouvrage* 
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Les  droites  SU  et  SV  qui  passent  par  le  point  S,  et  touchent  le  contour  apparent 
de  la  surface  sur  le  plan  horizontal,  forment  le  contour  apparent  du  cône  d'ombre, 
et  sont  par  conséquent  tangentes  à  la  courbe  d'ombre  portée  aux  points  ^  et  u  qui 
correspondent  a  V  et  U. 

ÏP  Exercice.  —  Rayons  divergents,  —  Point  lumineux  dans  le  plan  méridien  principal. 

{Fig.  2i3.) 

3S1 .  Le  plan  vertical  de  projection  étant  parallèle  au  plan  méridien  qui  contient 
le  point  lumineux  (S,  S'),  les  deux  points  M  et  M^  d'un  parallèle  qui  appartiennent 
a  la  ligne  d'ombre,  ont  une  même  projection  verticale  M/,  et  la  courbe,  sur  le  plan 
vertical,  s'arrête  aux  points  Q'  et  g'  où  elle  rencontre  le  méridien  principal  ;  elle  est 
prolongée  par  une  partie  parasite  que  les  constructions  exposées  aux  articles  précé- 
dents ne  font  pas  connaître,  parce  que  ses  points  ne  correspondent  pas  a  des  points 
de  la  projection  horizontale  de  la  courbe.  Pour  déterminer  cette  partie,  nous 
allons  chercher  un  tracé  qui  donne  les  points  de  la  projection  verticale  directement, 
sans  faire  intervenir  la  projection  horizontale. 

Les  triangles  rectangles  OSf;.  et  OMF  sont  semblables,  et  par  suite  nous  avons 

0|ul:OS::of:OM 

ou  bien 

Ainsi  les  droites  O'^O',  yw  et  S'm'  partagent  en  parties  proportionnelles  les  ho- 
rizontales 0''S'  et  0'm\  et  par  conséquent  convergent  vers  un  même  point  M''. 
D'après  cela,  pour  obtenir  le  point  M' situé  sur  l'horizontale  ni^m!,  on  peut  tracer 
la  tangente  m')/,  puis  la  sécante  S' m',  et  joindre  par  une  droite  les  points  XVetftr  où 
elles  rencontrent,  l'une  l'horizontale  du  point  S',  et  l'autre  l'axe.  On  trouverait  le 
même  point  M'  en  opérant  sur  la  tangente  rri^l^  de  la  méridienne  inverse,  ainsi  qu'il 
est  indiqué. 

Cette  construction  fait  trouver  un  point  sur  la  trace  verticale  du  plan  de  chaque 
parallèle.  Quand  la  trace  considérée  passe  entre  les  points  Q'  et  ^',  le  point  est  en 
dedans  du  contour  apparent;  dans  le  cas  contraire,  le  point  tel  que  B'  est  en  dehors 
de  ce  contour  et  par  conséquent  parasite. 

352,  La  construction  montre  que  la  droite  A'^ A'  rencontre  la  projection  delà 
ligne  d'ombre  en  un  point  situé  à  Linfini.  Sa  parallèle  b'^'  passe  par  ce  point;  si 
elle  se  transporte  parallèlement  à  elle-même  jusqu'à  coïncider  avec  A\  A',  le  point  B' 
ira  rejoindre  celui  que  nous  considérons  a  l'infini.  La  droite  A\  A'  est  donc  asymp- 
tote  de  la  courbe  M'^^'B'  (art.  92);  la  droite  A'j  A''  l'est  également. 

La  courbe  paraît  s'arrêter  à  l'infini,  mais  cela  tient  à  ce  que  nous  ne  nous  sommes 
occupé  que  de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  du  demi-cercle  A!m'k!\  Si 
nous  avions  étendu  les  constructions  a  la  surface  complète,  ayant  pour  méridienne 
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un  cercle  entier,  nous  aurions  trouvé  que  la  projection  verticale  de  la  ligne  d'ombre 
se  compose  de  deux  parties  qui  se  rejoignent  à  l'infini. 

353.  Si  nous  voulons  construire  la  courbe  par  la  méthode  de  l'article  546,  pour 
avoir  les  points  M  et  N  situés  dans  un  plan  méridien  O/x,  il  faudra  ramener  le  point  fx 
en  X,  le  relever  ensuite  en  X',  et  mener  de  ce  point  des  tangentes  a  la  méridienne  : 
les  points  de  contact  m'  et  n'  feront  connaître  les  parallèles  sur  lesquels  sont  les 
points  cherchés.  Il  y  en  a  deux,  parce  que  le  pointX'  est  extérieur  à  la  méridienne; 
s'il  était  en  y'  sur  cette  courbe,  les  points  m'  et  n'  se  confondraient  en  ce  point,  et 
le  plan  méridien  ne  contiendrait  de  la  ligne  d'ombre  qu'un  seul  point  situé  sur  le 
parallèle  qui  est  à  la  hauteur  du  point  lumineux.  On  voit  d'après  cela  que  si  l'on 
projette  /  en  y,  et  qu'on  ramène  7  en  C  et  en  C,  sur  le  cercle  OS,  les  points  G  et  Cj 
appartiendront  a  la  courbe  d'ombre,  et  que  les  droites  OC  et  OC^  seront  les  traces 
des  plans  méridiens  qui  la  touchent. 

354.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  si  le  point  lumineux  était  dans  le  plan 
horizontal  E'e'  qui  contient  le  cercle  décrit  par  le  centre  de  la  méridienne,  la  pro- 
jection horizontale  de  la  courbe  d'ombre  aurait  des  parties  parasites.  On  détermine 
facilement  ces  parties  quand  la  méridienne  est  un  cercle,  ou  une  conique  ayant  l'un 
de  ses  axes  parallèle  à  l'axe  de  révolution.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette 
question.  On  peut  remarquer  que  la  construction  que  nous  avons  donnée  pour  les 
arcs  parasites  sur  le  plan  vertical,  ne  dépend  en  aucune  manière  de  la  forme  de  la 
méridienne. 

355.  Les  rayons  (SQ,  S'Q')  et(S^,  Sy)  sont  parallèles  au  plan  vertical,  et  par 
suite  l'ombre  portée  sur  ce  plan  a  deux  branches  infinies.  Les  asymptotes  sont  les 
droites  S'Q'  et  S'g',  traces,  sur  le  plan  de  la  courbe  d'ombre  portée,  des  plans  tan- 
gents  au  cône  le  long  des  génératrices  qui  lui  sont  parallèles. 

Le  plan  vertical  SD^  étant  tangent  au  cône  d'ombre,  sa  trace  verticale  ââ'  toucïie 
la  courbe  d'ombre  portée  sur  le  plan  vertical  de  projection. 

IIP  Exercice.  —  Ra/ons  parallèles  dans  une  direction  quelconque,  (fig.  ?i5.) 

356.  Les  données  sont  l'axe  (0,0"'Z)  de  la  surface,  la  méridienne  m^àm'b'  qui  est 
symétrique  par  rapport  a  cette  droite,  et  la  direction  (R,  R')  des  rayons  de  lumière. 

Premier  procédé  :  cônes  circonscrits.  —  Considérons  un  parallèle  (MNm,  WWmf) 
choisi  arbitrairement,  et  traçons  la  tangente  m'z  de  la  méridienne  à  Fun  des  points 
où  il  la  rencontre  :  le  cône  engendré  "par  la  révolution  de  cette  ligne  autour  de 
l'axe,  touche  la  surface  aux  différents  points  du  parallèle  {Mm,  Wm')  (art.  543); 
par  conséquent,  si  l'on  construit  les  plans  qui  sont  tangents  à  ce  cône,  et  parallèles 
à  la  droite  (R,  R'),  les  points  où  tes  génératrices  de  contact  rencontreront  le  prirot- 
lèle  appartiendront  à  la  courbe  d'ombre. 

Pour  plusieurs  des  parallèles  que  l'on  devra  successivement  considérer,  le  sommet 
du  cône  sera  hors  du  cadre  de  Tépure.  On  lève  cette  difficulté,  et  on  simplifie 
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la  construction,  en  abaissant  ou  en  élevant  le  cône,  de  manière  que  son  sommet 
arrive  à  un  point  fixe  (0,  0'),  choisi  arbitrairement  sur  l'axe.  La  génératrice 
(Om,  zm)  prend  la  position  (0/x< ,  Oyj  et  le  cercle  p-, v/jl  est  la  trace  horizontale 
du  cône  transporté. 

Par  le  point  (0,  0'),  nous  menons  une  droite  (Or,  O'r')  parallèle  a  (R,  R')  : 
les  plans  qui  contiennent  cette  droite,  et  qui  sont  tangents  au  cône,  ont  pour 
traces  les  tangentes  rp.  et  rv  du  cercle  [x^  vfJi  (art.  151).  Les  génératrices  de  con- 
tact sont  projetées  sur  les  lignes  Op-  et  Ov.  En  relevant  le  cône  jusqu'à  sa  pre- 
mière position,  les  projections  horizontales  de  ces  génératrices  ne  changent  pas, 
et  les  plans  tangents  transportés  parallèlement  a  eux-mêmes  sont  encore  paral- 
lèles aux  rayons  de  lumière.  Les  points  M  et  N  où  les  génératrices  Op.  et  Ov 
rencontrent  le  parallèle  considéré,  appartiennent  alors  a  la  projection  horizontale  de 
la  courbe  de  contact  :  nous  les  relevons  en  M'  et  N'.  Ils  sont  vus  sur  les  deux 
projections,  parce  qu'ils  se  trouvent  en  avant  du  méridien  principal  xy  et  sur 
la  partie  supérieure  du  solide  de  révolution. 

Un  cercle  décrit  sur  Or  comme  diamètre  fait  connaître,  sur  la  trace  de  .chaque 
cône,  la  position  précise  des  points  de  contact  |ul  et  v,  et  dispense  de  tracer  les 
tangentes  rp.  et  rv. 

557.  La  méridienne  de  la  surface  prise  pour  exemple  a  un  centre  0''  situé 
sur  l'axe.  Il  en  résulte  que  les  tangentes  du  méridien  en  deux  points  opposés 
iv!  et  m^  sont  parallèles,  et  que  les  deux  cônes  circonscrits  le  long  des  parallèles 
de  ces  points  se  confondant  lorsqu'ils  sont  ramenés  a  avoir  leur  sommet  en  0'. 
On  trouve  ainsi  sur  le  plan  horizontal  les  mêmes  génératrices  de  contact,  .et  les 
parallèles  sont  aussi  projetés  sur  un  même  cercle;  mais,  eomii^e  celui  du  px)intm\ 
est  sur  la  nappe  supérieure  du  cône  circonscrit,  il  faut  prolonger  les  généra- 
trices au  delà  du  sommet  0  jusqu'aux  points  M,  et  N^.,  qui  doivent  être  ensuite 
relevés  en  M\  et  N'^ . 

558.  Nous  avons  trouvé  deux  points  sur  le  parallèle  (Mm,  Wm'),  parce  que 
le  point  r  est  extérieur  à  la  trace  |ui<  vp  du  cône  auxiliaire  transporté.  Si  ce  cercle 
passait  par  le  point  r,  les  points  M  et  N  seraient  réunis,  et  le  parallèle  touche- 
rait la  courbe  d'ombre.  D'après  cela,  pour  déterminer  les  parallèles  tangents  à 
cette  courbe,  il  suffit  de  ramener  le  point  r  en  r^  par  un  arc  de  cercle  décrit  du 
point  0  comme  centre,  de  le  projeter  en  r\ ,  et  de  mener  à  la  méridienne  des  tan- 
gentes parallèles  àOy^  :  les  points  de  contact  a'  et  b'  appartiennent  aux  parallèles 
cherchés.  On  obtient  ensuite  sans  difficalté  les  points  (A,  A')  et  (B,  B')  situés  sur 
ces  cercles  :  l'un  est  le  plus  haut  et  l'autre  le  plus  bas. 

On  voit  d'ailleurs,  par  la  construction  même,  que  les  points  de  la  courbe  d'ombre 
sont  deux  à  deux  sur  des  cordes  horizontales  perpendiculaires  au  plan  vertical  rO, 
et  divisées  par  lui  en  deux  parties  égales. 

559.  Le  cône  auxiliaire  devient  un  cylindre  vertical  pour  le  parallèle  F' H' 
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qui  forme  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal.  La  trace  hori- 
zontale FH  du  cylindre  est  la  projection  du  parallèle,  et  les  traces  des  plans  tan- 
gents parallèles  aux  rayons  de  lumière,  sont  les  tangentes  de  ce  cercle  paral- 
lèles à  R.  On  obtient  leurs  points  de  contact  G  et  E  en  traçant  par  le  centre  0 
une  perpendulaire  GE  à  Or.  Ces  points  sont,  sur  le  plan  horizontal,  les  extré- 
mités de  Tare  vu  de  la  courbe  d'ombre. 

360.  Deuxième  procédé  :  cylindres  circonscrits.  — -  Au  lieu  de  se  donner  des  pa- 
rallèles, on  peut  choisir  les  méridiens;  la  même  construction,  faite  en  ordre 
inverse,  résout  le  problème.  Si  Ton  considère  le  méridien  M,  OM,  son  point  de 
rencontre /z  avec  le  cercle  Or  sera  ramené  en  p-,,  puis  relevé  en  pJ^;  on  mènera  en- 
suite à  la  méridienne  des  tangentes  parallèles  a  O'/^-'^,  et  leurs  points  de  contact 
m'  et  rrî^  détermineront  les  deux  parallèles  qui  passent  par  les  points  de  la  courbe 
situés  dans  le  méridien  donné. 

Cette  construction  est  suffisamment  établie  par  les  raisonnements  de  l'ar- 
ticle 356,  car,  lorsqu'elle  est  terminée,  on  peut  supposer  que  ce  sont  les  paral- 
lèles qui  ont  été  donnés,  mais  il  est  facile  de  la  démontrer  directement. 

361.  Les  tangentes  des  parallèles  aux  points  où  ils  coupent  le  plan  MOM,  for- 
ment un  cylindre  perpendiculaire  à  ce  plan  et  circonscrit  à  la  surface  de  révolu- 
tion le  long  du  méridien.  Le  problème  peut  donc  être  ramené  à  la  construction 
de  plans  tangents  à  un  cylindre,  et  parallèles  a  une  droite,  question  traitée  à 
l'article  129.  Nous  allons  reproduire  la  solution,  en  ayant  égard  à  la  manière 
dont  les  données  sont  disposées. 

La  ligne  rfji,  perpendiculaire  à  MM,,  est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre. 
La  droite  qui  va  du  point  p.  au  point  (0,  0'),  est  parallèle  aux  traces  des  plans 
tangents  cherchés  sur  le  plan  méridien  considéré.  Si  par  une  rotation  autour  de 
l'axe  nous  ramenons  ce  plan  a  être  parallèle  au  plan  vertical,  le  point  a  arri- 
vera en  /x, ,  et  la  droite  dont  nous  parlons  sera  projetée  sur  O'/j/^.  Les  traces 
des  plans  tangents  seront  donc  les  tangentes  m! z  et  rd^z^  parallèles  à  0' p!^.  Les 
points  de  contact  [m,  m'),  (m^,  m\),  ramenés  dans  le  plan  méridien  considéré, 
sont  les  points  cherchés. 

On  pourra  mener  a  la  méridienne  principale  F'O'^H'O''^  deux  tangentes  parallèles 
a  la  droite  O'/x'^ ,  quelle  qu'en  soit  la  direction,  et  par  conséquent  la  courbe  d'ombre 
de  la  surface  considérée  a  deux  points  dans  chaque  plan  méridien. 

Aux  points  de  la  courbe  situés  sur  le  méridien  principal,  les  plans  tangents  sont 
perpendiculaires  au  plan  vertical.  Leurs  traces  verticales  sont  donc  les  tangentes 
de  la  méridienne  parallèles  a  la  projection  R'  du  rayon  de  lumière.  Les  points  de 
contact  G  et  D'  de  ces  droites  sont,  sur  le  plan  vertical,  les  extrémités  de  l'arc 
vu  de  la  ligne  d'ombre. 

362.  Troisième  procédé  :  sphères  inscrites.  —  Considérons  un  parallèle  (mM,  m'W), 
et  traçons  a  la  méridienne  la  normale  m'iiVà  sphère  qui  aurait  son  centre  au 

IL  3 


|8  LÎVllE   V.  —   OMBRES   LlNÉAiRES. 

point  i,  OÙ  cette  droite  rencontre  Taxe,  et  im'  pour  rayon,  serait  tangente  à  la 
surface  tout  le  long  du  parallèle.  Les  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la 
ligne  d'ombre  de  la  sphère  appartiendront  donc  a  la  courbe  que  nous  cherchons. 

La  courbe  d'ombre  de  la  sphère  est  un  grand  cercle  situé  dans  un  plan  perpen- 
diculaire aux  rayons.  Par  conséquent,  si  nous  faisons  tourner  tout  le  système 
autour  de  l'axe,  de  manière  que  la  droite  (Or,  OV)  prenne  la  position  (Or^,  O'r'J 
parallèle  au  plan  vertical,  la  ligne  d'ombre  de  la  sphère  se  projettera  sur  une 
droite  passant  par  le  centre  i,  et  perpendiculaire  à  0^/^ .  Nous  n'avons  tracé  de  cette 
droite  que  le  segmentas',  utile  a  la  construction.  Le  point  s'  est  la  projection  de 
deux  points  de  contact  qui  appartiennent  au  parallèle  commun  à  la  surface  de 
révolution  et  a  la  sphère.  La  projection  horizontale  s  de  ce  point  doit  être  ramenée 
dans  sa  véritable  position  en  e\  on  déterminera  ensuite  les  points  M  et  N  du  paral- 
lèle qui  se  projettent  sur  le  point  e  du  méridien  Or. 

363.  Si  l'on  trace  la  droite  m'k  parallèle  a  0'r\ ,  et  par  le  point  k  une  ligne  paral- 
lèle à  la  tangente  m' z,  cette  droite  coupera  la  projection  m'M'  du  parallèle  au  points', 
car  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un  triangle  m!  ik  sur  les  côtés 
opposés  se  rencontrent  en  un  même  point  s'.  Cette  construction  n'exigeant  que  des 
parallèles,  est  un  peu  plus  facile  que  la  précédente,  dans  laquelle  il  faut  abaisser 
des  perpendiculaires. 

361^.  La  construction  fait  trouver  un  point  s'  sur  toute  droite  Wm'  trace  du  plan 
d'un  parallèle,  mais  quelquefois  elle  le  donne  en  dehors  de  la  méridienne  principale, 
et  alors  le  point  e  n'est  pas  dans  l'intérieur  du  parallèle,  et  ne  correspond  a  aucun 
point  de  la  surface. 

Le  point  s'  est  la  projection  d'un  point  de  la  courbe  d'ombre  pour  des  rayons 
parallèles  à  (Or, ,  0' r\).  Lorsqu'il  est  en  dehors  du  contour  apparent  de  la  surface, 
il  appartient  à  la  partie  parasite  que  la  courbe  doit  avoir  sur  le  plan  vertical,  lorsque 
les  rayons  sont  parallèles  a  ce  plan  (art.  551).  Nous  avons  donc  un  moyen  facile 
de  déterminer  les  points  parasites. 

En  appliquant  les  raisonnements  de  l'article  352,  on  voit  que  la  courbe  lieu  des 
points  ^'  a  en  général  pour  asymptotes  les  tangentes  horizontales  de  la  méri- 
dienne, comme  la  ligne  WJ)'  de  \^figu7'e  21Z1,  mais  quand  les  points  O'""  et  O"",  où  les 
tangentes  sont  horizontales,  se  trouvent  sur  l'axe  même,  la  construction  n'indique 
plus  que  les  points  de  la  courbe  situés  sur  ces  droites  sont  à  l'infini.  Dans  ce 
cas,  si  la  méridienne  est  une  courbe  graphique,  le  lieu  des  points  a'  s'arrête  brus- 
quement aux  horizontales  des  points  O'""  et  0""  (1). 


(î)  Le  lecteur  qui  voudrait  avoir,  sur  les  arcs  parasites  des  projections  des  courbes  d'ombre  des 
surfaces  de  révolution,  plus  de  détails  que  nous  n'en  donnons  aux  articles  5SI,  352,  3S4  et  364, 
pourrait  consulter  le  Mémoire  que  nous  avons  publié  dans  le  XXXV^  cahier  du  Journal  de  l'École 
Polytechnique  (iB53). 
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365.  On  peut  employer  le  procédé  des  sphères  inscrites  dans  le  cas  des  rayons 
divergents^  mais  alors,  pour  déterminer  le  cercle  d'ombre  de  chaque  sphère  consi- 
dérée, il  faut  tracer  le  grand  cercle  situé  dans  le  plan  méridien  principal,  et  lui 
mener  des  tangentes  du  point  lumineux  ramené  dans  ce  plan  par  une  rotation.  Cette 
construction  peut  être  employée  comme  exercice  graphique. 

366.  La  surface  (FH,  F^H')  (y?g\  ai5)  est  un  ellipsoïde,  ^i  par  conséquent  sa  ligne 
d ombre  est  une  courbe  plane  (i),  une  ellipse.  Les  axes  de  sa  projection  horizontale 
sont  AB  et  GE.  Les  droites  A'0''B'  et  G'0''E'  sont  des  diamètres  conjugués  de  la  pro- 
jection verticale. 

Si  Ton  fait  tourner  tout  le  système  autour  de  l'axe,  jusqu'à  ce  que  la  droite 
{Or,  O'r')  devienne  parallèle  au  plan  vertical,  les  points  h!  et  B'  iront  en  a'  et  b' ,  et 
la  courbe  d'ombre  se  projettera  sur  le  diamètre  a'0"b'  conjugué  avec  la  direction 
des  tangentes  en  a'  et  en  b\  qui  est  celle  du  rayon  OV'.  Ce  diamètre  passe  nécessai- 
rement par  le  point  s'. 

567.  On  peut  déduire  des  constructions  précédentes  un  moyen  pour  tracer  la 
tangente  en  un  point  donné  m'  d'une  ellipse  dont  on  connaît  un  axe  0"Z,  un  dia- 
mètre a!b'  et  une  droite  0'r\  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  a'  b' .  Si,  en  effet,  on 
trace  les  lignes  w!li  et  m' s',  l'une  parallèle  à  0'r\,  l'autre  perpendiculaire  à  0''Z,  la 
droite  déterminée  par  les  points  de  rencontre  s'  et  k  sera  parallèle  a  la  tangente  en  m'. 

Pour  déterminer  les  points  d'une  ellipse  où  la  tangente  est  parallèle  à  une  droite 
donnée,  on  tracera  à  une  distance  arbitraire  une  droite  sVc  parallèle  à  cette  tan- 
gente [fig>  21 5  ou  :2 58),  et  par  les  points  k  et  s'  où  elle  rencontre  l'un  des  axes  et 
un  diamètre  quelconque  o!b' ,  on  tracera  les  droites  km!  et  ^m!  respectivement  paral- 
lèles au  diamètre  conjugué  de  db'  et  au  second  axe.  Si  le  sommet  n%  du  triangle 
^km!  est  sur  l'ellipse,  il  sera  l'un  des  deux  points  cherchés;  dans  tous  les  cas^  i! 
déterminera  un  diamètre  0"m!  qui  passera  par  ces  points,  car  0''  est  évidemment 
un  centre  de  similitude  de  tous  les  triangles  ainsi  formés  (2). 

568.  Transformation  qu  éprouve  la  ligne  d'ombre  d'une  surface  de  réçolution 
éclairée  par  des  rayons  parallèles,  lorsque  Von  considère  la  surface  engendrée  par  la 

(i)  Il  sera  démontré  dans  le  livre  Vll^  à  Poccasion  de  Thyperboloïde,  que  les  lignes  d'ombre 
des  surfaces  du  second  ordre  sont  des  courbes  planes. 

(2)  Il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  remplacer  les  axes  par  un  second  système  de  diamètres  conju- 
gués :  on  établit  d'abord  le  théorème  pour  le  cercle,  puis  on  l'étend  à  l'ellipse  en  faisant  une  pro- 
jection. La  construction  étant  démontrée  pour  l'ellipse,  et  ne  s'appuyant  que  sur  des  lignes  et  des 
points  qui  subsistent  dans  Thyperbole,  s'applique  naturellement  à  cette  courbe. 

Pour  démontrer  la  construction  dans  le  cas  du  cercle,  il  suffit  de  remarquer  que  sur  une  figure 
faite  pour  cette  courbe,  les  droites  km'  et  i'  m'  [fig-  258)  seraient  respectivement  perpendiculaires 
aux  diamètres  a'  b'  et  0'^/?  comme  étant  parallèles  aux  diamètres  qui  leur  sonf  conjugués,  et  que 
les  trois  hauteurs  du  triangle  0" z'  h  devant  se  couper  en  un  même  point,  le  diamètre  0" m'  serait 
perpendiculaire  à  s' ^ . 
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méridienne  transportée  dans  son  plan  parallèlement  à  elle-même,  —  Supposons  main- 
tenant que  la  méridienne  ait  été  éloignée  de  l'axe  par  un  mouvement  de  translation 
dirigé  perpendiculairement  à  cette  droite,  et  considérons  la  surface  qu'elle  engen- 
dre dans  sa  révolution. 

Si  l'on  transporte  la  première  surface  de  manière  que  son  méridien  (FH,  F'O'^H') 
aille  coïncider  avec  le  méridien  (F^Hi ,  Y\  w'H'J  de  la  seconde,  les  deux  surfaces 
seront  tangentes  le  long  de  cette  ligne.  Comme  d'ailleurs  les  rayons  de  lumière 
sont  parallèles,  la  ligne  d'ombre  de  la  surface  transportée  ne  sera  pas  modifiée.  Les 
points  C,  et  D^,  nouvelles  positions  des  points  C  et  D,  appartiendront  donc  à  la  pro- 
jection horizontale  de  la  ligne  d'ombre  de  la  seconde  surface.  Cette  courba  a  sur 
la  droite  œy  deux  autres  points  correspondant  à  la  méridienne  transportée  en  sens 
inverse,  et  dont  un  seul,  C^,  a  pu  être  placé  sur  la  figure.  On  opérera  de  la  même 
manière  pour  un  méridien  quelconque  00,;  chaque  point  de  l'ancienne  ligne 
d'ombre  sur  le  plan  horizontal  sera  ainsi  transporté,  d'un  côté  comme  de  l'autre, 
de  la  longueur  constante  Ow  dont  tous  les  points  de  la  méridienne  ont  été  déplacés. 

La  projection  horizontale  c?^),..,  7^...  étant  déterminée,  on  obtient  facilement 
la  projection  verticale  c?^|;'...,  7' y'.... 

La  construction  que  nous  venons  d'exposer  permet  de  tracer  rapidement,  dans  le 
cas  de  rayons  parallèles,  les  lignes  d'ombre  des  surfaces  engendrées  par  la  révolu- 
tion d'une  courbe  du  deuxième  degré  autour  d'une  droite  située  dans  son  plan  et 
parallèle  à  l'un  de  ses  axes.  Tout  le  tracé  sur  le  plan  horizontal  se  réduit  alors  a 
construire  une  section  conique  et  à  transformer  cette  courbe  en  augmentant  tous 
les  rayons  vecteurs  d'une  quantité  constante  (i). 

569.  Nous  allons  rechercher  comment  on  peut  obtenir  les  tangentes  de  la  nou- 
velle ligne  d'ombre  lorsque  l'on  connaît  celles  de  la  première  courbe  GE. 

SoientOmetO/z(/g'.  216)  les  rayons  vecteurs  de  deux  points  m  et /2  d'une  courbe, 
et  mg  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  est  a  l'origine  0.  Si  l'angle  mOn  est  assez  petit 
pour  que  le  triangle  mgn  puisse  être  considéré  comme  rectiligne,  on  aura 

tang  gmn  =: ^^^         . 


0/71 X  nOm 


Supposons  maintenant  que  l'on  augmente  les  rayons  vecteurs  de  tous  les  points 
de  la  courbe  considérée  d'une  longueur  mM  constante,  mais  d'ailleurs  arbitraire;  le 
triangle  g77i7i  deviendra  GMN,  et  l'on  pourra  écrire 


tang  GMN  == ^ 


CM  X  NOM       OMXnOm 


(ï)  Cette  constraclion  a  éîc  donnée  par  M.  Dunesme  [Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences^ 
oJ^  semestre  de  1857). 
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Les  tangentes  trigonométriques  des  angles  gmn  et  GMN  sont  donc  inversement  pro  » 
portionnelles  aux  rayons  vecteurs  Om  et  OM. 

Maintenant,  traçons  mK  et  OK  respectivement  perpendiculaires  à  mii  et  Om,  et 
joignons  KM  :  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  KwO  etKMO  sont  inverse- 
ment proportionnelles  aux  rayons  vecteurs  Om  et  OM,  mais  KmO  est  égal  à  gmii 

comme  formé  par  des  perpendiculaires,  donc  KMO  est  égal  à  GMN,  et  KM  est  per- 
pendiculaire à  MN. 

Les  droites  indéfinies  mnet  MN  sont,  a  la  limite,  tangentes  aux  courbes  ;  les  lignes 
mK  et  MK  sont  donc  normales,  et  par- conséquent  on  peut  exprimer  le  résultat 
auquel  nous  sommes  arrivé  en  disant  que  les  sous-normales  de  la  transformée  sont 
égales  à  celles  de  la  courbe  primitive. 

D'après  cela,  si  l'on  élève  des  normales  à  l'ellipse  GE  [fig,  ^iiS)  en  des  points  a 
et  |3,  les  points  p  et  a  où  ces  droites  seront  coupées  par  le  diamètre  perpendiculaire 
à  a|3,  seront  sur  les  normales  de  la  transformée  aux  points  homologues  a.  et  |3^  (r). 

IV^  Exercice.  —  Rayons  parallèles  afant  leurs  projections  inclinées  à  4^^  sur  la  ligne 
de  terre, —  Méthode  des  projections  obliques,  {Fig,  217.) 

370.  Une  méthode  assez  commode  et  souvent  employée  pour  déterminer  les 
lignes  d'ombre  des  surfaces,  consiste  à  choisir  un  certain  nombre  de  génératrices 
convenablement  espacées,  et  à  déterminer  leurs  ombres  sur  un  plan.  Pour  une  sur- 
face de  révolution,  on  prend  des  parallèles;  l'ombre  de  chacun  d'eux  sur  un  plan 
perpendiculaire  a  l'axe  est  un  cercle  de  même  grandeur. 

371 .  Considérons  un  vase  ayant  la  forme  du  solide  de  révolution  représenté  sur 
\^  figure  217;  nous  déterminons  facilement  sur  le  plan  horizontal  les  ombres  du 
carré  supérieur  du  socle  et  de  différents  parallèles.  Nous  avons  fait  cette  construc- 
tion sur  \d.  figure  spéciale  218,  en  supposant  le  vase  éloigné  du  plan  vertical. 

L'ensemble  des  cercles  de  \di  figure  ai8  fait  connaître  avec  exactitude  le  péri- 
mètre de  l'ombre  que  projetteraient  sur  le  sol  des  disques  minces  qui  occuperaient 
la  position,  des  parallèles,  et  d'une  manière  approximative  la  ligne  de  l'ombre  portée 
par  la  surface  de  révolution. 

Cette  courbe  doit  être  tangente  a  tous  les  cercles,  car  en  considérant  les  ombres 
sur  le  sol  comme  des  projections  obliquas,  nous  pouvons  leur  appliquer  les  rai- 
sonnements que  nous  avons  faits  à  l'article  149  pour  les  Contours  apparents  :  en 
un  point  de  la  courbe  d'ombre  propre,  îe  plan  tangent  est  parallèle  aux  rayons  de 
lumière,  et  par  conséquent  il  projette  obliquement  sur  sa  trace  toutes  les  lignes 

(i)  Cette  construction  est  celle  cjne  Ton  emploie  pour  les  tangentes  des  conchoïdes.  On  la  rat- 
tache généralement  à  la  méthode  de  M.  Chasles  pour  les  normales  à  la  courbe  décrite  par  un  point 
d'une  figure  de  forme  invariable  [Aperçu  historique, r^,  ^^\^)'y  fixais  nous  avons  dû  présenter  une 
démonstratixDn  phjs  élémentaire. 
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qu'il  contient,  et  notamment  la  tangente  du  parallèle  et  la  tangente  de  la  courbe. 
On  voit,  d'après  cela,  que  Ton  peut  tracer  la  ligne  ij  par  la  condition  de  tou- 
cher tous  les  cercles,  et  qu'ensuite,  pour  construire  la  ligne  d'ombre  propre  IJ, 
il  suffit  de  relever  chaque  point  de  contact  sur  le  parallèle  correspondant  par  une 
droite  parallèle  aux  rayons  de  lumière.  Le  point  m  fait  ainsi  trouver  le  point  M'. 

572.  Pour  déterminer  l'ombre  portée  par  le  cercle  iVW  sur  la  partie  supé- 
rieure du  vase,  nous  cherchons  les  points  où  son  ombre  a,  &^  sur  le  plan  hori- 
zontal coupe  les  ombres  des  différents  parallèles  [fig,  218).  Le  rayon  qui  passe 
par  l'un  de  ces  points  tel  que  n,  coupe  le  cercle  A''B''  et  le  parallèle  qui  a  son 
centre  en  0';  son  intersection  N'  avec  cette  ligne  est  donc  un  point  de  la  courbe 
d'ombre  portée. 

On  obtient  de  la  même  manière  l'ombre  portée  sur  la  partie  inférieure  du  vase. 

573.  On  détermine  l'ombre  portée  sur  le  plan  vertical,  soit  en  cherchant  la 
trace  du  cylindre  oblique  qui  a  pour  directrice  la  ligne  d'ombre  propre  déjà 
obtenue  sur  la  surface  du  vase,  soit  en  construisant  les  ombres  de  quelques  paral- 
lèles, comme  il  a  été  fait  pour  le  plan  horizontal.  Ces  lignes  sont  des  ellipses 
dont  on  obtient  deux  diamètres  conjugués  en  cherchant  les  ombres  de  deux 
diamètres  rectangulaires  du  parallèle. 

Pour  le  cercle  (AB,  A'B')  nous  prenons  les  deux  diamètres  (AB,  A'B')  et 
(CD,  C)  :  leurs  ombres  sont  l'horizontale  ab  et  la  droite  cd  parallèle  à  R'.  Les  pro- 
jections du  rayon  sont  inclinées  a  Z^S*^  sur  la  ligne  de  terre,  et  par  suite  le  triangle 
aodîovmè  par  les  demi-diamètres  conjugués  est  isocèle  et  rectangle.  Cette  dispo-» 
sition  simplifie  beaucoup  la  construction  expliquée  a  l'article  153  pour  la  détermi- 
nation des  axes.  Nous  l'avons  faite  à  une  échelle  double  sur  \^  figure  219  :  les  axes 
gh  et  ef  [fig.  217)  sont  parallèles  aux  droites  og  et  oq  [fig^  219)  ^t  égaux  aux 
segments  cZg  et  dp. 

374.  On  suppose  généralement  dans  le  dessin  géométral  que  les  rayons  sont 
parallèles  à  une  droite  (R,R')  dont  les  projections  sont  inclinées  à  45^  sur  la 
ligne  de  terre.  Il  en  résulte  quelques  simplifications  dans  les  tracés,  comme  nous 
venons  de  le  reconnaître,  et  d'ailleurs  cette  direction  de  la  lumière  est  très-con- 
venable pour  bien  faire  ressortir  la  forme  des  objets. 

Comme  on  a  souvent  a  tracer  sur  le  plan  vertical  l'ombre  d'un  cercle  horizontal, 
il  est  intéressant  de  connaître  les  rapports  des  axes  de  l'ellipse  gh  au  rayon  du 
cercle  AB.  Si  nous  appelons  a  et  b  les  longueurs  des  demi-axes  og  et  o/,  nous  au- 
rons, en  observant  que  le  diamètre  oa  du  cercle  de  construction  [Jig,  219)  est 
égal  au  rayon  OA  ou  r  du  cercle  horizontal, 


a -f-  è  =  a  rfE  =: r \/  5 ,  a  —  b^=-  qp^=^Ty 

d'où 

1 
1 


a  —  -r(v/5  -H  i)  ^  1 ,6ï8r. 
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Cette  formule  fait  trouver  la  longueur  a  par  un  calcul  trës-simple;  on  détermine 
ensuite  b  a  l'aide  de  la  seconde  équation.  On  a  d'ailleurs 

et  par  conséquent,  si  Ton  divise  le  rayon  r  en  moyenne  et  extrême  raison,  le  grand 
segment  sera  égal  a  &.  Cela  résulte  d'ailleurs  de  la  construction  même. 

Le  triangle  pEo  est  isocèle,  et  par  suite  chacun  des  angles  en/>  et  en  o  est  la 

moitié  de  d^a\  les  axes  divisent  donc  en  parties  égales  Fangle  koa  et  son  supplé- 
ment, et  Ton  a 

o-oa  ~  7  arc  tang  2  ::::=  3  i*V[3' 3''. 

375.  Les  ombres  des  divers  parallèles  sont  des  ellipses  homolhètiques  (î)  à  g/A. 
Les  diamètres  dont  les  ombres  sont  les  axes  des  ellipses,  se  projettent  tous  horizon- 
talement  sur  une  certaine  droite  OG  (y?g\  217  ou  219).  On  peut  obtenir  un  point 
de  cette  ligne  en  ramenant  le  point  g  en  G  sur  le  cercle  AB;  mais  nous  allons  voir 
qu^il  est  facile  de  la  déterminer  directement. 

Nous  traçons  la  tangente  GT  du  cercle  et  l'ordonnée  GN,  et  nous  détermi- 
nons leurs  ombres  gt  et  gn  [fig*  '-^19)»  La  droite  gn^  ombre  d'une  perpendicu- 
laire au  plan  vertical,  est  inclinée  à  [\^'^  sur  la  ligne  de  terre  :  la  hauteur  gh  du 
triangle  got  est  donc  égale  au  segment  L/2,  et  par  suite  à  G<Ni  et  à  la  hauteur 
GN  du  triangle  GOT;  les  bases  to  et  TO  de  ces  triangles  sont  aussi  évidemment 
égales;  l'angle  g  du  premier  est  droit  comme  l'angle  G  du  second,  car  la  droite 
îg,  ombre  de  la  tangente  TG,  touche  Tellipse  au  sommet  g-,  et  par  suite  doit  être 
perpendiculaire  à  l'axe  go\  les  deux  triangles  sont  par  conséquent  égaux.  On 
voit  d'ailleurs  que  le  sommet  o  est  homologue  de  T,  car  s'il  correspondait  à  0. 
le  pied  L  de  la  hauteur  gL  serait  en  n.  L'angle  G0Î3,  égal  à  GTO,  est  donc  aussi 
égal  à  l'angle  goa  dont  nous  avons  donné  la  grandeur  en  degrés.  En  résume. 
le  diamètre  du  cercle  dont  V  ombre  est  le  grand  axe  de  V ellipse  ^  fait  açec  une 
perpendiculaire  au  plan  vertical  le  même  angle  que  ce  grand  axe  avec  la  ligne  de 
terre. 

376.  La  méthode  que  nous  avons  employée  dans  cet  exercice,  permet  de  rame- 
ner la  détermination  de  l'ombre  d'un  corps  à  la  construction  des  ombres  d'un  cer- 
tain nombre  des  génératrices  de  sa  surface,  ce  qui  est  généralement  facile. 

On  peut  recevoir  les  ombres  sur  un  plan  auxiliaire,  si  pour  les  tracés  les  plans 
coordonnés  ne  sont  pas  bien  disposés  par  rapport  au  corps. 


(1)  Semblables  et  semblablement  placées. 
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Trait  ressenti, 

377.  Très-souvent  dans  le  dessin  géométral,  au  lieu  de  déterminer  les  ombres, 
on  se  contente  d'indiquer  par  un  trait  plus  prononcé,  que  l'on  appelle  trait  res- 
senti ou  trait  de  force,  les  arêtes  qui  séparent  les  faces  éclairées  de  celles  qui  sont 
obscures,  les  rayons  de  lumière  ayant  d'ailleurs  la  direction  que  nous  avons  indi- 
quée a  l'article  574. 

Cette  convention  permet  de  distinguer  à  la  première  vue,  sur  une  projection,  les 
positions  relatives  des  diverses  parties.  Il  n'y  a  pas  un  accord  complet  entre  les  des- 
sinateurs pour  le  tracé  des  corps  arrondis;  quelques-uns  mettent  un  trait  res- 
senti au  contour  apparent,  du  côté  opposé  a  celui  d'où  vient  la  lumière;  mais 
alors  un  cylindre  est  représenté  comme  un  prisme,  et  la  seconde  projection  seule 
fait  comprendre  sa  forme. 


CHAPITRE  IL 

OMBRES    SUR    LES    FIGURES   xlXOINOMÉTRIQUES   ET    CAVALIÈRES. 


Considérations  générales, 

378.  Quand  on  veut  résoudre  des  problèmes  sur  des  figures  axonométriques  et 
cavalières,  on  représente  les  points  et  les  lignes  par  leur  perspective,  et  la  per- 
spective de  leur  projection  sur  un  plan  horizontal.  Ainsi  ^\xv\di  figure  cavalière  iS^, 
le  sommet  de  la  pyramide  est  déterminé  par  sa  perspective  I,  et  la  perspective  I^ 
de  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  de  la  base.  On  peut,  de  cette  manière, 
représenter  les  points  et  les  lignes  sans  indétermination,  si  toutefois  les  éléments 
de  la  perspective  sont  connus,  c'est-a-dire  si  l'on  a  la  direction  des  axes  de  la 
figure  axonométrique,  ou  la  direction  des  lignes  fuyantes,  et  le  rapport  de  ré- 
duction de  la  figure  cavalière. 

Les  traits  de  ces  deux  perspectives  diffèrent  peu;  les  exercices  d'ombre  que 
nous  allons  présenter  en  feront  connaître  les  principes. 

Nous  adopterons  une  notation  analogue  à  celle  qui  est  employée  pour  les  figures 
géométrales.  Ainsi  nous  dirons  que  le  point  (I,  I,)  est  le  sommet  de  la  pyramide 
représentée  sur  \^  figure  184. 

Polyèdres, 

[^'  Exercice,  —  Ombres  d'un  prisme  et  d'une  pyramide  représentés  par  une  perspective 
cavalière,  —  Rafons  parallèles,  [Fig,  184.) 

379.  \jè.  figure  184  représente  en  perspective  cavalière  le  prisme  et  la  pyra-- 
mide  A^^  figures  géométrales  i83.  Les  lignes  perpendiculaires  aux  plans  de  front, 
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sont,  en  perspective,  parallèles  a  la  droite  ef,  et  leurs  longueurs  mesurées  à  par- 
tir de  Taxe  ^y  sont  réduites  à  moitié.  Les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  à  la 
droite  (S^,  S^5^).  Enfin  la  ligne  XY  est  la  trace  sur  le  sol  du  parement  d'un  mur 
qui  reçoit  Tombre  de  la  pyramide. 

Les  plans  d'ombre  des  arêtes  B^B  et  D,D  ont  pour  traces  horizontales  les 
droites  B^/?  et  D^  r  parallèles  à  S^.^^.  Le  plan  d'ombre  de  l'arête  C,C  coupe  la 
droite  EG,  la  projection  El^  de  l'arête  El,  et  cette  arête  elle-même,  aux  points  q, 
k^  et  h.  L'intersection  de  ce  plan  d'ombre  avec  le  plan  EIG  est  donc  qk.  Les  traces, 
sur  cette  face,  des  plans  d'ombre  des  arêtes  B^B  et  D^D  sont  les  lignes  p&  et  rd 
parallèles  à  qk  :  leurs  extrémités  b  et  d  sont  sur  les  perspectives  des  rayons  qui 
passent  par  l^s  points  B  et  D.  On  détermine  de  la  même  manière  l'ombre  c  du 
sommet  (C,  C^). 

380.  Les  perspectives  du  rayon  de  lumière  qui  passe  par  le  sommet  de  la 
pyramide,  et  de  sa  projection,  sont  les  droites  li  et  I,i  respectivement  parallèles 
à  S^  et  à  S^^^.  La  trace  horizontale  de  ce  rayon  est  au  point  i  où  ces  deux 
lignes  se  rencontrent.  Sa  trace  sur  le  plan  vertical  XY  est  au  point  y  de  la  verti- 
caley,y.  Les  points  i  et  y  étant  obtenus,  on  trace  sans  difficulté  les  lignes  de 
l'ombre  portée  par  la  pyramide. 

On  peut  remarquer  que  le  rapport  de  réduction  et  la  direction  ef  des  lignes 
fuyantes  ne  nous  ont  été  d'aucune  utilité  pour  la  détermination  des  ombres. 

ÏP  Exercice.  —  Ombres  d'un  perron  représenté  par  une  perspecti</e  ca^^alière,  —  Mccfons 

parallèles,  [Fîg,  i86.) 

381 .  Nous  allons  traiter  sur  une  figure  cavalière  le  problème  relatif  aux  ombres 
d'un  perron  que  nous  avons  déjà  résolu,  sur  des  figures  géométrales,  à  l'article  524. 

L'ombre  de  l'arête  verticale  D/D  sur  le  plan  horizontal  du  sol  est  une  droite 
Di<i  parallèle  à  la  projection  S,  ^<  du  rayon  de  lumière;  elle  se  termine  au  point  d 
sur  le  rayon  qui  passe  en  D.  Le  plan  d'ombre  de  la  droite  horizontale  DKAg  coupe 
le  sol  suivant  une  ligne  do  qui  lui  est  parallèk,  et  le  plan  vertical  du  parement  du 
mur  suivant  la  droite  qui  passe  par  les  points  A2  et  o.  Le  point  k  limite  du  seg- 
ment utile  est  sur  le  rayon  du  point  K  :  on  peut  l'obtenir  directement,  en  le 
relevant  de  sa  projection  k^.  On  construit  de  cette  même  manière  l'ombre  r  du 
point  R.  Les  lignes  Ar  et  A^o  doivent  être  parallèles  comme  étant  les  ombres  sur 
un  même  plan  des  droites  parallèles  RA  et  DA2 . 

La  ligne  brisée  Ggg'j  est  l'ombre  de  GH;  le  segment  gg'  est  parallèle  à  cette 
droite,  et  les  deux  autres  à  Ar.  L'extrémitéy  se  trouve  sur  le  rayon  du  point  H. 

L'ombre  de  l'arête  FH  sur, le  plan  de  la  marche  supérieure  est  déterminée  par  le 
point  F  et  par  le  point  A,  ombre  de  H  et  intersection  du  rayon  Hy  avec  sa  projec- 
tion E^j\  :  la  partie  u^  est  seule  utile.  L'ombre  ù  de  la  même  arête  sur  la  marche 
précédente  passe  par  l'ombre  A,  du  point  H  sur  ce  plan,  et  est  parallèle  à  FA.  Les 
IL  4 


^6  LIVRE   V.  —  OMBRES    LINÉAIRES. 

droites yVj  ut  et  iq,  ombres  de  Farête  FH  sur  des  plans  de  front,  sont  parallèles  a  rk. 
Au  delà  du  point  ^  situé  sur  le  rayon  du  point  F,  nous  avons  Fombre  de  l'arête 
FB  formée  de  deux  segments  qp^  et  p^p  respectivement  parallèles  à  Ar  età  FB  et 
Fombre  de  BB,  formée  de  droites  alternativement  parallèles  à  S^  et  à  BB^, 

Cylindre,   cône^  sphère. 

V"'^  Exercice.  —  Ombres  d'un  perron  représenté  par  une  perspectwe  isométrique^  —  liarons 

parallèles.  (PL  VI IL) 

582.  Ldi  figure  199  est  une  perspective  isométrique,  et  par  conséquent  les  lignes 
A3,  et  B^^^,  qui  représentent  des  droites  parallèles  aux  directions  principales 
horizontales,  font  des  angles  de  60^  avec  une  verticale  telle  que  B^B.  Les  demi- 
cercles  des  marches  sont  projetés  sur  des  moitiés  d'ellipses  isométriques  :  les  demi- 
axes  de  la  première  sont  les  droites  cg  et  ch,  l'une  perpendiculaire  et  l'autre  paral- 
lèle a  B^B.  Leurs  longueurs  ont  été  prises  sur  les  échelles  [fig.  200),  ainsi  qu'il 
est  expliqué  à  l'article  509» 

Le  demi-cercle  de  tête  est  représenté  par  la  moitié  ANB  d'une  ellipse  isomé- 
trique. La  droite  ACB  est  l'un  des  deux  diamètres  isométriques;  l'autre,  qui  n'a  pas 
été  tracé,  est  vertical.  La  droite  CL,  perpendiculaire  à  la  direction  isométrique  CC, 
est  la  moitié  du  grand  axe. 

Les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  à  la  droite  (R,  R^). 
383.  Les  droites  k^a^  et  Aa,  respectivement  parallèles  à  R^  et  à R,  font  trou- 
ver l'ombre  k^a^a  de  Farête  A^  A  sur  le  plan  horizontal  de  la  marche  supérieure, 
et  sur  le  plan  vertical  dont  la  trace  est  Aj  <2. . 

Ce  plan  étant  parallèle  au  plan  de  tête,  tous  les  rayons  de  lumière  ka,  E^,... 
ont  la  même  longueur  entre  la  courbe  de  tête  et  son  ombre.  Les  deux  lignes  AE 
et  ae  sont  identiques  :  ce  sont  des  projections  sur  un  même  plan  des  intersections 
d'un  cylindre  par  deux  plans  parallèles. 

Pour  avoir  la  position  précise  du  point  h  où  la  courbe  d'ombre  rencontre  Farête 
verticale,  on  trace /^JC^  parallèlement  à  R^,  et  relevant  le  point  K,  sur  la  courbe 
de  ièiQ,  on  obtient  le  point  K  dont  Fombre  est  le  point  cherché. 

384.  L'ombre  de  la  courbe  de  tête  sur  Fintrados  (1)  de  la  voûte  est  l'intersection 
de  deux  cylindres  du  second  degré  qui  ont  une  directrice  plane  commune,  la  courbe 
ANB  ;  nous  concluons  de  là  que  la  ligne  d'ombre  est  plane  (art.  252,  i*")  ;  c'est  une 
ellipse,  mais  nous  la  construirons  sans  avoir  égard  à  ses  propriétés  spéciales,  et 
par  la  méthode  générale  que  nous  avons  fait  connaître  pour  les  intersections  des 
surfaces  cylindriques  (art.  223). 


(i)  V intrados  d'une  voûte  en  est  la  surface  inférieure  et  concave.  L'intrados  de  la  porte  dont  nous 
construisons  les  ombres  est  un  cylindre  qui  a  pour  directrice  la  courbe  de  tête  ANB,  et  dont  les 
génératrices  sont  perpendiculaires  au  plan  de  tête. 
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En  menant  du  point  a,  des  droites  a,  F  et  a,  <p  respectivement  parallèles  à  R  et  à 
k^B^,  on  détermine,  sur  le  plan  de  tête,  la  trace  F9  da  plan  passant  par  le  point  a, 
et  parallèle  aux  génératrices  des  deux  cylindres. 

Une  sécante  NN',  parallèle  àFço,  peut  être  considérée  comme  la  trace  d'un  plan 
sécant  auxiliaire.  Par  conséquent,  le  rayon  de  lumière  qui  passe  par  le  point  N  ren- 
contre la  génératrice  de  l'intrados  qui  aboutit  en  N'.  On  détermine  ainsi  un  point  n 
de  la  courbe» 

Les  traces,  sur  le  plan  de  tête,  des  plans  tangents  aux  deux  cylindres  sont  les 
tangentes  N^  et  N^^  :  leur  intersection  t  appartient  à  la  tangente  nt  de  la  courbe 
d'ombre  au  point  n. 

Lorsque  les  points  N  et  N'  se  réunissent,  le  triangle  NW n  se  réduit  à  un  point; 
l'extrémité  de  l'arc  utile  se  trouve  donc  au  point  oii  la  tangente  à  la  courbe  ANB  est 
parallèle  à  NN'  ou  à  Fç).  Son  origine  est  sur  la  génératrice  de  naissance  Bu,  en  un 
point  u  dont  on  obtient  la  position  précise  en  menant  par  le  point  B  une  parallèle 
BU  à  Fç,  et  par  le  point  U  une  droite  \]u  parallèle  à  R. 

385.  La  ligne  uk  est  l'ombre  de  l'arc  UK  sur  le  plan  du  pied-droit.  On  l'obtient 
par  la  même  construction,  en  regardant  ce  plan  comme  un  cylindre  qui  a  pour 
directrice  la  verticale  B^  B,  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  a  B ,  k^ .  On  pour- 
rait aussi  obtenir  le  point  où  un  rayon  rencontre  le  plan  du  pied-droit,  en  relevant 
l'intersection  de  sa  projection  horizontale  avec  B,i^, . 

386.  En  menant  aux  ellipses  qui  représentent  les  cercles  inférieurs  des  cylindres 
des  marches  les  tangentes  oc^y  et  ]S^  â  parallèles  à  R,,  on  détermine  les  extrémités 
a,  et  |S.|  des  génératrices  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière.  Les  droites  ay  et  ^â, 
parallèles  a  R,  font  connaître  les  extrémités  y  et  â  des  ombres  de  ces  généra- 
trices. 

On  obtient  l'ombre  â'  d'un  point  |3'  de  Farête  saillante  d'une  marche,  sur  le  plan 
horizontal  de  la  marche  voisine,  en  portant  sur  la  parallèle  à  R  menée  par  le  point 
/3'  une  longueur  égale  à  ^â.  Les  arcs  yoo  et  â^/]  sont  évidemment  identiques  à  ceux, 
dont  ils  sont  les  ombres, 

387.  11  est  facile  de  construire  l'ombre  de  l'arête  jS'p  sur  le  plan  de  tête  :  par  un 
point /n  de  cette  courbe  nous  faisons  passer  un  plan  parallèle  aux  rayons  de  lumière 
et  a  la  droite  B^â:,  perpendiculaire  au  plan  de  tête;  ses  intersections  avec  le  plan 
supérieur  de  la  marche,  le  cylindre  d'ombre  et  le  plan  de  tête,  sont  les  droites  mn, 
mi).  et  7zp.,  respectivement  parallèles  àB,/i:i,  R  et  F®.  Le  point  ]x  où  se  rencontrent 
les  deux  dernières,  est  l'ombre  de  m.  L'ombre  de  la  ligne  mp  sur  le  plan  de  tête 
est  Tare  pp.;  on  obtiendrait  deux  diamètres  conjugués  de  l'ellipse  à  laquelle  il 
appartient,  en  déterminant  les  ombres  des  axes  ou  des  diamètres  isométriques  de 
l'ellipse  ]3|3'|0. 

L'ombre  yx  rencontre  en  un  point  x  l'arête  [3|S'p.  Le  rayon  de  lumière  qui  passe 
à  ce  point  rencontre  Farête  as  en  un  point  y,  et  est  l'intersection  des  cylindres 

4. 
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d'ombre  des  deux  arêtes.  La  courbe  p[x  n'est  utile  qu'à  partir  du  point  n  où  ce 

rayon  la  rencontre,  et  jusqu'au  point  vj  où  elle  coupe  la  ligne  de  terre  du  mur.  La 

courbe  en  est  l'ombre  de  l'arc  sy. 

388.  Étude  des  ellipses  d'ombre.  Nous  avons  vu  comment  on  peut  construire  la 

courbe  kpn;  nous  allons  maintenant  étudier  les  ellipses  auxquelles  appartiennent 

les  deux  arcs  dont  elle  est  formée,  et  voir  quelles  relations  géométriques  elles  ont 

avec  l'ellipse  projection  de  la  courbe  de  tête. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  de  rellipse  d^ombre  sur  l'intrados  de  la  voûte.  La 
courbe  de  tête  étant  ANB  (/ig,  ^202),  pour  obtenir  un  point  n,  on  trace  une  sécante 

NN'  dans  une  direction  donnée,  puis  deux  droites  N/i  et  N'i^  respectivement  paral- 
lèles au  rayon  de  lumière  et  aux  génératrices  du  berceau. 

Si  nous  ne  savions  pas  que  le  lieu  des  points  n  doit  être  une  ellipse,  quand  la 
courbe  ANB  en  est  une,  il  serait  facile  de  le  reconnaître.  Traçons  le  diamètre  IJ 
qui  passe  par  le  milieu  0  de  la  corde  NN',  et  joignons  le  point 0  au  point  n;  ensuite 
par  le  centre  C  de  la  courbe  ANB  menons  les  droites  MM'  et  mm'  respectivement 
parallèles  à  NN'  et  à  On,  et  concevons  que  les  deux  courbes  soient  rapportées  l'une 
aux  axes  IJ  et  MM',  l'autre  aux  axes  IJ  et  mm'  :  deux  points  homologues  N  et  n 
auront  la  même  abscisse  CO,  et  des  ordonnées  ON  et  on  qui  seront  évidemment  dans 
un  rapport  constant;  les  équations  auront  donc  la  même  forme,  ce  qui  prouve  la 
proposition  énoncée.  Par  la  construction,  les  diamètres  IJ  et  MM'  sont  conjugués 
dans  la  première  ellipse,  les  diamètres  IJ  et  mm'  seront  donc  conjugués  dans  la 
deuxième. 

Les  tangentes  aux  points  homologues  N  et  n  rencontrent  l'axe  IJ  en  un  même 
point  t, 

589.  Si  nous  achevons  le  parallélogramme  NnN'n',  le  quatrième  sommet  n' 
appartiendra  évidemment  à  la  courbe  mn. 

Si  l'on  mène  a  l'ellipse  MNB  une  tangente  VV  parallèle  a  N'n,  cette  droite  sera 
le  contour  apparent  du  cylindre  d'intrados;  la  seconde  ellipse  devra  donc  lui  être 
tangente.  On  voit  ainsi  que  le  parallélogramme  formé  par  les  tangentes  communes 
aux  deux  ellipses  a  ses  côtés  parallèles  à  ceux  du  parallélogramme  N/zN'n'. 

590.  Les  relations  qui  existent  entre  les  ellipses,  résultent  uniquement  de  ce 
qu'elles  ont  un  diamètre  commun  IJ;  elles  se  coupent  d'ailleurs  en  deux  points 
autres  que  I  et  J,  et  le  diamètre  sur  lequel  ils  se  trouvent,  jouit,  dans  le  système  des 
courbes,  des  mêmes  propriétés  que  IJ.  Les  deux  ellipses  sont  donc  reliées  par  une 
seconde  suite  de  parallélogrammes  ayant  également  leurs  côtés  parallèles  aux  tan- 
gentes communes,  et  dont  les  diagonales  sont  les  cordes  conjuguées  au  nouveau 
diamètre. 

391 .  Occupons-nous  maintenant  de  la  courbe  d'ombre  sur  le  parement  du  pied- 
droit.  La  courbe  de  tête  étant  ANB  {Jig.  201),  nous  traçons  dans  une  direction 
donnée  une  sécante  PG  qui  coupe  la  tangente  verticale  BT  au  point  P',  et  l'ellipse  au 
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point  P,  et  en  un  autre  point  trop  rapproché  de  P'  pour  avoir  pu  être  indiqué;  par 
les  points  P  et  P'  nous  menons  des  droites  respectivement  parallèles  à  des  lignes 
données  :  leur  point  d'intersection/?  appartient  à  la  courbe.  Les  milieux  G  et  g  des 
cordes  correspondantes  des  deux  ellipses  sont  sur  une  droite  parallèle  a  Vp, 

Le  mode  de  transformation  est  facile  à  saisir,  et  on  voit  que  la  nouvelle  courbe 
est  une  ellipse  comme  la  courbe  donnée.  Le  diamètre  SH  conjugué  aux  cordes  paral- 
lèles à  PP'  a  pour  homologue  le  diamètre  sh  conjugué  à  la  direction  pW.  Les  ellipses 
ont  deux  tangentes  communes  parallèles  à  Vp^ 

Dans  la  transformation,  les  points  de  Fellipse  SHsont  tous  rapprochés  de  la  tan- 
gente S' H',  et  par  suite  des  deux  côtés  du  point  de  contact  B,  la  courbe  sh  se  trouve 
entre  la  tangente  et  la  courbe  SH.  Si  les  données  étaient  telles  qu'un  point  P  s'éloi- 
gnât de  la  tangente  en  passant  à  sa  nouvelle  position,  tous  les  points  de  la  courbe 
primitive  s'éloigneraient  également  de  S-H',  et  près  le  point  B,  la  transformée  serait 
dans  la  concavité  de  la  courbe  SH.  Enfin  si  la  droite  P/?  était  parallèle  à  S'H',  tous 
les  points  de  la  courbe  primitive  seraient  transportés  parallèlement  à  cette  ligne,  et 
la  transformée  traverserait  tangentiellement  la  courbe  SH  au  point  B;  elle  aurait, 
par  conséquent,  un  contact  du  second  ordre  avec  elle. 

Ces  résultats  dépendent  évidemment  du  mode  de  transformation,  et  nullement 
de  la  nature  de  la  courbe  (i). 

IP  Exercice.  —  Ombre  d'une  niche  représentée  par  une  perspective  axonomé trique.  — 

Rayions  parallèles,  {Fig,  208.) 

592.  Nous  nous  proposons  de  déterminer  les  ombres  de  la  niche  représentée  sur 
\^  figure  axonométrique  208  reproduite  de  la  Planche  XLIX,  Cette  niche  est  la  même 
q^e  celle  dont  nous  avons  construit  les  ombres  sur  un  plan  et  une  élévation 
(art.  536-541),  et  nous  la  supposons  éclairée  par  les  mêmes  rayons. 

\jèL figure  209  donne  la  direction  des  projections  des  axes,  et  leurs  inclinaisons 
(art.  82  et  298).. 

Les  projections  du  rayon  de  lumière  (Me,  M'C)  [fhg^-  ^06)  sur  les  trois  directions 
principales  sont  MG,  Ce  et  W d.  Nous  portons  ces  longueurs  sur  A'^S',  B\S'  et  CS' 
[fig,  209),  et  les  projetant  sur  XY,  nous  obtenons  les  grandeurs  en  perspective  des 
trois  projections  d'un  rayon.  Si  maintenant  nous  prenons  sur  l'axe  S 07,  et  sur  des 
parallèles  aux  deux  autres  axes  des  segments  Sa,  ol^  et  jS  (J  respectivement  égaux  aux 
longueurs  A\a<,  B'^Pi  et  G'7,  que  nous  venons  de  trouver,  nous  pourrons  tracer 
les  droites  Se?  et  S (3  perspectives  d'un  rayon  de  lumière,  et  de  sa  projection,  hori- 
zontale. Les  flèches  R  et  R^  sont  tracées  parallèlement  à  ces  lignes. 

Nous  déterminerons  la  projection  S7  du  rayon  de  lumière  sur  le  plan  jsS^,  par 
une  construction  analogue  à  celle  qui  nous  a  fait  trouver  la  projection  S|3. 

(ï)  On  peut  consulter  sur  cette  question  M,  Dupin  [Dcvcloppements  de  Géométrie,  p.  19). 
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393.  Les  constructions  à  faire  sur  la  perspective  axonométrique  sont  analogues 
a  celles  que  nous  avons  expliquées  aux  articles  356  et  suivants. 

Nous  traçons  la  droite  A,  a,  parallèle  à  R^ ,  nous  élevons  la  verticale  a,  a,  et  nous 
la  terminons  au  point  a  sur  le  rayon  issu  du  point  A. 

Le  plan  vertical  qui  contient  le  rayon  K  A,  génératrice  du  cylindre  d'ombre,  coupe 
le  plan  de  naissance  et  le  cylindre  de  la  niche  suivant  les  droites  K^  k^  et  k^  k\  l'ombre 
du  point  K  est  donc  en  k,  La  tangente  de  la  courbe  d'ombre  en  ce  point  est  Tinter- 
section  des  plans  tangents  aux  deux  cylindres  d'ombre  et  de  la  niche.  Le  plan  tan- 
gent au  premier  contient  la  tangente  K/à  la  courbe  de  tête,  et  le  rayon  l\k\  sa  trace 
sur  le  plan  de  naissance  est  la  droite /wï  qui  passe  par  les  traces/et  u  de  ces  deux 
droites.  La  trace  du  plan  tangent  au  cylindre  de  la  niche  est  la  tangente  k^iàe  l'el- 
lipse /cj  e  B.  Le  point  de  rencontre  i  appartient  à  la  tangente  cherchée. 

594,  Il  faut  maintenant  déterminer  l'intersection  de  la  sphère  par  le  cylindre 
d'ombre  qui  a  pour  directrice  la  courbe  de  tête  AB.  Nous  traçons  tout  d'abord  le 
cercle  qui  serait  le  contour  apparent  de  la  sphère  si  elle  était  en  relief  :  son  rayon 
est  égal  au  demi  grand  axe  de  l'ellipse  AB.  On  l'obtient  en  traçant  la  droite  & 
[fig,  2to8,)  parallèle  à  CA  [fig.  ^09)  (art.  299). 

Nous  coupons  les  deux  surfaces  par  des  plans  auxiliaires  parallèles  aux  rayons  de 
lumière  et  perpendiculaires  aux  plans  de  tête. 

La  projection  S'y  du  rayon  de  lumière  perce  le  plan  de  la  figure  au  point  E  où  il 
coupe  la  droite  CA  trace  du  plan  ^S^  {fig,  10^)  :  le  point  B  est  la  trace  de  l'axe  Sj 
perpendiculaire  à  ce  plan  ;  la  droite  BE  est  donc  la  trace  du  plan  qui  projette  le 
rayon  Se?  sur  le  plan  ^S^. 

Nous  menons  par  le  point  G  (y?g'.  208)  deux  droites  CM  et  CL,  respectivement 
parallèles  a  ES  et  EB  [fig.  209)  :  ce  sont  les  traces  du  plan  auxiliaire  passant  par  le 
point  C,  sur  le  plan  de  tête,  et  sur  le  plan  de  front  c}ui  contient  le  centre  de  la  sphère. 
Si  nous  faisons  tourner  ce  plan  auxiliaire  autour  de  CL  pour  le  rabattre  sur  le  plan 
de  front,  le  cercle  suivant  lequel  il  coupe  la  sphère  se  placera  sur  le  cercle  dont  le 
rayon  est  Cç^.  Dans  ce  mouvement,  le  point  M  se  transportera  en  M^  sur  une  per- 
pendiculaire MM.,  à  CL. 

Le  rayon  de  lumière  qui  passe  par  le  point  M  coupe  en  un  point  /Taxe  du  mou- 
vement. Il  devient  donc  après  le  rabattement  M,/,  et  il  rencontre  la  sphère  au  point 
M'  du  cercle  i^L.  Lorsque  le  plan  auxiliaire  est  remis  dans  sa  position,  le  point  M^  se 
projette  en  p.  à  l'intersection  du  rayon  M /avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
M'  sur  CL.  ■ 

Si  nous  traçons  C/x,  le  triangle  CM/x  sera  la  perspective  du  triangle  C''M''p/'  de  la 
figure  !io6. 

L'intersection  du  plan  de  la  courbe  d'ombre  et  du  plan  de  tête  est  perpendicu- 
laire au  plan  auxiliaire;  sa  projection  est  donc  la  droite  CG,  perpendiculaire  à  la 
trace  CL  de  ce  plan. 
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593.  Sur  Va  figure  loÇ),  un  point  n'  de  la  courbe  d'ombre  e'(^  est  donné  par  un 
triangle  (H'Wn"  homothétique  a  C^ftrp/^;  le  point  N'^  est  sur  la  courbe  A'E^B^  et  le 
point  G'  sur  le  diamètre  PG.  D'après  cela,  si  nous  traçons  une  droite  NN'  parallèle  à 
MC  [fig-  208),  puis  les  lignes  Nn  et  N'n  respectivement  parallèles  à  M|a  et  a  C/x,  le 
point  n  appartiendra  à  la  ligne  d'ombre  Ge,  qui  est  évidemment  une  ellipse.  Cette 
courbe  prolongée  passerait  par  le  point  p.. 

La  tangente  nv  CvSt  l'intersection  du  plan  de  la  courbe  avec  le  plan  tangent  au 
cylindre  d'ombre. 

Les  rayons  CM'  el  (7G  [fig,  206)  sont  rectangulaires;  leurs  projections  CM  et  CG 
{fig*  208)  sont  donc  des  demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipse  AMB.  La  construc- 
tion qui  fait  trouver  l'ellipse  [xeG  est  identique  avec  la  transformation  que  nous 
avons  exposée  aux  articles  154  et  514.  On  voit  d'après  cela  que  CG  et  C/x  sont  des 
diamètres  conjugués  de  cette  conique  ;  on  peut  donc  obtenir  .ses  axes  par  la  con- 
struction expliquée  à  l'article  155,  mais  il  est  plus  simple  de  remarquer  que  le  grand 
axe  est  sur  la  droite  d'intersection  du  plan  de  la  courbe  d'ombre  avec  le  plan  de  front 
du  centre  de  la  sphère.  Les  droites  SX  et  Sp  [fig-  209),  respectivement  parallèles  à 
CG  et  à  Cp-,  sont  les  traces  d'un  plan  mené  par  le  point  S  parallèlement  au  pian 
d'ombre,  sur  les  plans  ^S^  et  BSE,  parallèles  l'un  au  plan  de  tête,  et  l'autre  aux 
plans  auxiliaires.  Ces  lignes  percent  le  plan  de  la  figure  aux  points  X  et  p,  le  grand 
axe  de  l'ellipse  /xeG  est  donc  parallèle  à  la  droite  Xf/;  sa  longueur  est  d'ailleurs  égale 
au  diamètre  de  la  sphère. 

La  droite  Ce  est  dans  le  plan  de  naissance  et  dans  celui  de  la  courbe.  Les  traces 
des  plans  menés  par  le  point  S  parallèlement  à  ceux-là  sont  AB  et  Xp  {fig^  209).  La 
ligne  Ce  est  donc  parallèle  a  la  droite  qui  irait  du  point  S  a  celui  où  les  traces  AB  et 
Xp  se  rencontrent.  Nous  n'avons  pas  tracé  cette  droite  par  crainte  de  confusion. 

596.  Nous  croyons  que  cet  exercice  suffira  pour  montrer  comment  on  doit  dis- 
poser sur  une  perspective  axonométrique,  les  constructions  qui  correspondent  aux 
divers  tracés  des  figures  géométrales.  Il  n'est  pas  toujours  nécessaire  d'établir  une 
figure  auxiliaire  représentant  les  projections  de  l'angle  trièdre  des  axes,  et  d  y 
déterminer  les  directions  des  principales  lignes,  mais  cette  méthode  introduit 
beaucoup  de  clarté  dans  l'épure,  et  il  est  bon  de  l'adopter  comme  règle  générale, 

IIP  Exercice. —  Ombres  crime  niche  représentée  par  une  perspective  cavalière.  —  Fkarons 

p  a  rai  le  les.  (  Fig,  2  o  3 .  ) 

597.  La  niche  représentée  sur  la  figure  cavalière  2o3  est  la  même  que  celle  qui 
vient  de  nous  occuper,  mais  la  direction  (R,  R^)  des  rayons  est  différente.  Les  lignes 
perpendiculaires  aux  plans  de  front  sont  réduites  a  la  moitié  de  leur  grandeur;  la 
droite  F  fait  connaître  leur  direction. 

Les  droites  A^a^  et  Aa,  respectivement  parallèles  a  R,  et  a  R,  font  trouver  Tombre 
A,a,a  de  l'arête  A^A  sur  le  plan  horizontal  A^Bo  et  sur  le  cylindre  de  la  niche. 
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Une  génératrice  (KA,  K^^^)  du  cylindre  d'ombre  perce  le  cylindre  de  la  niche 
en  un  point  k  que  nous  déterminons  d'après  sa  projection  k^,  Les  plans  tangents 
aux  deux  cylindres  en  k  ont  pour  traces  sur  le  plan  de  tête  KT  et  T,  T  :  la  droite  T^ 
est  donc  la  tangente  de  la  courbe  en  k, 

598.  Pour  construire  l'intersection  de  la  sphère  par  le  cylindre  d'ombre,  nous 
emploierons,  comme  précédemment,  des  plans  auxiliaires  parallèles  aux  rayons  de 
lumière  et  perpendiculaires  aux  plans  de  tête.  Si  du  pointai  nous  menons  les  droites 
«j  A'  et  a^  a'  respectivement  parallèles  àR  et  à  F,  nous  pourrons  tracer  la  droite  A'u' 
qui  sera  parallèle  aux  intersections  des  plans  auxiliaires  av€c  le  plan  de  tête. 

Considérons  maintenant  le  plan  auxiliaire  passant  par  le  centre  de  la  sphère  :  ses 
intersections  avec  le  plan  de  tête,  ie  cylindre  d'ombre  et  le  plan  de  naissance  sont 
les  droites  CM,  MD  et  CD  respectivement  parallèles  aux  trois  côtés  du  triangle  a'A'a^ . 
Si  nous  rabattons  ce  plan  sur  le  plan  de  tête  par  une  rotation  autour  de  CM,  la  ligne 
fuyante  CD  se  placera  sur  la  droite  Cd  d'une  longueur  double,  et  perpendiculaire 
à  CM;  le  rayon  de  lumière  MD  deviendra  Mdy  et  le  cercle  de  section  avec  la  sphère 
se  confondra  avecBMAm'.  L'ombre  de  M  se  trouvera  donc  au  point  m';  on  la  ra- 
mènera en7?2SurMD,  en  traçant  les  droites  m' M' et  M' /tz  respectivement  parallèles 
à  dC  et  à  CD.  On  pourrait,  sans  déterminer  le  point  M',  tracer  une  droite  m' m  paral- 
lèle a  celle  qui  irait  du  point  d'au  point  D.  L'intersection  du  plan  d'ombre  avec  le 
plan  auxiliaire  est  Cm, 

Le  plan  de  la  courbe  d'ombre  et  le  plan  de  tête  sont  perpendiculaires  aux  plans 
auxiliaires,  et  notamment  a  celui  qui  contient  le  centre  de  la  sphère  ;  leur  inter- 
section est  donc  la  droite  CG  perpendiculaire  à  la  trace  MC  de  ce  plan  et  passant 
d'ailleurs  par  le  centre  C. 

Maintenant,  pour  avoir  un  point  n  de  l'ellipse  d'ombre,  il  suffit  de  tracer  les 
droites  N'N,  N/i  et  N'^  respectivement  parallèles  à  CM,  Mm  et  Cm.  La  génération 
de  cette  courbe  et  la  construction  de  ses  tangentes  donnent  lieu  aux  mêmes  observa- 
tions que  dans  l'exercice  précédent  :  ainsi  Cmet  CG  sont  deux  demi-diamètres  con- 
jugés  de  l'ellipse  emnG, 

On  peut  construire  cette  courbe  en  coupant  la  sphère  et  le  cylindre  par  des  plans 
auxiliaires  parallèles  aux  plans  de  tête. 

399.  Pour  avoir  le  point  e  où  se  joignent  les  deux  ellipses,  nous  remarquons  que 
le  plan  auxiliaire  qui  passe  par  le  centre^  le  plan  de  naissance  et  le  plan  d'ombre, 
se  coupent  suivant  les  droites  Cm,  CD  et  Ce  dont  la  troisième  seule  est  inconnue. 
Les  traces  de  ces  trois  plans  sur  le  plan  de  tête  sont  CM,  AB  et  CG.  Donc  si  nous 
les  coupons  par  un  plan  de  front  passant  par  un  point  quelconque  a  de  Cm,  les  in- 
tersections seront  a/S  parallèle  à  CM,  et  des  droites  passant  par  |3  et  par  a,  et  respec- 
tivement parallèles  à  AB  et  à  CG  :  leur  intersection  donnera  un  point  7  de  la 
droite  Ce. 
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CHAPITRE  m. 

TRANSFORMATION    HOMOLOGIQUE. 


Notions  sur  les  figures  homologiques. 

400.  Nous  allons  généraliser  les  constructions  que  nous  avons  présentées  aux 
articles  588-591,  sur  les  ellipses  produites  par  les  ombres  des  cercles,  et  recher- 
cher les  relations  qui  existent  entre  les  projections  d'une  figure  plane  et  de  son 
ombre  sur  un  plan.  Les  résultats  auxquels  nous  parviendrons  sont  utiles  non-seu- 
lement pour  le  tracé  des  ombres,  mais  encore  pour  diverses  autres  constructions, 
notamment  dans  la  perspective. 

Si  un  plan  XYZV  ou  P'  {fig,  221)  reçoit  l'ombre  M'  d'une  figure  plane  M  éclairée 
par  un  point  lumineux  S,  les  relations  suivantes  existeront  évidemment  entre  les 
deux  figures  M  et  M'  : 

T""  Deux  points  homologues,  c'est-a-dire  un  point  quelconque  A  et  son  ombre  A', 
seront  sur  un  rayon  de  lumière  S  A  A'. 

9.^  Les  points  qui  sont  en  ligne  droite  sur  l'une  des  figures,  auront  pour  homo- 
logues des  points  de  l'autre  figure  également  en  ligne  droite. 

3"^  Les  points  de  l'une  des  figures  qui  sont  sur  l'intersection  XY  des  deux  plans, 
seront  leurs  homologues  dans  l'autre  figure. 

Si  la  figure  M  s'étendait  sur  le  prolongement  du  plan  P  au  delà  de  Y,  un  point  de 
cette  figure  situé  au  delà  de  XY  ne  pourrait  pas  porter  ombre  sur  F,  mais  au  con~ 
traire  recevrait  l'ombre  d'un  point  de  ce  plan,  qui  serait  son  homologue.  Pour  que 
les  considérations  que  nous  allons  présenter  puissent  être  admises  sans  restriction, 
il  faut  ainsi  considérer  la  figure  M'  comme  \di  projection  conique  de  la  figure  M,  c'est- 
a-dire  comme  la  section  par  le  plan  P'  d'un  cône  qui  aurait  son  sommet  au  point 
fixe  S,  et  les  différentes  lignes  de  la  figure  M  pour  directrice  (i).  Toutefois  nous 
continuerons  a  employer  les  mots  à' ombre  et  de  rayon  de  lumière  qui  font  image, 
et  qui  montrent  la  connexion  de  cette  question  avec  notre  sujet. 

401.  Les  relations  que  nous  avons  reconnues  entre  les  figures  M  et  M/  existent 
entre  leurs  projections  m  et  m'  sur  un  plan  Q,  et  par  suite  : 

1^  Les  figures  m  et  m' se  correspondent  point  à  point,  et  de  telle  sorte  que  deux 
points  homologues  sont  sur  des  droites  qui  divergent  d'un  point  s, 

2""  Les  points  qui  sont  en  ligne  droite  sur  l'une  des  figures,  ont  pour  homologues 
des  points  de  l'autre  figure  également  en  ligne  droite. 


(i)  Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler  de  la  projection  conique  dans  une  note  de  rarîicle  I8:>. 
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3^  Les  points  de  Tune  des  figures  qui  sont  sur  une  certaine  droite  ocy,  sont 
leurs  homologues  dans  l'autre  figure. 

M.  Poncelet  a  appelé  homologiques  les  figures  tracées  sur  un  plan,  qui  ont  entre 
elles  les  relations  que  nous  venons  d'exposer.  La  droite^/  et  le  point  ^  sont  Vaxe 
et  le  centre  d'homologie  ;  les  droites  qui  divergent  du  point  s  sont  les  rayons  d'ho- 
mologie;  enfin  Tune  quelconque  des  figures  est  la  transformée  de  l'autre  par 
homologie  (i). 

402.  La  transformée  homologique  m!  d'une  figure  donnée  m  est  déterminée 
quand  on  connaît  le  centre  et  l'axe  d'homologie,  et  le  point  a'  homologue  d'un 
point  quelconque  a  de  la  figure  m.  On  peut  en  effet  obtenir  le  point  b'  homologue 
d'un  point  b  choisi  arbitrairement,  par  la  rencontre  du  rayon  d'homologie  sb,  et  de 
la  droite  rfa'  homologue  de  abd, 

403.  Quand  les  côtés  de  deux  triangles  ABC,  A'B'C  situés  dans  des  plans  diffé- 
rents, se  rencontrent  deux  a  deux  en  des  points  D,  E,  F  nécessairement  en  ligne 
droite,  ils  déterminent  trois  plans  qui  se  coupent  deux  à  deux  suivant  les  droites 
AA',  BB'  et  CC;  ces  lignes  convergent  par  conséquent  vers  un  point  S. 

On  peut  étendre  cette  proposition  à  deux  triangles  abc,  a'b'c'  situés  sur  un  plan  : 
s'ils  ont  un  axe  d'homologie,  c'est-à-dire  si  leurs  côtés  se  rencontrent  deux  à  deux 
sur  une  droite  xy,  ils  ont  un  centre  d'homologie  vers  lequels  convergent  les  droites 
qui  passent  par  les  sommets  homologues.  Car  si  nous  relevons  les  triangles  sur  deux 
plans  P  et  P'  dont  l'intersection  XY  se  projette  sur  ot/,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  voir,  les  droites  qui  passeront  par  les  sommets  homologues  se  rencontreront 
en  un  point  S;  les  projections  de  ces  lignes  sur  le  plan  des  triangles a&c  et  a'ôV 
passent  donc  par  la  projection  ^  de  S, 

Réciproquement,  deux  triangles  qui  ont  un  centre  d'homologie  ont  aussi  un 
axe  d'homologie,  car  on  voit  facilement  qu'ils  peuvent  être  considérés  comme  les 
projections  de  deux  triangles  dont  l'un  serait  l'ombre  de  l'autre  (2). 


(i)  Les  figui'es  iiomologiqiies  sont  très-souvent  considérées  en  dehors  des  questions  d'ombre  aux- 
quelles nous  les  rattachons  ici,  M.  Poncelet  les  a  présentées  comme  résultant  de  la  projection  co- 
nique (ou  perspective)  de  deux  figures  homothétiques  situées  sur  un  même  plan  [Propriétés  jorojec - 
tipes,  art.  297  et  suivants). 

[1)  Nous  donnerons  ici  i'énoncé  d'un  double  théorème  qui  peut  être  utilisé  en  perspective  : 
Quand  deux  figures  A  et  A'  sont  homologiques  d'une  troisième  B^  elles  sont  homologiques  entre  elles, 
pourvu  toutefois  que  les  deux  premières  homologies  aient  pour  axe  la  même  droite,  ou  pour  centre  le 
même  pointu  Dans  le  premier  cas,  les  centres  d'homologie  des  figures  prises  deux  h  deux  sont  en 
ligne  droite^  dans  le  second  les  trois  axes  d'homologie  passent  par  un  même  point. 

Pour  la  dénionslration,  il  faut  regarder  les  figures  B,  A  et  A',  dans  le  premier  cas,  comme  les  pro- 
jections d'une  figure  plane  éclairée  par  deux  points  lumineux  et  de  ses  ombres  sur  un  plan;  dans  le 
second,  comme  les  projections  d'une  figure  plane  éclairée  par  un  point  lumineux  et  de  ses  ombres 
sur  deux  plans. 
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404.  On  peut  justifier  par  ce  théorème  une  construction  que  nous  avons  établie 
à  l'article  226  par  d'autres  raisonnements.  Il  s'agit  d'avoir  la  tangente  de  la  courbe 
QQ^  au  point  C  [fig.  \ii\),  et  pour  cela  de  faire  passer  une  droite  par  le  point  G  et 
par  le  point  éloigné  où  les  deux  droites  cG  et  mE  se  rencontrent.  Nous  coupons  ces 
lignes  par  une  droite  KFG,  puis  nous  traçons  les  droites  FI  et  GI,  Tune  parallèle  à 
mC,  l'autre  passant  parle  points.  Nous  avons  ainsi  deux  triangles  mcC  et  FGl  dont 
les  côtés  se  rencontrent  deux  a  deux  au  point  K,  au  point  S,  et  au  point  de  KS 
situé  à  l'infini;  cette  droite  est  ainsi  un  axe  d'homologie,  et  les  droites  jnY,  cG 
rayons  d'homologie,  doivent  se  rencontrer  en  un  même  point. 

405.  On  voit  que  la  construction  donnée  à  l'article  68  peut  être  généralisée, 
et  qu'il  n'est  pas  nécessaire  que  les  triangles  ABC  et  abc  [fig^  53  )  soient  semblables, 
mais  seulement  que  les  points  de  concours  de  leurs  côtés  homologues  soient  en 
ligne  droite»  On  peut  ainsi  simplifier  quelquefois  les  tracés,  en  utilisant  des  lignes 
et  CI,  déjà  établies. 

406.  Deux  figures  homologiques  m  et  m!  [fig,  !ii\)  peuvent  toujours  être  con- 
sidérées comme  les  projections  sur  un  plan  Q  de  deux  figures  planes  dont  l'une 
serait  l'ombre  de  l'autre. 

Supposons  en  effet  qu'on  relève  la  figure  m  et  l'axe  xy  sur  un  plan  quel- 
conque P,  le  centre  s  en  un  point  S  hors  de  ce  plan  et  un  point  a'  de  mJ  en  A' 
sur  le  rayon  SA  :  si  l'on  fait  passer  un  plan  P'  par  la  droite  XY  et  par  le  point  A', 
qu'on  reçoive  sur  lui  l'ombre  M'  de  M  et  qu'on  la  projette  sur  le  plan  Q,  on  aura 
une  figure  homologique  de  m,  dont  le  point  S  et  la  droite  œj  seront  le  centre  et 
l'axe  d'homologie,  et  dont  le  point  homologue  de  a  sera  a';  elle  se  confondra 
nécessairement  avec  m!  (art.  402). 

Il  résulte  de  la  que  dans  les  figures  homologiques  la  courbe  homologue  d'une 
section  conique  est  une  section  conique,  et  que  quand  deux  courbes  sont  tan- 
gentes l'une  à  l'autre,  leurs  homologues  sont  également  tangentes. 

407.  Un  plan  RIFK  ou  P'^  mené  par  le  point  S  parallèlement  à  P'  coupe  le  plan  P 
suivant  une  droite  IF  dont  tout  point  a  pour  homologue  sur  P'  un  point  à  l'infini. 
La  projection  W  de  cette  ligne,  qui  est  évidemment  parallèle  'kœy,  représente  sur 
la  figure  m  tous  les  points  de  la  figure  m!  qui  sont  a  l'infini  :  c'est  la   ligne  de 

fuite  de  la  figure  m  relativement  a  la  figure  m' ,  Pour  en  déterminer  graphique- 
ment un  point  u,  on  mène  par  le  centre  s  un  rayon  d'homologie  parallèle  à  une 
droite  quelconque  ea'  de  la  figure  m! ,  jusqu'à  la  rencontre  de  son  homologue  ea. 

Si  la  courbe  m  avait  rencontré  la  droite  ii' ,  son  homologue  m  aurait  eu  des 
branches  infinies. 

Il  y  a  entre  les  deux  figures  un  parallélisme  complet  de  propriétés  et  de  rela- 
tions; par  conséquent  la  figure  m!  a  relativement  à  la  figure  m  une  ligne  de  fuite 
jf  parallèle  à  xy  :  on  en  détermine  un  point  t  par  une  construction  analogue  à 
celle  que  nous  avons  expliquée,  c'est-à-dire  en  menant  par  le  centre  s  un  rayon 

5. 
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d'homologie  parallèle  a  une  droite  ac  de  la  figure  m,  jusqu'à  la  rencontre  de 
son  homologue  a!  c'\ 

408.  Des  points  situés  sur  le  plan  P'  sont  en  ligne  droite,  quand  leurs  homologues 
du  plan  P  se  trouvent  eux-mêmes  sur  une  droite  ;  or  les  homologues  des  points 
a  l'infini  du  plan  P'  sont  sur  une  ligne  IF,  intersection  de  deux  plans  :  donc  tous 
les  points  d'un  plan  situés  a  l'infini  doivent  être  considérés  comme  étant  distribués 
sur  une  droite  située  elle-même  à  l'infini  (i).  En  général  la  direction  de  cette  ligne 
est  indéterminée,  mais  elle  peut  devenir  déterminée  dans  une  question  spéciale  : 
ainsi  les  points  à  l'infini  du  plan  Q,  regardés  comme  appartenant  à  la  figure  m! , 
homologue  de  m,  sont  sur  une  droite  parallèle  à  xy, 

409,  Quand  les  rayons  de  lumière  sont  parallèles,  les  rayons  d'homologie  le 
sont  également.  Le  centre  s,  et  les  lignes  de  fuite  ii'  ^i  jf  disparaissent  a  l'infini. 
Aucun  point  a  distance  finie  sur  l'une  des  figures  ne  peut  correspondre  à  un  point 
a  rinfini  sur  l'autre  :  une  ellipse  a  nécessairement  pour  homologue  une  ellipse. 

Cette  circonstance  se  présente  ^nvX^^  figures  2.0  \  et  S02.  L'axe  d'homologie  est 
pour  la  première  S'T,  et  pour  la  seconde  IJ.  Les  rayons  d'homologie  sont  parallèles 
à  R;  on  peut  aussi,  sur  X'^  figure  202,  les  prendre  parallèles  aux  génératrices  de 
l'intrados,  car  sous  le  rapport  géométrique  il  n'y  a  aucune  différence  essentielle 
entre  les  cylindres  qui  se  coupent  suivant  les  deux  courbes  dont  nous  considérons 
les  projections.  Le  point  M  a  pour  homologue  dans  le  premier  mode  m  et  dans  le 
second  m'. 

Le  demi-cercle  de  tête  d'une  niche  sphérique,  et  son  ombre  sur  la  sphère,  qui 
est  une  courbe  plane,  donnent  lieu  à  des  observations  analogues  {fig,  :2o3,  206 
et  208). 

Quand  les  plans  P  et  P'  [fig^  ^21)  sont  parallèles,  l'axe  xy  et  les  lignes  de  fuite 
s'éloignent  a  l'infini,  et  les  courbes  m  et  m',  projections  de  deux  sections  paral- 
lèles d'un  cône,  sont  homothétiques.  La  similitude  est  donc  un  cas  particulier  de 
î'homologie. 

Application  des  théories  précédentes  aux  sections  coniques.  —  Propriétés 
fondamentcdes  des  pôles  et  des  polaires. 

410.  Considérons  deux  sections  coniques  M  et  M' tracées  sur  un  plan  [fig,  225), 
et  le  point  de  concours  s  de  deux  quelconques  de  leurs  tangentes  communes  :  nous 
pouvons  regarder  M  comme  la  trace  d'un  cône  dont  le  sommet  S  se  projette  en  s, 
et  M'  comme  la  trace  d'un  cylindre  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  que  nous 
supposons  horizontal.  Chacune  de  ces  surfaces  est  tangente  le  long  d'une  droite 
aux  plans  verticaux  dont  les  traces  sont  5E  etsG;  elles  se  touchent  donc  en  deux 

(1)  M.  Poncelet  [Propriétés  projective s ^  art.  9G). 
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points;  et  comme  elles  sont  du  second  degré,  leur  intersection  est  composée  de 
deux  courbes  planes  (art.  252,  i"")  que  nous  appellerons  N  et  N'. 

La  courbe  M  peut  être  considérée  comme  l'ombre  de  la  conique  N  éclairée  par  un 
point  lumineux  placé  en  S.  La  ligne  M',  projection  deN  sur  le  plan  de  M,  est  donc 
îiomologique  avec  cette  courbe  par  rapport  au  point  s.  On  trouve  une  seconde 
homologie  en  regardant  les  coniques  M  et  W  comme  l'ombre  et  la  projection  de  la 
ligne  N'  pour  des  rayons  divergents  du  point  S.  Les  axes  d'bomologie  sont  les 
traces  des  plans  des  courbes  N  et  N'. 

Nous  voyons  donc  que  deux  sections  coniques  tracées  sur  un  plan  sont  homolo- 
giques  de  deux  manières  différentes^  par  rapport  au  point  de  concours  de  deux  quel- 
conques de  leurs  tangentes  communes,  considéré  comme  centre  d' homologie. 

Les  points  A  et  a  situés  sur  une  droite  divergeant  du  point  s,  sont  respective- 
ment homologues  de  h!  et  de  a'  dans  un  des  modes,  de  a'  et  de  A'  dans  l'autre.  Les 
points  de  contact  E  et  6  sont  toujours  homologues  de  E'  et  de  G'.  D'après  cela, 
et  en  opérant  <*omme  il  a  été  dit  plus  haut,  on  trouve  facilement  les  axes  d'homo- 
logie  XY,  X,  Yi  et  les  lignes  de  fuite  qui  leur  correspondent  (art.  407).  L'une  des 
deux  lignes  de  fuite  parallèles  à  X,  Y,  n'a  pas  pu  être  placée  sur  la  figure, 

411.  Le  point  de  contact  de  deux  ^sections  coniques  tangentes  peut  être  consi- 
déré comme  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  communes  qui  se  sont  confon- 
dues en  une  seule  :  c'est  donc  un  centre  d'homologie  des  sections  coniques. 

On  peut  démontrer  directement  cette  proposition,  en  s'appuyant  sur  le  quatrième 
théorème  de  l'article  252,  et  raisonnant  d'ailleurs  comme  nous  l'avons  fait  à  l'ar- 
ticle précédent. 

412.  Comme  application  de  ces  théories,  nous  allons  nous  proposer  de  déter- 
miner le  centre  et  les  axes  d'une  section  conique  dont  nous  connaissons  trois  points 
N,  M,  Q  [fig,  122) ,  et  les  tangentes  NS/etMS.  Cette  question  s'est  présentée  a  l'ar- 
ticle 258  pour  la  projection  verticale  de  l'intersection  de  deux  ellipsoïdes  de  révo- 
lution dont  les  axes  se  rencontrent,  mais  nous  ne  pouvions  pas  alors  développer  la 
solution.  Les  données  de  \2i  figure  9.12  sont  relevées  sur  X^.  figure  iSy,  de  sorte  que 
la  première  doit  être  considérée  comme  un  complément  de  celle-ci. 

Tout  cercle  qui  touche  les  deux  tangentes  MS  etNS  est  homologique  de  la  courbe, 
par  rapport  au  point  S,  centre  d'homologie.  On  prend  les  points  de  contact  m  et  n 
homologues  de  M  et  de  N,  à  une  même  distance  de  S  ;  on  détermine  ensuite  le  centre 
0,  et  on  trace  la  crrconterence» 

On  peut  prendre  a  volonté  pour  point  homologue  de  Q  l'un  ou  l'autre  des  deux 
points  où  le  rayon  d'homologie  QS  coupe  le  cercle  :  nous  avons  choisi  celui  qui  est 
indiqué  par  la  lettre  q.  Toutes  les  relations  du  système  sont  maintenant  déterminées. 

415.  Le  point  situé  à  l'infini  sur  la  sécante  MQ  a  pour  homologue  le  point  i, 
intersection  de  m^  et  du  rayon  d'homologie  ^i,  parallèle  à  MQ.  On  détermine  de  la 
même  manière  le  point  i' ^  homologue  du  point  situé  a  l'infini  sur  MN,  et  on  trace  la 
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ligne  de  fuite  ii' .  Elle  coupe  le  cercle  en  deux  points  r  et  t  auxquels  correspondent 
sur  la  section  conique  deux  points  à  Tinfini.  Cette  courbe  est  donc  une  hyperbole, 
ainsi  que  nous  Tavons  dit  dans  la  note  de  l'article  258. 

Les  asymptotes  sont  homologues  des  tangentes  rf  et  tt'  du  cercle;  par  conséquent 
en  reportant  sur  la  droite  MN  par  des  rayons  d'homologie  les  points  <^  et  e  où  la 
sécante  mn  rencontre  les  tangentes,  on  obtient  des  points  D  et  E  qui  appartiennent 
aux  asymptotes.  Ces  lignes  sont  d'ailleurs  parallèles  aux  rayons  d'homologie  Sret 
S^  qui  passent  par  les  points  situés  à  l'infini  ;  il  est  donc  facile  de  les  tracer,  et  d'ob- 
tenir ensuite  les  axes  qui  sont  leurs  bissectrices. 

414.  On  peut  disposer  la  construction  d'une  autre  manière  en  déterminant  l'axe 
d'homologie. 

Les  couples  de  droites  homologues  déjà  établies  sur  la  figure  ont  leur  point  de 
concours  hors  du  cadre,  et  par  conséquent  nous  devons  en  tracer  de  nouvelles,  con- 
venablement choisies.  Prenons  sur  la  ligne  ii'  un  point/),  et  joignons-le  a  S  et  a  ^  : 
le  point  homologue  dep  est  à  l'infini  sur  Sp,  et  la  ligne  homologue  de  qp  est  la 
droite  Q/3,  parallèle  à  S/?.  Le  point  de  rencontre  |S  de  deux  droites  homologues 
appartient  à  l'axe  d'homologie  que  nous  savons  être  parallèle  à  la  ligne  de 
fuite  ii\ 

Les  tangentes  rV  et  t' t  rencontrent  l'axe  d'homologie  en  r^  et  en  t^  ;  les  asymp- 
totes passent  donc  respectivement  par  ces  points. 

415.  Si  l'on  veut  avoir  la  position  exacte  du  sommet  A  sur  l'axe  transverse  BB\ 
on  déterminera  la  droite  ha,  homologue  de  cet  axe,  et  on  ramènera  sur  BB',  par  un 
rayon  d'homologie,  le  point  a  où  elle  rencontre  le  cercle.  La  droite  ha  passe  par  le 
point  a  de  l'axe  d'homologie,  et  par  le  point  A,  homologue  du  pointHoù  BB'  coupe 
MN.  Nous  n'avons  pas  laissé  subsister  le  rayon  d'homologie  H/z,  pour  ne  pas  aug- 
menter le  nombre  des  droites  qui  se  croisent  au  point  S. 

416.  Nous  avons  résolu  le  problème  pour  le  cas  où  la  conique  a  des  asymptotes  ; 
il  nous  reste  à  établir  des  relations  générales  qui  permettent  d'opérer  lorsque  la 
ligne  de  fuite  ne  rencontre  pas  le  cercle  auxiliaire. 

Soit  A  [fig\  2^3  ou  224)  une  conique  qui  doit  éprouver  la  transformation  homo- 
logique,  et  iV  la  droite  dont  les  points  s'éloigneront  à  l'infmi.  Deux  tangentes  Im 
et  In  issues  d'un  point  /  de  cette  ligne  auront  pour  homologues  deux  droites  paral- 
lèles; la  sécante  mn  deviendra  donc  un  diamètre.  Le  point  homologue  du  centre  de 
la  transformée  est  l'intersection  de  cette  ligne,  et  d'une  autre  sécante  m'n'  déter- 
minée de  la  même  manière. 

Une  droite  mn  qui  passe  par  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  issues  d'un 
point  /  est  dite  la  polaire  de  ce  point,  et  celui-ci  est  lepôle  de  la  droite. 

Nous  voyons  donc  que  les  polaires  des  différents  points  de  la  ligne  de  fuite 
passent  toutes  par  un  même  point  qui  est  homologue  du  centre  de  la  transformée. 

D'après  une  propriété  connue  des  courbes  du  second  ordre,  le  point  c  est  sur  le 
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diamètre  conjugué  de  ii' ,  et  sa  distance  au  centre  0  est  donnée  par  la  relation 

Quelles  que  soient  la  nature  de  la  conique  considérée  et  la  position  de  la  ligne  il' 

dans  son  plan,  la  quantité  Oe  sera  réelle,  et  l'équation  fera  connaître  une  gran- 
deur également  réelle  pour  le  segment  Oc. 

Le  point  c  est  le  pôle  de  la  droite  ii'  {fig,  0^23),  car  si  Ton  suppose  que  la  sécante 
mn  tourne  autour  du  point  c  jusqu'à  devenir  tangente,  les  points  m  et  n  situés  de 
part  et  d'autre  de  ii'  se  réuniront  sur  cette  ligne,  avec  le  point  /,  en  k  ou  en  k' ,  Sur 
\di figure  ii[\  les  tangentes  issues  du  point  c  sont  imaginaires,  mais  ce  point  jouit, 
par  rapport  au  système  de  la  section  conique  A  et  de  la  droite  ii\  de  toutes  les  pro- 
priétés dans  lesquelles  ces  tangentes  ne  figurent  pas  :  on  dit  encore  que  c'est  le  pôle 
de  la  ligne  ii' ,  et  que  cette  droite  est  sa  polaire.  On  peut  donc  énoncer  la  pro- 
position que  nous  avons  établie  plus  haut,  en  disant  que  lorsqu'une  section  conique 
éprouve  la  transformation  homologique^  le  pôle  de  la  ligne  de  fuite  est  homologique 
du  centre  de  la  transformée. 

D'après  cela,  le  point  de  concours  des  tangentes  tt'  eirr\  pôle  de  la  ligne  de  fuite 
ii'  {fig.  222),  est  homologue  du  centre  C  de  l'hyperbole,  et  doit  se  trouver  sur  la 
droite  CS. 

417.  La  droite  cl  et  les  tangentes  772/ et  ni  {fig,  2i3  ou  224)  deviennent  paral- 
lèles dans  la  transformation;  les  lignes  cl etmn  sont  donc  homologues  de  deux  dia- 
mètres conjugués.  Par  conséquent,  si  l'on  a  un  cercle  homologique  d'une  conique 
déterminée  par  certaines  conditions,  on  pourra  obtenir  des  diamètres  conjugués  de 
cette  courbe,  et  les  points  ou  ils  la  rencontrent;  ce  qui  permettra  de  déterminer 
les  axes,  dans  le  cas  où  elle  serait  une  ellipse,  qui  est  celui  que  nous  avions  encore 
à  résoudre. 

418.  Les  propriétés  des  sections  coniques  permettent  de  ramener  dans  bien  des 
cas  la  recherche  du  centre,  des  axes,  des  asymptotes...  d'une  de  ces  courbes,  au 
problème  que  nous  nous  sommes  proposé  a  l'article  412  (i).  Nous  rappellerons 
d'ailleurs  que,  pour  tracer  un  cercle  homologique  d'une  section  conique,  il  suffit 
de  connaître  sa  tangente  en  un  point  (art.  411). 

419.  Toute  droite  tracée  sur  le  plan  d'une  conique  pouvant  être  prise  pour  ligne 
de  fuite  dans  une  certaine  transformation  homologique,  les  i^aisonnements  que  nous 
venons  de  faire  établissent  deux  théorèmes  fort  importants  : 

i^  Les  polaires  des  différents  points  d'une  droite  passent  par  le  pôle  de  cette  droite; 
2^  Les  pôles  des  diverses  droites  qui  passent  par  un  point,  sont  sur  la  polaire  de  ce 
point, 

(i)  On  peut  consulter  M.  Brianchon  [Correspondance  sur  V École  Polytechnique^  ÎIF  vol.,  p.  383), 
M.  Poncelet  [Propriétés projectivcs ,  art   558  et  559). 
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Le  pôle  /  d'une  sécante  mn  [fig,  2  23)  étant  le  point  de  concours  des  tangentes 
aux  points  m  et  iij  la  même  relation  subsistera  après  la  transformation  liomolo- 
gique.  Ainsi  quelque  part  que  Ton  place  l'axe  et  le  centre  d'homologie,  le  point 
homologue  de  /  sera  le  pôle  de  la  droite  homologue  de  mn.  Il  en  serait  de  même  si 
la  figure  était  transformée  par  une  projection  cylindrique,  ou  par  une  projection 
conique. 

Si  le  point  c  était  le  centre  de  la  courbe  [fig.  224  ),  les  points  /  et  /',  et  par  suite  la 
droite??,  s'éloigneraient  a  l'infini.  La  polaire  du  centre  est  donc  la  droite  sur  laquelle 
on  peut  concevoir  tous  les  points  du  plan  situés  a  l'infini  (art.  408). 

Emploi  de  la  transformation  homologiqiie  comme  méthode  de  recherche, 

420.  La  transformation  liomologique  est  souvent  employée  comme  méthode  de 
recherche  et  de  démonstration.  Nous  allons  établir  de  cette  manière  un  théorème 
qui  est  quelquefois  utile  dans  les  constructions. 

Si  trois  droites  AD,  BE,  CF  [fig-  226)  divergeant  d'un  même  point  P  sont  coupées 
par  deux  sécantes  DF  et  iVC ,  les  points  de  rencontre  M  ef  N  des  diagonales  des  quadri- 
latères ABED  et  BCFE,  et  le  point  de  concours  Q  des  sécantes  sont  en  ligne  droite. 

Nous  construisons  une  figure  adfc  homologique  de  la  proposée,  et  de  manière  que 
la  droite  homologue  de  PQ  soit  à  l'infini  :  la  position  du  centre  d'homologie  S,  et  la 
grandeur  Sa  du  rayon  d'homologie  de  l'un  des  points  sont  d'ailleurs  choisies  arbi- 
trairement. Les  droites  qui  convergent  vers  les  points  P  et  Q  ont  pour  homologues 
des  droites  respectivement  parallèles  à  SP  et  à  SQ.  Les  quadrilatères  sont  ainsi  chan- 
gés en  parallélogrammes,  et  les  points  mei  n  o\x  se  coupent  les  diagonales,  se  trou- 
vant au  milieu  de  ces  lignes,  sont  sur  une  droite  parallèle  à  ac  et  à  df.  La  droite 
homologue  MN  passe  nécessairement  par  le  point  Q  qui  représente  le  point  où  se 
rejoignent  a  l'infini  les  droites  de  la  figure  transformée  qui  sont  parallèles  à  SQ. 

Les  diagonales  du  quadrilatère  DACF  n'ont  pas  été  tracées;  elles  se  croisent 
évidemment  sur  la  droite  MNQ. 

Nous  avons  construit  la  figure  homologique  af,  bien  que  cela  ne  fût  pas  nécessaire 
pour  le  raisonnement,  mais  afin  de  donner  un  nouvel  exemple  graphique  de  ce 
genre  de  transformation. 

421 .  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer,  donne  un  procédé  pour  tracer 
une  droite  qui  passe  par  un  point  M,  et  par  le  point  éloigné  où  deux  droites  DF  et 
AC  se  rencontrent.  La  construction  est  assez  commode,  quand  le  point  M  est  nota- 
blement plus  rapproché  de  l'une  des  deux  lignes  que  de  l'autre,  parce  qu'alors  le 
point  P  se  trouve  généralement  sur  la  feuille  de  dessin.  Si  au  contraire  le  point  M 
était  peu  éloigné  de  la  bissectrice  de  l'angle  DQA,  quelque  direction  que  Ton  don- 
nât aux  transversales  DB  et  EA,  le  point  P  lui-même  serait  éloigné,  comme  nous 
le  montrerons  plus  loin. 
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CHAPITRE  IV. 

POINTS    BRILLANTS. 


Considérations  générales, 

422.  Un  corps  poli  éclairé  par  des  rayons  directs,  peut  présenter  une  ou  plu- 
sieurs images  du  corps  lumineux.  Si  ce  dernier  corps  est  réduit  a  un  point  S 
[fig.  227),  son  image  sera  produite  par  la  réflexion  sur  un  seul  point  G  que  Ton 
appelle  point  brillant,  et  qui  est  déterminé  par  les  conditions  que  la  droite  Gî^ 
normale  a  la  surface  du  corps  poli,  fasse  des  angles  égaux  avec  le  rayon  de  lumière 
SG  et  le  rayon  visuel  GO,  et  qu'elle  se  trouve  dans  le  plan  de  ces  deux  lignes  (i). 

Si  le  corps  est  mat,  sa  surface  se  compose  en  réalité  d'une  multitude  de  petites 
facettes  qui  réfléchissent  la  lumière  dans  toutes  les  directions.  Il  n'y  a  plus  de  points 
brillants,  mais  le  point  G,  déterminé  comme  nous  l'avons  dit,  est  le  plus  éclairé. 

423.  Un  ellipsoïde  engendré  par  la  révolution  autour  de  son  grand  axe  d'un 
ellipse  E  dont  le  point  lumineux  S  et  l'œil  0  du  spectateur  sont  les  foyers,  réfléchi- 
rait les  rayons  de  lumière  vers  ce  dernier  point.  Si  nous  supposons  que  les  axes 
de  l'ellipse  augmentent  graduellement,  en  conservant  entre  eux  la  relation  exigée 
par  la  condition  que  nous  avons  indiquée,  il  arrivera  que  rellipsoïde  touchera  la 
surface  du  corps  C  d'abord  au  point  G,  puis  en  un  point  H,  ayant  le  même  carac- 
tère géométrique,  mais  placé  de  telle  sorte  que  le  rayon  de  lumière  qui  y  parvien- 
drait se  trouve  arrêté  par  le  corps.  Le  point  G  est  évidemment  brillant;  le  point  H  le 
serait,  si  le  corps  se  trouvait  de  l'autre  côté  de  la  surface,  et  si  rien  n'empêchait 
les  rayons  d'y  arriver  :  nous  dirons  que  le  point  H  est  un  point  brillant  virtueL 
Le  point  brillant  réel  de  la  partie  sphérique  d'une  niche  serait  virtuel  sur  la  sphère 
en  relief. 

424.  Le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  des  différents  points  dé  SO  sur 
la  surface  C  [Jîg,  227)  passe  par  les  points  G  et  H.  En  déterminant  sur  chacune 
de  ces  normales  le  point  où  elle  est  rencontrée  sous  des  inclinaisons  égales  par  des 
droites  issues  des  points  S  et  0,  on  obtient  une  seconde  courbe  dont  l'intersection 
avec  la  première  fait  connaître  la  position  des  points  brillants. 

Cette  méthode,  due  à  Hachette,  peut  être  appliquée  aux  surfaces  de  révolution, 
et  donne  lieu  à  un  bon  exercice  graphique. 

(1)  La  vision  est  produite  pour  chaque  point  regardé  par  \xx\  faisceau  de  rayons,  mais  on  peut  ne 
considérer  que  le  rayon  qui,  passant  au  centre  optique  du  cristallin,  n'éprouve  pas  de  déviation  sen- 
sible. Le  faisceau  issu  du  point  S  est  réfléchi  sur  une  petite  surface,  mais  l'image  n'est  qu'un  point 
situé  dans  la  direction  0G« 

II.  6 
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Détermination  du  point  brillant  d'an  corps  représenté  par  des  figures  géométrales^ 
et  éclairé  par  des  rayons  parallèles, 

425.  Dans  le  cas  d'une  projection,  on  doit  considérer  le  spectateur  comme 
étant  à  l'intîni  (art.  12);  les  rayons  visuels  sont  alors  les  projetantes,  et  si  les 
rayons  de  lumière  sont  parallèles,  on  aura  la  direction  de  la  normale  de  la  surface 
au  point  brillant,  en  construisant  la  bissectrice  de  Tangle  formé  par  un  rayon  vi- 
suel et  une  projetante.  Le  problème  sera  ainsi  ramené  à  déterminer  le  point  de  la 
surface  où  la  normale  est  parallèle  a  une  droite  donnée. 

426.  Si  Ton  veut  avoir  le  point  brillant  sur  la  projection  verticale,  on  commen- 
cera par  construire  la  bissectrice  de  Fangle  formé  par  le  rayon  de  lumière  (SA,  S'A') 
[fig,  2:^8),  et  par  une  projetante  (AB,  A').  Pour  cela,  on  rend  horizontal  le  plan  de 
ces  deux  droites,  en  le  faisant  tourner  autour  de  la  dernière,  et  après  avoir  obtenu 
la  véritable  grandeur  Si  AB  de  l'angle,  on  trace  la  bissectrice  D,  A,  et  on  la  ramène 
à  sa  véritable  position  (AD,  A'D').  Menant  ensuite  par  un  point  de  la  ligne  de 
terre  deux  droites  P  et  P'  respectivement  perpendiculaires  à  AD  et  à  A'S',  on  obtient 
les  traces  d'un  plan  auquel  les  plans  tangents  de  la  surface  aux  points  brillants 
sont  parallèles. 

Quand  les  projections  AS  et  A' S'  du  rayon  de  lumière  font  des  angles  de  45'' 
avec  la  ligne  de  terre,  l'angle  DAB  est  égal  a  lo^'^  \[[\ 

427.  Nous  avons  vu  aux  articles  129  et  Î51,  qu'un  plan  tangent  à  un  cône  ou 
à  un  cylindre  était  déterminé  par  la  seule  condition  d'être  parallèle  à  une  droite; 
ces  surfaces  n'ont  donc  pas,  en  général,  de  points  brillants.  Si  un  cône  avait  un 
plan  tangent  parallèle  au  plan  (P,  F)  {fig,  228),  tous  les  points  de  la  génératrice 
de  contact  seraient  brillants  sur  la  projection  verticale. 

428.  Considérons  maintenant  la  surface  de  révolution  représentée  sur  la 
figure  1228,  supposons-la  éclairée  par  des  rayons  parallèles  a  (SA,  S'A'),  et  propo- 
sons-nous de  déterminer  son  point  brillant  sur  la  projection  verticale,  c'est-à-dire 
le  point  où  le  plan  tangent  est  parallèle  au  plan  dont  les  traces  sontP  et  P',  ouP  et 
e'g,  en  prenant  le  plan  méridien  eoa;  pour  plan  vertical  de  projection.  Le  plan  méri- 
dien de  ce  point  doit  être  perpendiculaire  au  plan  (P,  e'g)  (art.  186),  et  comme 
d'ailleurs  il  est  vertical,  sa  trace  horizontale  est  la  droite  o^,  perpendiculaire  a  P. 

Au  point  cherché  la  tangente  de  la  méridienne  est  parallèle  à  l'intersection  du 
plan  ok  de  cette  courbe,  avec  le  plan  (P,  e'g)  ;  par  conséquent,  si  nous  faisons  tour- 
ner le  plan  ok  autour  de  l'axe,  de  manière  à  le  rendre  parallèle  au  plan  vertical, 
et  si  nous  déterminons  la  position  gk\  que  prend  son  intersection  avec  le  plan 
(P,  e'g),  les  tangentes  m^t  et  n^s,  parallèles  à  gk\,  feront  connaître  des  points 
(m, ,  m'j)  et  [n,,  n^)  qui,  ramenés  en  (m,  m!)  et  (n,  n')  dans  le  plan  ok,  seront  le.^ 
points  brillants;  le  premier  de  ces  points  est  réel  et  l'autre  virtuel. 
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On  construirait  d'une  manière  analogue  les  points  brillants  sur  la  projection 
horizontale. 

Détermination  du  point  brillant  sur  les  figures  acconométriques . 

429.  Nous  allons  nous  occuper  du  point  brillant  en  perspective  axonométrique. 
Les  axes  sont  S^,  Sy  et  S^  [fig\  187);  les  droites  S^  et  S5,,  représentent  un  rayon 
de  lumière  et  sa  projection  horizontale. 

Nous  déterminons  les  traces  AB,  AC  et  BC  des  plans  principaux  sur  un  plan 
parallèle  au  plan  de  la  figure  (art.  82).  Le  plan  qui  projette  le  rayon  de  lumière 
sur  le  plan  horizontal  ^Sj  contient  la  droite  ^s^  et  Taxe  S^;  sa  trace  sur  le  plan 
ABC  est  donc  CG,  et  la  trace  du  rayon  S 5  est  au  point  F  de  cette  ligne.  Nous  rabat- 
tons le  plan  projetant  dont  la  trace  est  S^  :  le  sommet  S  dont  nous  avons  préalable- 
ment déterminé  la  hauteur  SS',  se  place  en  S'',  et  par  suite  le  rayon  de  lumière 
devient  S''F.  L'angle  SS"F  est  formé  par  une  projetante  et  un  rayon;  sa  bissectrice 
S''R  a  sa  trace  en  R,  et  le  plan  qui  la  projette  sur  le  plan  horizontal  x^y  contenant 
l'axe  S;s,  a  pour  trace  CRL.  La  bissectrice  cherchée  est  donc  (S5,  SL). 

450.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  le  point  brillant  d'une  sphère 
Dg'D^  [fig,  187).  Si  nous  supposons  que  le  plan  projetant  dont  la  trace  est  le  dia- 
mètre DD^,  parallèle  à  S^,  ait  été  rabattu  sur  le  plan  de  front  qui  passe  par  le  centre  o, 
le  diamètre  rr^,  parallèle  à  la  bissectrice  S''R,  fera  connaître  les  points  r  et  r^  où  la 
normale  partage  en  parties  égales  l'angle  du  rayon  de  lumière  et  de  la  projetante. 
Ces  points  après  le  relèvement  sont  J:  et  k^  :  le  premier  est  réel  et  le  second  virtuel. 

Le  diamètre  ^^ ,  perpendiculaire  à  S'T,  est,  après  le  rabattement,  la  projection 
du  cercle  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière.  En  relevant  on  trouve  une  ellipse 
dont  les  axes  sont  g7?.  etEEi. 

Teintes,  Lumière  diffuse.  Lumière  reflétée, 

451.  Un  corps  est  de  moins  en  moins  éclairé  depuis  le  point  où  le  rayon  inci- 
dent est  réfléchi  vers  l'œil  du  spectateur,  jusqu'à  la  ligne  d'ombre  propre.  Au  delà 
de  cette  courbe,  il  ne  doit  pas  être  représenté  dans  une  ombre  complète,  parce 
qu'il  reçoit  la  lumière  diffuse  formée  par  les  rayons  réfléchis  sur  les  molécules  de 
l'air.  On  doit  encore  avoir  égard  aux  reflets  des  corps  voisins.  Ces  diverses  ques- 
tions sont  du  ressort  de  la  perspective  aérienne,  et  nous  avons  seulement  voulu  les 
indiquer  ici. 


b. 
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LÏTRE  SIXIÈME. 
SURFACES  DÉVELOPPABLES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE    GÉNÉRALE. 


Notions  sur  les  enveloppes, 

452.  Supposons  qu'une  surface  A  se  meuve  en  conservant  sa  forme,  ou  en  se 
modifiant  suivant  une  loi  continue;  considérons-la  après  un  temps  T  et  après  un 
temps  T  +  /  ;  enfin  désignons-la  à  ces  deux  instants  par  A^  et  Af^^  :  si  T  varie 
d'une  manière  continue,  t  ayant  une  valeur  constante,  la  courbe  d'intersection  de 
At  avec  At+^  engendrera  une  surface  B^. 

Chaque  surface  At  contient  deux  génératrices  de  la  surface  B^,  qui  sont  ses  inter- 
sections avec  Kj^t  et  avec  Af_f .  Quand  Tintervalle  t  est  petit,  ces  courbes  sont  peu 
éloignées  Tune  de  l'autre.  Si  l'on  suppose  que  t  diminue  indéfiniment  sans  devenir 
nul,  la  surface  B^  tendra  vers  une  certaine  surface  limite  B,  sur  laquelle  les  deux 
courbes  d'intersection  avec  chaque  surface  At  seront  réunies  en  une  ligne  de  contact. 

Nous  voyons  que  les  surfaces  At  sont  inscrites  (i)  dans  une  même  surface  B  ;  on 
dit  que  cette  surface  est  leur  em^eloppe  et  qu'elles  en  sont  les  enveloppées.  Les  lignes 
de  contact,  intersections  de  deux  enveloppées  consécutives,  et  génératrices  de  l'en- 
veloppe, sont  appelées  caractéristiques  {2). 

453.  Un  exemple  fera  bien  comprendre  ces  considérations  générales. 
Supposons  qu'une  droite  se  meuve  en  restant  toujours  tangente  à  une  courbe 

plane  /  {Jig,  229),  et  considérons-la  dans  plusieurs  de  ses  positions  m,n,o,p,... , 
a  des  intervalles  de  temps  égaux,  dont  nous  représentons  la  grandeur  par  t.  Les  inter- 
sections successives i,y,^,..., de  ceslignes  appartiennent  à  une  courbe, dont  chaque 
point  est  sur  la  droite  mobile  considérée  dans  deux  positions  occupées  a  un  inter- 
valle de  temps  t.  Si  tout  le  système  de  ces  droites  est  entraîné  dans  un  mouve- 
ment commun  de  révolution  autour  d'un  axe  Az  situé  dans  le  plan  de  la  courbe  /, 
les  droites  engendreront  des  cônes,  et  les  intersections  successives  de  ces  surfaces 

(i)  Ou  circonscrites  (voir  îa  note  de  l'article  543). 
(2)  La  théorie  des  enveloppes  est  due  à  Monge. 
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seront  les  cercles  décrits  par  les  points  i,  J >  /t,...,  lesquels  appartiendront  à  une 
surface  de  ré^^olution  qui  sera  d'autant  plus  rapprochée  de  celle  dont  la  méridienne 
est  /,  que  Tintervalle  t  sera  plus  petit.  A  la  limite  les  cercles  deviendront  les  pa- 
rallèles de  cette  surface  qui  sera  ainsi  Tenveloppe  des  cônes.  Elle  touche  chacun 
d'eux  le  long  d'une  caractéristique,  c'est-a-dire  d'un  parallèle. 

Les  cônes  que  nous  venons  de  considérer  sont  ceux  qui  nous  ont  servi  pour  les 
constructions  des  articles  543  et  556.  On  peut  encore  regarder  une  surface  de 
révolution,  comme  enveloppe  de  cylindres  circonscrits  le  long  des  méridiens,  et 
perpendiculaire  à  leurs  plans  (art.  546  et  560),  ou  de  sphères  inscrites  le  long  des 
divers  parallèles  (art.  562).  Les  raisonnements  de  l'article  568  montrent  que  le 
tore  elliptique  de  la  Planche  XIV  est  l'enveloppe  des  positions  d'un  ellipsoïde  de 
forme  invariable  ;  les  caractéristiques  sont  les  méridiens. 

454.  Si  une  sphère  de  rayon  constant  se  meut  suivant  une  loi  quelconque,  ses 
intersections  consécutives  seront  de  grands  cercles,  et  on  déterminera  facilement 
l'enveloppe;  mais  si  le  centre  de  la  surface  est  fixe  et  son  rayon  variable,  deux 
sphères  consécutives  ne  se  couperont  pas,  et  les  caractéristiques  seront  imagi- 
naires (i).  On  voit  donc  que  des  surfaces  peuvent  ne  pas  avoir  d'enveloppe  réelle, 
bien  qu'elles  forment  une  série  continue. 

455.  Quand  une  ligne  se  meut  en  conservant  sa  forme  ou  en  se  modifiant  d'une 
manière  continue,  si  elle  est  toujours  tangente  à  une  courbe  fixe,  cette  courbe  est 
dite  son  enveloppe,  et  la  ligne  mobile  considérée  dans  ses  différentes  positions  prend 
par  rapport  à  elle  le  nom  d'ençeloppée. 

On  reconnaît  par  des  considérations  analogues  a  celles  de  l'article  452,  que 
quand  une  courbe  plane  se  meut  dans  son  plan,  elle  a  une  enveloppe  lieu  de  ses 
intersections  consécutives.  Cette  enveloppe  peut  d'ailleurs  être  imaginaire,  ainsi 
qu'il  arriverait  si  les  enveloppées  étaient  des  cercles  concentriques. 

La  courbe  ij\  et  celle  qui  lui  est  symétrique  par  rapport  a  la  droite  0^  Oo, 
[Jig.  21 8)  forment  l'enveloppe  des  cercles  qui  sont  les  ombres  des  parallèles  de  la 
surface  de  révolution.  Les  considérations  qui  ont  été  présentées  à  l'article  371 

(ï)  Si  le  rayon  de  la  sphère  a  un  maximum  ou  un  minimum,  lorsqu'il  sera  parvenu  à  cette 
grandeur,  deux  sphères  consécutives  se  confondront,  et  la  caractéristique  jusque-là  imaginaire 
deviendra  une  surface  qui  devra  être  considérée  comme  l'enveloppe. 

Des  surfaces  n'ont  pas  d'enveloppe  lorsqu'il  en  passe  un  même  nombre  (non  infini)  par  tous  les 
points  de  l'espace.  Quand,  sous  le  rapport  du  nombre  de  surfaces  qui  passent  par  un  point,  l'espace 
est  divisé  en  régions,  la  surface  qui  limite  les  différentes  régions  forme  l'enveloppe;  c'est,  en  général, 
une  surface  nouvelle,  mais  quelquefois  elle  se  compose  de  surfaces  distinctes  appartenant  à  la  série 
que  l'on  considère. 

Des  considérations  analogues  peuvent  être  présentées  sur  les  lignes  enveloppes  ;  elles  montrent 
que  les  théorèmes  de  l'article  45^  sont  généraux,  et  que  le  cercle  FEH  (fig,  2i5),  qui  serait  l'ombre 
sur  le  plan  horizontal  de  l'ellipsoïde  O^^O"*^  si  on  l'éclairait  par  des  rayons  verticaux,  est  bien  l'enve- 
loppe des  ombres  des  parallèles,  et  l'enveloppe  des  ombres  des  sphères  inscrites  le  long  de  ces  cercles. 
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montrent  que  Vombre  portée  par  une  surface  est  Ven\>eloppe  des  ombres  portées  par 
ses  génératrices,  et  que  le  cylindre  [ou  le  cône)  d'ombre  d'une  surface  est  Vençeloppe 
des  cylindres  [ou  des  cônes)  d'ombre  de  ses  génératrices. 

On  peut  ajouter  que  le  cône  d'ombre  d'une  surface  enveloppe  est  Vençeloppe  des 
cônes  d'ombre  de  ses  enveloppées  ^  car  Tintersection  des  lignes  d'ombre  de  l'enve- 
loppe et  d'une  enveloppée  particulière  est  un  des  points  de  contact  de  ces  sur- 
faces, et  leurs  cônes  d'ombre  se  touchent  le  long  de  la  génératrice  qui  passe  en  ce 
point.  Le  cône  d'ombre  de  l'enveloppe  est  ainsi  touché  par  celui  d'une  de  ses 
enveloppées j  le  long  de  chacune  de  ses  génératrices. 

Notions  sur  les  développantes, 

436.  Développantes  d'une  courbe  plane.  Considérons  un  polygone  A,  B,  C, . . . , 
inscrit  dans  une  courbe  plane  [fig-  23i),  et  prolongeons-en  les  côtés.  Si  par  des 
rotations  autour  des  sommets  B,  C,  D, .  . .  ,  nous  amenons  la  droite  indéfinie  AB  a 
coïncider  successivement  avec  les  autres  droites,  l'un  quelconque  M  de  ses  points 
décrira  une  série  d'arcs  de  cercle  MN,  NO,...,  viendra  généralement  rencontrer 
le  polygone  en  un  point  x,  et  alors  le  centre  du  mouvement  passant  de  F  en  G,  il 
s'éloignera  par  un  arc  ^B. 

Eu  égard  a  la  grandeur  relative  des  rayons,  si  l'on  prolonge  un  arc  ON,  il  lais- 
sera les  arcs  contigusNM  et  OP  de  côtés  différents. 

En  passant  à  la  limite,  on  voit  que  si  une  droite  am  roule  sur  une  courbe  ;( 
[fig*  23o),  c'est-à-dire  si  elle  se  meut  en  restant  toujours  tangente  à  cette  courbe 
et  sans  glisser  sur  elle,  un  quelconque  m  de  ses  points  décrira  une  ligne  w,  com- 
posée d'une  infinité  d'arcs  de  cercle  infiniment  petits,  qui,  s'ils  étaient  prolongés, 
la  traverseraient  tangentiellement  et  dont  les  centres  sont  sur  la  courbe  /.  Les 
rayons  de  courbure  de  la  ligne  w  sont  donc  les  segments  ma,  nb^ . . . ,  de  la  droite 
mobile,  mesurés  jusqu'au  point  de  contact.  Cette  ligne  est  une  développante  de  la 
première,  et  celle-ci  prend  par  rapport  à  elle  le  nom  de  développée,  La  développée 
d'une  courbe  plane  est  à  la  fois  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure,  et  l'enveloppe 
de  ses  normales. 

Les  développantes  décrites  par  les  différents  points  de  la  droite  am  [fig-  :23o), 
ont  évidemment  les  mêmes  normales,  et  sont  à  la  même  distance  les  unes  des  autres 
dans  la  direction  de  ces  droites.  Chacune  d'elles  rencontre,  en  général,  la  déve- 
loppée /,  et  a  un  rebroussement  au  point  commun  œ  ;  le  rayon  de  courbure  de  la 
développante  est  alors  nul,  ainsi  que  cela  çloitêtre  (art.  94). 

437.  La  considération  des  développantes  jette  du  jour  sur  la  question  des  rayons 
de  courbure  des  lignes  planes  en  leurs  points  singuliers. 

A  chaque  point  d'inflexion  b^  d'une  courbe  [fig.  23^)  correspond  un  rebrous- 
sement de  seconde  espèce  a,  sur  chaque  développante  w.  On  voit  qu'en  général  le 
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rayon  de  courbure  n'est  pas  nul  en  ces  points,  comme  aux  rebroussements  de  pre- 
mière espèce. 

L'une  des  développantes  de  la  courbe  /  passe  par  le  point  d'inflexion  b^  ;  elle  y 
a  une  inflexion  d'une  nature  particulière  :  les  rayons  de  courbure  des  points  voi- 
sins sont  très-petitSj  et  la  continuité  s'établit  entre  eux  par  un  rayon  nul  qui  cor- 
respond au  point  6,  considéré  isolément. 

Quand  une  courbe  a  une  branche  infinie  dont  les  bras  sont  cl'un  même  côté  de 
l'asymptote,  ses  développantes  ont  un  rebroussement  de  première  espèce  où  le 
rayon  de  courbure  est  infini,  et  qui,  par  conséquent,  diffère  beaucoup  des  rebrous-- 
sements  où  le  rayon  de  courbure  est  nul. 

438.  La  question  des  rebroussements  ayant  une  grande  importance,  nous  nous 
y  arrêterons  quelques  instants. 

Une  courbe  plane  qui  a  un  rebroussement  peut  être  considérée  comme  la  pro- 
jection d'une  courbe  gauche  sur  un  plan  perpendiculaire  a  l'une  de  ses  tan- 
gentes (art.  217).  La  trace  du  plan  osculateur  est  la  tangente  au  rebroussement. 
Si  le  plan  osculateur  a  simplement  un  contact  du  second  ordre  avec  la  courbe, 
c'est-a-dire  s'il  n'a  en  commun  avec  elle  que  trois  points  réunis  en  un  seul,  il  la 
traverse  (art.  214),  et  les  deux  bras  du  rebroussement,  qui  est  alors  du  premier 
ordre,  se  trouvent  de  part  et  d'autre  de  la  tangente. 

Quand  le  plan  osculateur  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe,  il  ne 
la  traverse  pas;  le  rebroussement  devient  de  second  ordre,  et  ses  deux  bras  sont 
d'un  même  côté  de  la  tangente. 

L'ordre  du  rebroussement  s'élève  ainsi  en  même  temps  que  celui  du  contact 
de  la  courbe  gauche  avec  son  plan  osculateur.  Suivant  qu'il  est  impair  ou  pair,  la  tan- 
gente laisse  les  deux  bras  du  rebroussement  de  côtés  différents  ou  d'un  même  côté. 
Les  rebroussements  de  premier  et  de  second  ordre  sont  les  rebroussements  ordi- 
naires de  première  espèce  et  de  seconde  espèce.  Le  rayon  de  courbure  des  uns  est 
nul;  celui  des  autres  a,  en  général,  une  grandeur  finie. 

Quand  le  contact  de  la  courbe  gauche  avec  son  plan  osculateur  augmente  d'une 
unité,  celui  de  sa  projection  avec  la  trace  du  plan  osculateur  augmente  aussi  d'une 
unité.  A  un  rebroussement  du  troisième  ordre,  la  courbe  a  donc  avec  sa  tangente 
un  contact  d'un  degré  plus  élevé  d'une  unité  qu'a  un  rebroussement  de  second 
ordre  :  le  rayon  de  courbure  y  est  donc  infini.  Il  l'est  de  même  aux  rebroussements 
d'ordre  plus  élevé. 

439.  Lorsqu'une  courbe  ABC  [fig\  237)  a  un  rebroussement  de  premier  ordre, 
le  rajon  de  courbure  au  point  correspondant  de  ses  développantes  est,  en  gran- 
deur absolue,  un  maximum  pour  celles  qui  sont  du  côté  de  la  convexité,  telles  que 
rstu,  et  un  minimum  pour  les  autres,  telles  que  mn.  On  peut,  en  ayant  égard  au 
signe  des  rayons,  les  considérer  tous  comme  à  leur  maximum  ou  tous  comme  a  leur 
minimum.  La  iléveloppante  qui  passe  au  point  de  rebroussement  y  a  un  rayon  de 
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courbure  nul,  mais  sans  changement  de  signe,  et  par  suite  il  n'y  a  pas  de  rebrous- 
sèment  (i). 

Quand  une  courbe  a  un  rebroussement  de  second  ordre,  ses  développantes  en 
ont  un  du  même  ordre  au  point  correspondant;  en  considérant  celle  qui  passe  au 
point  de  rebroussement,  on  reconnaît  qu'a  un  rebroussement  de  second  ordre  le 
rayon  de  courbure  peut  être  accidentellement  nul. 

En  général,  une  développée  a  un  rebroussement  quand  la  courbe  primitive  a  un 
sommety  c'est-à-dire  un  point  où  le  rayon  de  courbure  atteint  une  valeur  maximum 
ou  minimum.  Une  courbe  peut  avoir  un  sommet  à  un  point  de  rebroussement  de 
second  ordre,  puisque  le  rayon  de  courbure  n'y  change  pas  de  signe,  et  alors  sa 
développée  a  un  rebroussement  qui  est  nécessairement  du  même  ordre.  Dans  le 
cas  ordinaire,  a  un  rebroussement  de  second  ordre  sur  la  courbe  primitive,  corres- 
pond une  inflexion  sur  la  développée  (art.  437). 

440«  La  différence  de  deux  rayons  CN  et  FQ  i^Jig,  ^Si)  est  égale  à  la  somme 
des  côtés  du  polygone  compris  entre  les  points  C  et  F;  la  longueur  de  l'arc  a6  d'une 
développée  {fig-  ^?>o)  est  donc  la  différence  des  rayons  de  courbure  qui  le  tou- 
chent à  SCS  extrémités. 

Si  ces  points  étaient,  tels  que  b  et  ^,  de  côtés  différents  du  rebroussement,  la 
longueur  de  l'arc  serait  la   somme  des  longueurs  absolues  des  rayons. 

441.  Développantes  d'une  courbe  gauche.  Surface  des  développantes .  Une  courbe 
gauche  a,  comme  celles  qui  sont  planes,  une  infinité  de  développantes,  trajectoires 
des  divers  points  d'une  tangente  qui  roule  sur  elle  sans  glisser.  Chaque  dévelop- 
pante rencontre  en  général  la  courbe,  et  a  un  rebroussement  au  point  commun. 

Les  développantes  peuvent  être  considérées  comme  des  génératrices  curvilignes 
de  la  surface  décrite  par  la  tangente  mobile.  La  courbe  gauche,  lieu  des  points  de 
rebroussement,  forme  sur  cette  surface  une  arête  de  rebroussement  qui  la  divise  en 
deux  nappes. 

Comme  cette  circonstance  est  fort  importante,  nous  allons  l'étudier  d'une  autre 
manière. 

442.  Nous  considérons  une  courbe  gauche  projetée  sur  deux  plans  rectangu- 
laires, dont  l'un,  que  nous  supposons  horizontal,  lui  est  osculateur  en  un  point  M 
(y?g'.  ^38)  :  sa  projection  sur  l'autre  plan  est  une  ligne  /VB',  osculatrice  en  M'  de 
la  ligne  de  terre  (art.  217). 

Nous  prenons  un  second  plan  vertical  ocy  passant  par  le  point  m,  et  nous  le 


(i)  Une  ligne  qui  a  un  rayon  de  courbure  nul  sans  rebroussement  ne  présente  pas  toujours  Tap- 
parence  d'une  brisure  comme  la  courbe  qBp  {Jigc  iS'j).  Si  les  deux  bras  de  la  ligne  ABC  étaient 
resserrés  sur  la  tangente  au  rebroussement,  le  rayon  de  courbure  de  la  développante  qui  passe  au 
sommet  varierait  avec  une  très-grande  rapidité,  et  cette  courbe,  même  construite  avec  le  plus  grand 
soin,  ne  présenterait  à  l'œil  aucune  singularité. 
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rabattons,  après  avoir  éloigné  sa  trace  en  x^y^  pour  éviter  que  les  figures  ne  se 
superposent. 

La  tangente  de  la  courbe  en  un  point  (A,  A')  voisin  de  M  rencontre  le  plan  xy 
au  point  (a,  a')  qui  est  rabattu  en  a\  Si  le  point  A  se  rapproche  du  point  M  et 
vient  se  confondre  avec  lui,  a''  décrira  une  courbe  et  viendra  coïncider  avec  W  ;  la 
droite  (x''W\  trace  du  plan  qui  contient  le  point  M  et  la  tangente  en  A,  tournera 
autour  de  M'',  et  deviendra  la  trace  x^y^   du  plan  osculateur  en  M.  La  ligne 
courbe  c/fW\  lieu  des  traces  des  tangentes  de  Tare  (AM,xVM'),  est  donc  tan- 
gente en  M''  a  la  droite  ^^J^.  On  peut  faire  le  même  raisonnement  pour  la  ligne 
M^'jS'',  lieu  des  traces  des  tangentes  de  l'arc  (MB,  M'B');  d'ailleurs  si  la  courbe 
gauche  n'a  pas  d'inflexion  en  M,  les  segments  curvilignes  Wc/J'  et  W ^''  seront 
d'un  même  côté  de  la  projetante  MM'';  la  trace  de  la  surface  des  tangentes  a  donc 
un  rebroussement  de  premier  ordre,  dont  la  tangente  est  la  trace  du  plan  oscula- 
teur de  la  courbe. 

Si  le  plan  sécant  était  oblique  sur  le  plan  osculateur,  la  figure  serait  un  peu 
moins  simple,  mais  les  raisonnements  et  les  conclusions  resteraient  les  mêmes;  il 
n'y  a  d'exception  que  quand  la  droite  xy  est  tangente  en  M,  parce  qu'alors  les 
points  a  et  jS  ne  sont  pas  d'un  même  côté  de  ce  point.  Nous  voyons  d'après  cela  que  la 
surface  des  tangentes  est  telle,  que  sa  section  par  un  plan  présente  un  rebrousse- 
ment au  point  où  elle  rencontre  la  courbe  gauche  ;  cette  surface  a  donc  un  rebrous- 
sement tout  le  long  de  cette  ligne,  sauf  toutefois  à  ses  points  d'inflexion,  ce  qui  est 
conforme  aux  résultats  de  l'article  458.  En  un  point  M,  les  tangentes  au  rebrous- 
sement pour  les  différentes  sections  sont  dans  le  plan  osculateur  de  la  courbe,  qui 
est  le  plan  de  rebroussement  pour  le  point  M. 

Toute  droite  passant  par  le  point  de  rebroussement  d'une  courbe  plane  et  située 
dans  son  plan,  peut  être  regardée  comme  une  sécante  sur  laquelle  deux  points 
d'intersection  se  sont  réunis  en  un  seul,  et  par  conséquent  comme  une  tangente; 
mais  si  l'on  considère  une  droite  qui  roule  sur  la  courbe,  lorsque  le  point  de  con- 
tact sera  arrivé  au  rebroussement,  la  droite  aura  une  position  déterminée,  celle  de  la 
tangente  au  rebroussement,  qui  a  trois  points  de  section  confondus,  et  qui  seule 
présente  tous  les  caractères  de  tangente  a  la  courbe  en  ce  point.  D'après  cela,  tous 
les  plans  contenant  la  tangente  de  la  courbe  gauche  enM  (y?g-.  9.38)  sont,  sous  cer- 
tains rapports,  tangents  a  la  surface  des  développantes,  mais  cependant  le  plan  de 
rebroussement  doit  être  considéré  comme  le  plan  tangent  en  ce  point. 

443.  Si  l'on  projette  une  courbe  gauche  sur  un  plan  quelconque,  tous  les  points 
de  la  surface  des  tangentes,  voisins  d'un  point  quelconque  M  de  la  courbe  [fig.i'iZ), 
se  trouveront  d'un  même  côté  de  sa  projection  w,  celui  de  sa  convexité.  Une  ligne 
gauche  présente  donc  sur  la  surface  de  ses  tangentes  le  caractère  de  contour  appa- 
rent, par  rapport  à  tout  plan  de  projection,  ce  qui  montre,  d'une  nouvelle  manière, 
qu'elle  forme  arête  de  rebroussement. 
IL 
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Définition^  génération  et  principales  propriétés  des  surfaces  dé^^eloppables . 

444.  On  appelle  surfaces  déçeloppables  celles  qui,  supposées  flexibles  et  inextensibles, 
peuvent  être  déroulées  sur  un  plan,  sans  déchirure  ni  duplicature. 

Quand  un  polyèdre  est  formé  d'une  série  de  faces  planes  qui  se  succèdent,  après 
ravoir  ouvert  le  long  d'une  arête,  on  peut  amener  Tune  des  faces  contiguès  dans  le 
plan  de  la  suivante,  par  un  mouvement  de  rotation  autour  de  Farète  commune,  puis 
toutes  les  deux  dans  le  plan  de  la  troisième,  et  développer  ainsi  toute  la  surface  (i). 
Si,  au  contraire,  les  faces  planes  du  polyèdre  ne  forment  pas  une  seule  série,  elles 
seront  coupées  par  d'autres  faces,  il  y  aura  des  angles  trièdres,  et  dans  le  dévelop- 
pement il  sera  nécessaire  d'ouvrir  chacun  d'eux  ;  la  surface  sera  donc  non  pas  seu- 
lement déformée,  mais  décomposée. 

Ainsi  un  polyèdre  développable  est  celui  qui  est  formé  d'une  série  de  faces  planes 
qui  se  succèdent,  et  dont  par  conséquent  les  arêtes  peuvent  être  regardées  comme 
les  intersections  consécutives  d'un  plan  mobile,  considéré  dans  diverses  positions. 
Cette  proposition  étant  indépendante  du  nombre  et  de  la  grandeur  des  faces,  sub- 
sistera si  on  les  suppose  de  plus  en  plus  nombreuses  et  petites,  et  enfin  à  la  limite 
quand  le  polyèdre  sera  devenu  une  surface  courbe.  Une  surface  développable  est 
donc  V enveloppe  des  positions  d'un  plan  mobile. 

44S.  Les  caractéristiques  sont  des  lignes  droites,  intersections  ées  plans  qui 
forment  les  enveloppées  particulières.  Les  surfaces  développables  sont  donc 
réglées,  c'est-a-dire  qu'elles  peuvent  être  engendrées  par  le  mouvement  d'une 
ligne  droite. 

Nous  avons  vu  qu'une  enveloppée  touche  Tenveloppe  en  tous  les  points  de  la 
caractéristicpe  correspondante  (art.  432)  ;  une  surface  développable  est  donc  tan- 
gente à  un  même  plan  le  long  de  chacune  de  ses  génératrices  rectilignes.  Récipro- 
quement, toute  surfoce  réglée  qui  jouit  de  cette  propriété  est  l'enveloppe  d'un  plan 
mobile,  et  peut  être  développée. 

446.  Chaque  face  B  d'un  polyèdre  développable  contient  deux  arêtes  N  et  0 
(fig.  234);  toutes  ces  droites  se  coupent  donc  deux  à  deux,  et  dans  le  cas  général 
leurs  intersections  successives  forment  les  sommets  d'un  polygone  abcd .  .  .  , 
qui,  à  la  limite,  devient  une  courbe  enveloppe  des  génératrices.  Nous  voyons  donc 
que  les  surfaces  développables  sont  précisément  celles  dont  nous  nous  sommes 
occupés  aux  articles  441,  442  et  443,  et  qui  sont  engendrées  par  une  droite  tou- 
jours tangente  à  une  courbe  gauche.  Il  faut  y  joindre  le  cône  et  le  cylindre  qui, 
comme  nous  Tavons  reconnu,  sont  les  limites  des  polyèdres  développables,  dont  les 

(i)  Celle  cléformalion  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  expliquée  à  l'article  117  pour  un 
prisme  sans  base. 
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^irêtes  sont  convergentes  ou  parallèles  :  ces  surfaces  n'ont  pas  cFarêie  de  rebrous-- 
sèment,  et  Fenveloppe  des  génératrices  se  réduit  à  un  point  situé  à  une  distance 
finie  ou  à  Finfini. 

447.  Une  face  B  du  polyèdre  développable  que  nous  considérons  contient  trois 
sommets  a,  b  et  c  du  polygone  formé  par  les  arêtes.  On  voit,  en  passant  à  la  limite, 
que  les  plans  tangents  d'une  dèçeloppahle  sont  osculateurs  de  son  arête. 

Le  contour  apparent  d'une  surface  développable  est  formé  par  les  génératrices 
le  long  desquelles  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  de  projection.  L'arête 
de  rebroussement  étant  osculatrice  de  tous  les  plans  tangents,  sa  projection  a  une 
inflexion  au  point  où  elle  rencontre  chacune  des  génératrices  du  contour  apparent 
(art.  217). 

Nous  reviendrons  sur  la  question  du  contour  apparent  des  développables. 

448.  La  propriété  que  les  plans  tangents  aux  surfaces  développables  ont  d'être 
osculateurs  de  l'arête  de  rebroussement,  donne  un  moyen  de  construire  le  plan 
osculateur  d'une  courbe  (w,  o)'),  en  un  point  donné  (M,  M')  [fi g,  235). 

Nous  cherchons  les  traces  horizontales  d'un  certain  nombre  de  tangentes  de  la 
courbe,  et  nous  déterminons  ainsi  la  trace  7c?  de  la  développable  dont  cette  ligne 
serait  l'arête  de  rebroussement*  Le  plan  osculateur  en  (M,  M'  )  est  tangent  à  la  sur- 
face tout  le  long  de  la  génératrice  (M p.,  W  \j!)\  sa  trace  est  donc  la  droite  P  tan- 
gente en  jO.  à  la  courbe  yJ*. 

Si  l'on  a  des  moyens  géométriques  d'obtenir  les  tangentes  des  courbes  w  et  w', 
la  seule  incertitude  du  tracé  consistera  dans  la  construction  de  la  tangente  P.  On 
pourra  employer  une  courbe  d'erreur  (art.  100),  en  ayant  soin,  au  préalable,  de 
déterminer  quelques  points  de  la  trace  7  c?  suffisamment  éloignés  de  p.,  et  ensuite 
de  vérifier  le  tracé  par  la  construction  directe  de  la  trace  verticale  P'. 

Pour  faire  commodément  les  opérations,  il  faut  que  la  partie  considérée  7c?  de 
la  trace  n'ait  pas  de  rebroussement,  et  par  conséquent  que  la  ligne  de  terre  ne 
rencontre  pas  la  courbe  0)'  entre  les  points  extrêmes  C/etD',  On  la  déplacerait 
(art.  49)  s'il  en  était  autrement. 

Nous  verrons  dans  la  troisième  partie  que  l'on  peut  quelquefois  déterminer 
d'une  manière  plus  précise  la  position  du  plan  osculateur  d'une  courbe  donnée 
par  ses  projections. 

449.  Si  l'on  coupe  un  polyèdre  développable  par  un  plan  contenant  une  arête 
0  [fig-  :234), d'intersection  se  composera  de  cette  droite  indéfinie,  et  d'un  poly- 
gone dont  les  sommets  seront  les  traces  sur  le  plan  sécant  des  différentes  arêtes 
M,  N,  P,  Q, ... .  Les  points  &  et  c  où  les  droites  N  et  P  rencontrent  l'arête  0 
seront  deux  de  ces  sommets.  De  là,  et  en  passant  a  la  limite,  on  voit  que  l'inter- 
section d'une  développable,  avec  un  plan  qui  contient  une  génératrice  rectiligne, 
se  compose  de  cette  droite,  et  d'une  courbe  qui  lui  est  tangente,  au  point  où  elle 
touche  l'arête  de  rebroussement. 
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Une  courbe  peut  donc  passer  sans  rebroussement  d'une  nappe  à  Tautre  en  tou- 
chant Tarête  (ï).  Nous  serions  parvenu  à  la  même  conséquence,  en  étudiant  le 
chemin  décrit  par  un  point  qui  se  meut  sur  la  génératrice  rectiligne,  pendant  que 
celle-ci  roule  sur  son  enveloppe. 

450.  Si  la  développable  est  algébrique  et  de  degré  iiy  un  plan  contenant  une 
génératrice  la  coupera,  en  général,  suivant  une  courbe  du  degré  n  —  \j  qui  des- 
cendra au  degré  n  —  i  quand  le  plan  sera  tangent,  car  alors  il  contiendra  deux 
fois  la  génératrice  de  contact.  11  suit  de  la  qu'une  développable  algébrique  à  arête 
de  rebroussement  est  au  moins  du  quatrième  ordre,  car  si  une  telle  surface  pou- 
vait n'être  que  du  troisième  ordre,  sa  section  par  un  plan  tangent  serait  une  droite 
tangente  à  la  génératrice  de  contact,  c'est-à-dire  cette  génératrice  elle-même. 
Chaque  génératrice  rencontrerait  donc  toutes  les  autres,  et  comme  un  même  plan 
est  tangent  tout  le  long  d'une  quelconque  de  ces  lignes,  la  surface  serait  un  plan. 
La  développable  du  quatrième  ordre,  si  elle  existe  (a),  est  telle  que  sa  section 
par  un  plan  tangent  quelconque  est  une  conique. 

451.  Supposons  que  l'on  coupe  une  développable  par  deux  plans  parallèles  P  et 
Q  [Jig*  ^i4)>  et  soient  A  et  B  les  courbes  de  section.  Le  cône  qui  a  pour  direc- 
trices les  cercles  osculateurs  de  ces  lignes  en  deux  points  m  et  n  appartenant  a 
une  génératrice  G,  traverse  tangentiellement  la  surface  le  long  de  cette  droite  (3). 
Toute  section  faite  par  un  plan  dans  le  cône  et  la  surface  développable  donnera 
donc  deux  courbes  osculatrices  au  point  où  la  génératrice  G  sera  coupée. 

Plus  le  plan  sécant  que  nous  pouvons  supposer  parallèle  à  P  età  Q,  sera  rappro- 
ché du  sommet  du  cône,  plus  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  la 
surface  sera  petit  ;  il  sera  nul  quand  le  plan  passera  par  le  sommet,  et  par  suite  ce 
point  est  sur  l'arête  de  rebroussement.  Comme  d'ailleurs  la  direction  des  plans  P 
et  Q  est  tout  a  fait  arbitraire,  nous  pouvons  conclure  qWune  surface  développable 
est  osculatrice  le  long  de  chaque  génératrice  d'une  infinité  de  cènes  du  second  degré, 
qui  ont  tous  leur  sommet  au  point  où  cette  droite  touche  l'arête  de  rebroussement,  et 
que  les  sections  faites  dans  une  surface  développable  par  des  plans  parallèles^  ont,  aux 
points  situés  sur  une  même  génératrice,  des  rayons  de  courbure  proportionnels  aux  lon- 
gueurs de  cette  droite  mesurées  à  partir  de  V  arête  de  rebroussement. 

Si  deux  sections  rencontraient  la  génératrice  considérée  de  côtés  différents  du 
point  où  elle  touche  l'arête,  les  rayons  de  courbure  auraient  des  signes  différents, 
et  la  concavité  des  courbes  serait  tournée  en  sens  contraire. 

(i)  Cette  proposition,  presque  évidente,  s'étend  à  toutes  les  surfaces  qui  ont  une  arête  de  rebrous- 
sement. Kous  en  avons  vu  un  exemple  à  Tarticle  217. 

(2)  Nous  employons  la  forme  dubitative,  parce  que  nous  ue  voulons  pas  nous  arrêter  à  établir 
Vexistence  de  la  développable  du  quatrième  ordre. 

(3)  Il  est  facile  de  démontrer  que  deux  cercles  situés  dans  des  plans  parallèles  déterminent  un 
cône  dont  le  sommet  est  sur  la  ligne  des  centres. 
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Principales  manières  de  déterminer  les  dèveloppables  et  les  surfaces  réglées 
en  général.  Cône  directeur, 

452.  Trois  directrices  A,  B  et  C  déterminent  une  surface  réglée,  car  on  obtient  sans 
incertitude  les  génératrices  qui  passent  par  un  point  m  d'une  directrice  A  [fig.  236), 
en  prenant  Fintersection  des  deux  cônes  qui  ont  leur  sommet  en  ce  point  et  res- 
pectivement pour  directrices  les  courbes  B  et  C.  On  dit  que  la  surface  est  circonscrite 
aux  lignes  A,  B  et  C. 

Les  directrices  n'ayant  entre  elles  aucune  relation  nécessaire,  il  arrivera,  en 
général,  que  leurs  tangentes  aux  points  m,  zi  et  p  ne  seront  pas  dans  un  même 
plan,  et  par  suite  que  la  surface  ne  sera  pas  développable  (art.  445).  Les  surfaces 
développables  forment  donc  une  classe  spéciale  de  surfaces  réglées. 

Les  surfaces  réglées  qui  ne  peuvent  pas  être  développées  sur  un  plan  sont  dites 
gauches.  Nous  les  étudierons  plus  loin. 

455.  Une  surface  est  déterminée  quand  elle  doit  être  développable ,  et  que  la  généra-^ 
trice  rectiligne  est  assujettie  à  rencontrer  deux  directrices  données  A  e^  B,  car  le  plan 
mobile  dont  la  surface  est  l'enveloppe  touche  toujours  les  deux  courbes;  il  roule 
donc  sur  elles,  et  cette  condition  suffit  pour  fixer  ses  positions  successives. 

Si  un  plan  passant  par  une  tangente  m'ï  de  la  directrice  A  {fig>  sSy)  tourne 
autour  de  cette  droite,  il  arrivera,  en  général,  que  dans  un  certain  nombre  de  ses 
positions  il  touchera  la  directrice  B.  Les  droites  qui  vont  du  point  m  à  chacun  des 
points  de  contact  n  etn,  sont  des  génératrices  de  la  développable  circonscrite  aux 
deux  courbes. 

454.  Le  cône  qui  aurait  son  sommet  en  m  et  la  ligne  B  pour  directrice,  serait 
tangent  à  la  développable  le  long  des  génératrices  G  et  G^.  Cette  surface  est  donc 
l'enveloppe  d'un  cône  qui  a  l'une  des  courbes  données  pour  directrice,  et  dont  le 
sommet  parcourt  l'autre  courbe. 

Chacun  de  ces  cônes  est  une  développable  dont  toutes  les  génératrices  rencontrent 
les  deux  lignes  A  et  B,  et  si  nos  raisonnements  ne  nous  ont  fait  trouver  que  leur 
enveloppe,  c'est  que  nous  avons  supposé  que  le  plan  tangent  de  la  surface  le  long 
d'une  génératrice  contenait  les  tangentes  des  deux  directrices  aux  points  où  elle  les 
rencontre,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  le  cas  d'un  cône. 

C'est  en  faisant  abstraction  des  cônes  que  nous  avons  dit  qu'une  développable 
était  déterminée  par  deux  directrices. 

Dans  les  opérations  graphiques,  on  obtient  les  génératrices  G  et  G^,  en  menant 
par  la  droite  mT  des  plans  tangents  au  cône  qui  a  son  sommet  en  m  et  B  pour 
directrice. 

455.  Si  les  directrices  A  et  B  sont  planes  [fig.  242),  on  leur  mènera  des  tan- 
gentes d'un  point  T  pris  arbitrairement  sur  l'intersection  XY  de  leurs  plans,  puis 
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joignant  les  points  de  contact  deux  à  deux,  on  oÎ3tiendra  des  génératrices  de  la 
surface  circonscrite,  car  deux  tangentes  TMet  TN  peuvent  être  considérées  comme 
les  traces  d'un  plan  tangent  à  A  et  à  B. 

Si  les  directrices  sont  des  coniques,  a  chaque  point  T  correspondront  deux  tan- 
gentes de  chaque  courbe  et  quatre  génératrices  de  la  surface.  Les  points  M,  Mj,  N 
et  N^  seront  des  points  doubles  (art.  89),  et  les  courbes  A  et  B  des  lignes  doubles 
de  la  développablcc  Si  de  chaque  point  de  XY  on  pouvait  mener  à  Tune  des  direc- 
trices trois,  quatre,...  tangentes,  l'autre  directrice  serait  sur  la  développable  une 
ligne  triple,  quadruple  v- • -^  intersection  de  trois,  quatre,...  parties  de  cette 
surface. 

456.  Quand  la  directrice  A  est  tangente  aFintersection  XY  [fig,  2.t\i),  le  point 
de  contact  M  varie  seul  avec  la  position  de  T,  l'autre  point  M,  est  fixe,  et  les  géné- 
ratrices qui  en  divergent  sont  toutes  dans  le  plan  Q  de  la  directrice  B.  Par  consé- 
quent, si  l'on  suppose  que  la  directrice  A  [fig.  il\2)  se  meuve  dans  son  plan,  au 
moment  où  elle  sera  tangente  a  XY,  la  développable  circonscrite  se  décomposera 
en  une  autre  développable,  et  un  plan,  celui  de  la  courbe  B,  qui  pourra  d'ailleurs 
avoir  des  parties  parasites,  c'est-à-dire  n'être  pas  entièrement  couvert  par  les 
droites  allant  du  point  M,  aux  différents  points  de  B. 

Si  la  directrice  B  est  du  second  degré,  lorsque  le  pointT  parcourra  la  droite  XY 
[fig,  243),  chacun  des  rayons  vecteurs  Mi  N^  et  MiN  décrira  le  plan  Q,  et  la 
développable  complète  contiendra  deux  fois  ce  plan. 

La  forme  de  la  directrice  A  est  sans  influence  sur  ces  résultats  ;  elle  peut  être 
plane  ou  gauche  ;  il  suffit  qu'elle  soit  tangente  au  plan  Q. 

457.  Quand  la  directrice  A  coupe  rintersection  XY  en  un  point  E  {fig,  il\l\), 
la  tangente  El  menée  de  ce  point  à  B  est  une  génératrice.  Réciproquement,  une 
génératrice  ne  peut  être  dans  le  plan  Q  que  si  elle  rencontre  la  directrice  A  en  un 
point  E  situé  sur  XY,  et  alors  elle  est  tangente  a  B  :  par  conséquent,  la  directrice 
plane  d'une  surface  développable  est  touchée  par  toutes  les  génératrices  qui  sont  dans 
son  plan, 

458.  Les  droites  qui  touchent  la  directrice  B  en  des  points  /i  et  N  situés  de 
part  et  d'autre  de  I  ^t  à  de  petites  distances  {/ïg.  ^44)?  rencontrent  la  droite  XY 
en  deux  points  t  et  T,  placés  l'un  dans  la  concavité  de  A,  l'autre  du  côté  de  sa 
convexité.  On  ne  peut  mener  du  premier  aucune  tangente  à  A;  du  second  on  en 
mène  deux  TM  et  TM^  (i)  ;  il  passe,  par  conséquent,  deux  génératrices  de  la  déve- 
loppable par  le  point  N,  et  il  n'en  passe  pas  par  le  point  n.  La  directrice  B  forme 
donc  une  ligne  double  d'un  côté  de  I,  tandis  qu'elle  est  parasite  de  l'autre.  La  lon- 

(1)  La  directrice  A  peut  avoir  une  forme  telle,  qu'il  soit  possible  de  lui  mener  des  tangentes  du 
point  t,  mais  on  en  trouverait  deux  de  plus  du  point  T.  Le  point  ï  serait  alors  à  la  limite  d'un  arc 
quadruple,  par  exemple,  et  d'un  arc  double. 
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gueur  lE  interceptée  entre  les  directrices  sur  la  génératrice  qui  passe  au  point  I 
est  un  maximum  ou  un  minimum  quand  cette  génératrice  est  normale  à  la  direc- 
trice A, 

Sur  la  figure  i[\L\,  la  courbe  A  rencontre  la  droite  XY  en  deux  points  E  et  F,  à 
chacun  desquels  correspondent  deux  points  limites.  La  directrice  B  est  ainsi  divisée 
en  quatre  arcs  IJ,,  J,  J,  JI,,  et  I^  I  :  le  premier  et  le  troisième  sont  parasites,  les 
autres  utiles  et  doubles. 

Dans  le  cas  de  \^ figure  ^43,  les  tangentes  menées  du  point  Mi  à  la  directrice  B 
sont  des  génératrices,  mais  cette  courbe  n'a  sur  la  développable  ni  arc  double,  ni 
arc  parasite. 

Pour  ne  pas  nous  engager  dans  une  discussion  minutieuse  et  peu  importante, 
nous  négligeons  le  cas  où  les  directrices  ont  des  rebroussements  ou  des  inflexions 
aux  points  E,  F,  I  ou  J  [fig*  ^^44)- 

459.  La  réciproque  de  la  proposition  que  nous  avons  établie  à  l'article  précé- 
dent estvraie;  ainsi,  si  le  point  1  est  l'extrémité  d'un  arc  utile  IJ  d'une  directrice 
B,  les  tangentes  aux  points  voisins  n  et  N  auront  leurs  traces  t  et  T  placées  de  telle 
manière  que  de  l'une  on  ne  pourra  pas  mener  des  tangentes  a  A,  et  que  de  l'autre 
on  en  mènera  deux  :  ce  qui  exige  que  la  tangente  de  la  directrice  B  en  I,  ait  sa  trace 
sur  la  courbe  A. 

460.  Si  les  courbes  A  et  B  sont  gauches,  les  mêmes  dispositions  se  reproduiront 
dans  les  mêmes  circonstances,  c'est-a-dire  chaque  fois  qu'une  génératrice  El  sera 
tangente  à  une  directrice  B.  Pour  le  prouver,  on  substituera  a  A  sa  projection  sur  son 
plan  osculateur  en  E,  et  on  supposera  les  points  N  et  /z  infiniment  rapprochés  de  L 

461.  En  résumé,  quand  une  surface  dèveloppahle  est  donnée  par  deux  directrices, 
chacune  de  ces  lignes  est  en  général  dinsée  en  parties  parasites  et  en  parties  utiles  et 
doubles.  Il  suit  de  là  qu'on  ne  peut  pas  prendre  indifféremment  pour  directrices 
d'une  surface  développable  deux  courbes  quelconques  tracées  sur  elle.  Ainsi  deux 
cercles  situés  dans  des  plans  parallèles  étant  pris  pour  directrices,  la  développable 
complète  est  composée  de  deux  cônes,  et  ces  cercles  senties  seules  directrices  qui 
déterminent  exclusivement  le  système  de  ces  cônes. 

462.  Nous  allons  maintenant  démontrer  que  l'arête  de  rebroussement  passe  à 
tout  point  limite,  et  qu'elle  y  a  un  rebroussement. 

Considérons  d'abord  deux  courbes  A  et  B  {fig.  240)  situées  dans  un  même  plan, 
et  supposons  qu'elles  soient  parcourues  par  deux  points  M  et  N  mobiles  suivant 
des  lois  quelconques,  mais  telles  que  la  vitesse  de  M  soit  toujours  de  même  sens, 
et  que  celle  de  N  devienne  nulle  en  un  point  1  et  change  ensuite  de  signe  ;  conce- 
vons enfin  qu'on  joigne  par  des  droites  les  positions  des  deux  points  aux  mêmes 
instants  :  l'enveloppe  de  ces  lignes  passera  par  le  point  I,  car  la  droite  correspon- 
dante lE  rencontre  de  part  et  d'autre  de  I  ta  droite  qui  la  précède  et  celle  qui  la 
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suit.  Si,  de  plus,  la  droite  lE  est  la  tangente  de  B  au  point  limite  I  [fig.  l'ic)),  elle 
rencontrera  près  de  ce  point,  mais  d'un  même  côté,  les  deux  droites  entre  les- 
quelles elle  se  trouve  comprise;  Tenveloppe  aura  donc  un  rebroussement  en  I. 

463.  Revenons  maintenant  à  X^i  figure  2 [\[\  :  la  tangente  de  la  directrice  B  au 
point  I  rencontre  la  directrice  A,  et  nous  avons  vu  qu'il  résulte  de  la  que  le  point 
ï  est  l'extrémité  d'un  arc  utile  et  double  de  la  courbe  B.  Par  conséquent,  si  nous 
projetons  sur  un  plan  les  deux  directrices  et  les  génératrices,  nous  aurons  un  sys- 
tème géométrique  analogue  à  celui  de  la  figure  ^Sg.  La  projection  de  l'arête  de 
rebroussement  enveloppe  des  génératrices  a  donc  un  rebroussement,  et  comme  le 
plan  de  projection  n'a  pas  une  position  déterminée  par  rapport  a  cette  courbe,  elle 
doit  avoir  elle-même  un  rebroussement. 

La  droite  El  étant  une  génératrice  de  la  surface,  se  trouve  tangente  a  Taré  te  de 
rebroussement;  quand  elle  est  normale  à  la  directrice  A,  le  segment  compris  entre 
lepoint  E  et  l'arête  est  un  maximum  ou  un  minimum. 

Nous  appellerons  sommets  d'une  développable  les  points  qui  sont  les  extrémités 
des  arcs  utiles  d'une  directrice. 

464.  Un  plan  assujetti  à  toucher  une  droite  ne  peut  prendre  qu'un  mouvement 
de  rotation  autour  de  cette  ligne,  et  alors  elle  est  le  lieu  de  ses  intersections  suc- 
cessives, et  il  n'a  d'autre  enveloppe  qu'elle.  Il  résulte  de  là  qnune  développable  à 
arête  de  rebroussement  ne  peut  pas  avoir  une  directrice  rectiligne,  et  que  fe^  seules  dé- 
veloppables  dont  les  génératrices  puissent  rencontrer  une même  droite  sont  des  cônes 
ayant  leur  sommet  sur  cette  ligne, 

465.  Une  seule  directrice  suffit  pour  déterminer  une  développable,  quand  on 
exige  que  la  génératrice  la  rencontre  deux  fois.  La  surface  est  alors  l'enveloppe 
d'un  plan  qui  roule  sur  la  courbe  en  la  touchant  en  deux  points.  Elle  se  compose, 
en  général,  de  plusieurs  parties  distinctes  ;  ainsi  l'intersection  de  deux  cônes  du 
second  degré  est  rencontrée  deux  fois  par  les  génératrices  de  chacune  de  ces  sur- 
faces, et  suivant  la  position  initiale  du  plan  bi-langent  mobile,  son  enveloppe  sera 
l'un  ou  l'autre  de  ces  cônes.  On  pourrait  même,  par  cette  génération,  obtenir  deux 
autres  cônes  (i). 

Quand  les  deux  points  où  la  génératrice  doit  rencontrer  la  directrice  sont  tou- 
jours réunis  en  un  seul,  on  obtient  la  développable  osculatrice  de  la  courbe  gauche, 
et  celle-ci  est  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface. 

466.  Si  l'on  conçoit  que  les  génératrices  d'une  surface  réglée  soient  transportées 
parallèlement  a  elles-mêmes,  de  manière  à  passer  toutes  par  un  même  point  choisi 
arbitrairement,  on  aura  le  cône  directeur  de  la  surface.  On  peut  de  même  pour  un 


(i)M.  Ponceleta  démontré  que  la  développable  qui  a  pour  directrice  double  l'intersection  de  deux 
surfaces  du  second  degré,  se  compose  de  quatre  cônes  de  ce  degré  [Propr,  project.^  art.  Gll-616). 
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polyèdre  déYeloppable  former  une  pyramide  directrice^  et  alors  le  parallélisme  des 
arêtes  entraîne  évidemment  celui  des  faces.  Nous  concluons  de  là,  en  passant  a  la 
limite,  que  les  plans  tangents  d'une  surface  développable  sont  respectivement  paral- 
lèles à  ceux  de  son  cône  directeur.  Si  on  place  le  sommet  en  un  point  de  la  sur- 
face, le  cône  la  touchera  le  long  de  la  génératrice  qui  y  passe. 

Le  cône  directeur  d'une  surface  réglée  peut  être  considéré  comme  ayant  pour 
directrice  la  section  de  la  surface  par  un  plan  situé  à  l'infini. 

Nous  dirons  que  le  cône  directeur  est  simple^  double,  triple^ . . . ,  suivant  que  cha- 
cune de  ses  génératrices  sera  parallèle  à  une,  deux,  trois,...  génératrices  de  la 
surface. 

467.  Une  surface  réglée  est  déterminée,  quand  la  génératrice  est  assujettie  à  ren- 
contrer deux  directrices  A  et  B,  et  à  être  toujours  parallèle  à  Vune  des  génératrices 
dun  cône  directeur  C  [fig^  qSo),  car  la  droite  de  la  surface  qui  passe  par  le  point 
m  d'une  directrice  A,  est  l'intersection  du  cône  qui  a  son  sommet  au  point  m  et  B 
pour  directrice,  et  du  cône  directeur  transporté  parallèlement  à  lui-même  de 
manière  que  son  sommet  soit  en  m. 

Si  l'on  exige  que  la  surface  soit  développable,  une  seule  directrice  A  et  le  cône 
directeur  C  [fig*  ^48)  suffisent  pour  la  déterminer,  car  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  à  l'article  précédent,  elle  doit  être  tangente  le  long  d'une  génératrice  au  cône 
C  transporté  parallèlement  a  lui-iuême,  de  manière  que  son  sommet  se  trouve  en 
un  point  quelconque  de  A;  elle  est  donc  l'enveloppe  d'un  cône  C  identique  à  C, 
toujours  semblablement  placé,  et  dont  le  sommet  parcourt  la  directrice  A. 

468.  Pour  avoir  les  génératrices  G'  et  G\  qui  passent  par  un  point  donné  m  de 
cette  courbe,  on  mène  au  cône  C  des  plans  tangents  parallèles  à  la  tangente  de  la 
directrice  en  m  ;  les  génératrices  de  contact  G  et  G,  sont  parallèles  aux  droites 
cherchées.  On  trouve  deux  droites  quand  la  tangente  mT  est  du  côté  de  la  con- 
vexité du  cône  G';  il  n'y  en  a  pas  quand  la  tangente  est  dans  la  concavité,  et  alors 
le  point  m  est  sur  un  arc  parasite.  Si  le  point  m  était  l'extrémité  d'un  arc  utile,  la 
tangente  mT  serait  une  génératrice  du  cône  et  de  la  développable,  ce  que  nous 
avons  déjà  reconnu  par  d'autres  raisonnements  (art.  458). 

Dans  le  cas  où  le  cône  a  des  inflexions,  il  pourrait  arriver  que  par  une  tan- 
gente MT,  on  pût  lui  mener  plus  de  deux  plans  tangents:  le  point  m  appartiendrait 
alors  à  un  arc  multiple  de  la  directrice. 

469.  On  peut  considérer  le  cône  directeur  d'une  surface  développable,  comme 
l'enveloppe  des  positions  d'un  plan  assujetti  a  passer  par  un  point  fixe,  et  a  être 
successivement  parallèle  aux  divers  plans  tangents  de  la  surface. 

En  général  les  plans  tangents  d'une  surface  transportés  tous  parallèlement  a 

eux-mêmes  jusqu'à  passer  par  un  point  fixe,  ne  sont  pas  tangents  a  un  même 

cône;  ils  n'ont  pas  d'enveloppe,  à  moins  qu'on  ne  considère  comme  telle  le  point 

qui  leur  appartient  a  tous.  Lorsque  ces  plans  sont  tangents  a  un  cône,  la  surface 

II.  ^  8 
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primitive  est  cléveloppable,  car  un  plan  qui  roulerait  sur  elle,  ne  pourrait  après 
chaque  position  en  occuper  indifféremment  plusieurs  autres  ;  obligé  de  rester 
parallèle  au  plan  qui  dans  son  mouvement  toucherait  toujours  le  cône,  les  posi- 
tions qu'il  doit  successivement  occuper  sont  déterminées,  et  la  surface  est  leur 
enveloppe. 

470.  Le  cône  directeur  sert  à  résoudre,  pour  les  développables,  plusieurs  pro- 
blèmes que  nous  examinerons  rapidement. 

i"^  Plan  tangent  par  un  point  extérieur.  Si  Ton  prend  le  point  donné  pour  som- 
met du  cône,  le  plan  cherché  lui  sera  tangent  comme  à  la  développable;  sa  trace 
sur  un  plan  quelconque  sera  donc  tangente  aux  traces  de  ces  deux  surfaces,  ce 
qui  permettra  de  la  déterminer.  Les  tangentes  des  traces  en  deux  points  homolo- 
gues sont  parallèles,  et,  en  général,  elles  se  confondent  pour  un  certain  nombre 
de  couples  de  points.  Une  tangente  commune  dont  les  points  de  contact  ne  seraient 
pas  les  traces  de  génératrices  parallèles,  ne  correspondrait  pas  à  un  plan  satisfaisant 
aux  conditions.  On  fera  disparaître  les  petites  difficultés  théoriques  que  cette  con- 
struction présente,  en  l'appliquant  à  un  cône  de  révolution.  Le  cône  directeur  sera 
identique  à  cette  développable,  et  on  devra  conduire  des  tangentes  communes  à 
deux  cercles  :  on  obtiendra  en  général  quatre  droites  dont  deux  ne  seront  pas  les 
traces  de  plans  tangents  communs. 

2^  Plan  tangent  parallèle  à  une  droite.  On  mène  au  cône  directeur  des  plans 
tangents  parallèles  à  la  droite,  et  on  cherche  les  génératrices  de  la  développable 
qui  sont  parallèles  aux  génératrices  de  contact.  Les  plans  cherchés  passent  par 
ces  droites,  et  sont  respectivement  parallèles  aux  plans  tangents  du  cône. 

3^  Branches  infinies  des  sections  planes.  On  détermine  les  génératrices  du  cône 
directeur  parallèles  au  plan  sécant,  et  ensuite  leurs  homologues  sur  la  dévelop- 
pable. Les  asymptotes  sont  les  intersections  des  plans  tangents  le  long  de  ces 
droites  avec  le  plan  sécant. 

Ces  diverses  constructions  sont  simples  quand  la  détermination  du  cône  direc- 
teur ne  présente  pas  de  difficulté.  Nous  aurons  Toccasion  d'en  présenter  des  appli- 
cations dans  la  troisième  partie. 

471 .  Nous  avons  examiné  les  principales  manières  de  déterminer  les  surfaces 
développables,  mais  il  y  en  a  plusieurs  autres  :  ainsi  un  plan  mobile  est  quelque- 
fois assujetti  a  être  toujours  normal  à  une  courbe;  d'autres  fois  il  doit  toucher  une 
ou  plusieurs  surfaces  qui  remplacent  autant  de  lignes  directrices. 

Développement  des  surfaces  développables, 

472.  Considérons  un  polygone  rectiligne  mnop {fig,  ^'il\)  tracé  sur  un 

polyèdre  développable  :  si  nous  supposons  qu'on  fasse  tourner  la  face  A  de  ma- 
nière a  l'amener  dans  le  plan  de  la  face  B,  le  côté  mn  fera  toujours  le  même  angle 
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avec  la  génératrice  N,  axe  du  mouvement.  Nous  concluons  de  là,  en  passant  à  la 
limite,  que  les  angles  formés  par  les  tangentes  d'une  courbe  tracée  sur  une  surface 
développable,  avec  les  génératrices  des  points  de  contact,  ne  sont  pas  altérés  par  le 
développement.  L'angle  compris  entre  les  tangentes  de  deux  lignes  qui  se  coupent 
conserve  également  sa  grandeur,  parce  qu'il  est  la  somme  ou  la  différence  d'angles 
qui  ne  sont  pas  modifiés  (i). 

475.*  D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  angles  droits  que  les  dévelop- 
pantes de  l'arête  de  rebroussement  font  avec  les  génératrices,  restent  droits  dans  le 
développement;  il  en  résulte  que  les  transformées  de  ces  courbes  sont  des  déve- 
loppantes de  la  transformée  de  l'arête  de  rebroussement. 

474.  Nous  allons  maintenant  rechercher  la  relation  qui  existe  entre,  les  rayons 
de  courbure  d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  développable,  et  ceux  de  sa  trans- 
formée par  développement. 

Les  côtés  on  et  op  du  polygone  mr  [fig,  i?>[\)  comprennent  avant  le  développe- 
ment  un  angle  que  nous  appellerons  w,  et  après  le  développement  un  angle  égal  à 

nob  -h  bop  ou  |3  +  7.  Les  trois  angles  plans  w,  |S  et  7  forment  un  trièdre,  et  si  nous 
désignons  par  N  le  dièdre  dont  la  droite  on  est  l'arête,  nous  aurons  par  la  formule 
fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique 

T^T      cosy  —  coso3cos3 

C0SN=:  ■ ~ r— 5 -' 

sino3  snip 

Posant  ensuite 

£z^  î8o^---a),  z'  =  180^  — (/3-4-7) 

et  éliminant  w  et  7,  nous  obtenons 

sinesinfB 

Si  le  polyèdre  devient  une  surface  développable,  £  et  s'  seront  les  angles  de 
contingence  de  la  courbe  dans  laquelle  se  change  le  polygone  considéré  et  de  sa 
transformée  (art.  95),  et  N  sera  l'angle  du  plan  osculateur  de  la  courbe  avec  le 
plan  tangent.  Le  sinus  d'un  angle  infiniment  petit  est  égal  a  l'arc  qui  le  mesure, 
et  son  cosinus  à  l'unité.  Diaprés  cela,  la  formule  se  réduit  à 

cosN  =  — • 

£ 

Dans  le  développement,  la  longueur  d'un  arc  n'est  pas  modifiée^  les  rayons  de 
courbure  d'une  ligne  et  de  sa  transformée  sont  donc  inversement  proportionnels 

(i)  Nous  ayons  déjà  établi  cette  proposiiioD  pour  le  cône  et;  ie  cylindre  aux  articles  115  et  12S 
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aux  angles  de  contingence  s  et  s'.  En  appelant  R  et  R'  ces  rayons,  nous  aurons 


cosN 


Par  conséquent,  le  rapport  des  rayons  de  courbure  en  deux  points  correspondants 
d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  dé^eloppable  et  de  sa  transformée  par  développement^ 
est  égal  au  cosinus  de  l'angle  que  forme  le  plan  osculateur  de  la  ligne  avec  le  plan 
tangent  de  la  surface  (  i  ) . 

473.  Si  l'angle  nop  avait  un  de  ses  côtés  confondu  avec  une  arête,  Tautre  côté 
tournerait  autour  de  celui-là,  et  l'angle  n'éprouverait  aucune  modification.  Nous 
voyons  ainsi  que,  quand  une  courbe  tracée  sur  une  surface  développable  touche 
une  génératrice,  son  rayon  de  courbure  au  point  de  contact  n'est  pas  altéré  dans 
le  développement,  ce  qui,  d'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  exige  que  son  plan 
osculateur  soit  tangent  à  la  surface.  Le  théorème  que  nous  avons  démontré  à  l'ar- 
ticle 216  pour  le  cône  s'étend  donc  à  toutes  les  surfaces  développables. 

L'arête  de  rebroussement  étant  en  tout  point  tangente  à  une  génératrice,  ses 
rayons  de  courbure  sont  les  mêmes  que  ceux  de  sa  transformée. 

476.  Dans  le  développement  une  ligne  double  se  divise,  et  les  deux  rayons  de 
courbure  sont  déterminés  conformément  à  la  formule  de  l'article  474  par  les  in- 
clinaisons du  plan  osculateur  sur  les  deux  plans  tangents.  Du  reste,  les  considéra- 
tions que  nous  avons  présentées  dans  ce  paragraphe  ne  sont  pas  applicables  aux 
sommets;  ainsi,  bien  que  la  courbe  B  supposée  gauche  soit  tangente  en  I  à  la  gé- 
nératrice El  {fi g.  244)»  son  plan  osculateur  ne  touche  pas  la  développable  le  long 
de  cette  droite  :  on  voit  en  effet  que  des  deux  éléments  infiniment  petits  qui  déter- 
minent ce  plan,  l'un  seulement  est  sur  la  surface,  l'autre  se  trouvant  sur  la  partie 
parasite  de  la  directrice. 

477.  D'après  la  formule  de  l'article  474,  toutes  les  fois  que  l'angle  N  sera 
droit,  R'  sera  infini,  et  la  transformée  de  la  courbe  considérée  aura  une  inflexion. 
Si  le  plan  osculateur  est  perpendiculaire  à  une  génératrice,  il  coupera  à  angle 
droit  deux  plans  tangents  consécutifs,  et  la  transformée  de  la  courbe  aura  avec  sa 
tangente  un  contact  de  troisième  ordre.  Nous  avons  déjà  établi  ces  propositions 
pour  le  cône  (art.  169). 

478.  Une  courbe  tracée  sur  une  surface  développable  passe  d'une  nappe  à 
l'autre  avec  un  rebroussement  de  premier  ordre,  à  moins  qu'elle  ne  soit  tangente 
à  l'enveloppe  des  génératrices.  Le  rayon  R  étant  nul,  R'  le  sera  également,  et  la 
transformée  aura,  elle  aussi,  un  rebroussement  de  premier  ordre.  Si  cependant  le 
plan  osculateur  de  la  courbe  est  perpendiculaire  au  plan  tangent,  au  point  où  elle 
rencontre  l'arête  de  rebroussement,  cosN  sera  nul  comme  R,  et  la  formule  ne 
donne  aucune  indication  sur  la  grandeur  de  R^ 

(i)  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Catalan  [Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  i843). 
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Pour  voir  ce  qui  arrive,  supposons  que  le  plan  osculateur  soit  perpendiculaire 
au  plan  tangent  de  la  surface,  non  pas  au  rebroussement  même,  mais  à  une  petite 
distance  de  ce  point  :  la  courbe  ABC  [fig*  246)  transformée  par  développement  de 
la  courbe  primitive,  aura  une  inflexion  en  un  point  i  voisin  du  rebroussement,  et 
le  bras  BA  traversera  la  tangente  BT.  Quand  le  point  d'inflexion  est  très-rapproclié 
de  B,  le  point  ^  se  trouve  sensiblement  sur  la  tangente  BT,  et  le  rebroussement, 
quoique  mathématiquement  de  premier  ordre,  se  présente  graphiquement  comme 
de  second  ordre.  Si  la  courbe  tracée  sur  la  surface  éprouve  des  modifications 
telles,  que  le  point  d'inflexion  de  la  transformée  se  déplace,  lorsque  ce  point  sera 
parvenu  en  B,  le  rebroussement  sera  rigoureusement  de  second  ordre,  et  il  paraîtra 
Têtre  jusqu'à  ce  que  l'inflexion  i  soit  assez  éloignée  pour  que  la  partie  du  bi^as  BC 
passée  de  l'autre  côté  de  la  tangente  se  détache  de  cette  ligne. 

On  voit  donc  que  quand  le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  de  rebrousse- 
ment est  perpendiculaire  au  plan  tangent  de  la  surface,  le  rebroussement  de  la 
transformée  est  géométriquement  de  second  ordre,  et  qu'il  paraît  avoir  les  deux 
bras  d'un  même  côté  de  la  tangente,  quand  la  perpendicularité  a  lieu  près  du  point 
de  rebroussement. 

479.  La  réunion  d'un  point  d'inflexion  a  un  point  de  rebroussement  élevant 
l'ordre  du  rebroussement  d'un  degré,  si  deux  points  d'inflexion  i  et  i'  viennent  se 
confondre  en  B  [fig*  2^47),  le  rebroussement  deviendra  du  troisième  ordre;  mais 
alors  le  plan  osculateur  étant  perpendiculaire  à  deux  plans  tangents  consécutifs, 
sera  perpendiculaire  à  leur  intersection,  c'est-à-dire  à  la  génératrice  qui  passe 
par  le  point  et  à  l'arête  de  rebroussement  qui  lui  est  tangente. 

Le  rebroussement  de  la  transformée  est  donc  du  troisième  ordre,  quand  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  au  point  de  rebroussement  est  normal  à  l'arête. 

480.  Pour  faire  le  développement  d'une  surface  développable,  on  considère  un 
certain  nombre  de  génératrices  assez  rapprochées  pour  que  les  parties  de  la  sur- 
face qu'elles  comprennent  puissent  être  regardées  comme  planes,  et  on  l'assimile 
ainsi  à  un  polyèdre  développable  ayant  un  grand  nombre  à.^  facettes ,\j^  construc- 
tion se  fait  ensuite  facilement  :  nous  en  donnerons  plus  loin  un  exemple.  Dans 
quelques  cas  particuliers  on  peut  simplifier  les  opérations,  en  ayant  égard  aux 
formes  spéciales  des  transformées  de  certaines  courbes. 

481.  Si  l'on  développe  un  polyèdre  développable  sur  le  plan  d'une  face,  et  sa 
pyramide  directrice  sur  le  plan  de  la  face  parallèle,  les  arêtes  homologues  des  deux 
surfaces  seront  évidemment  parallèles  après  le  développement,  comme  elles  l'étaient 
auparavant.  Nous  voyons  donc,  en  passant  à  la  limite,  que  si  ïon  dè\>eloppe  une 
surface  développable  sur  son  plan  tangent  le  long  d'une  génératrice,  et  le  cône  directeur 
sur  son  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  parallèle,  tes  génératrices  homologues 
seront  encore  parallèles  après  le  développement. 

482.  Les  lignes  géodésiques  d'une  surface  développable,  c'est-à-dire  celles  dont 
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la  longueur  entre  deux  points  donnés,  sur  une  même  nappe,  est  un  minimum,  ont 
pour  transformées  des  droites  ;  leurs  rayons  de  courbure  deviennent  donc  infinis 
dans  le  développement,  et  par  suite  leurs  plans  osculateurs  sont  normaux  a  la 
surface. 

483.  Pendant  qu'on  déroule  une  développable,  la  partie  transformée  d'une  ligne 
géodésique  est  droite,  et  Tun  quelconque  de  ses  points  décrit  une  développante 
de  cette  courbe.  La  trajectoire  d'un  point  est  donc  une  développante  de  l'une  quel- 
conque des  lignes  géodésiques  qui  passent  par  ce  point.  Inversement  ces  lignes  sont 
les  développées  de  la  trajectoire. 

Toute  ligne  peut  être  décrite  de  cette  manière  par  un  point  déterminé  du  plan 
de  développement  de  la  surface  développable  enveloppe  de  ses  plans  normaux.  On 
voit  donc  qu'une  courbe  a  une  infinité  de  développées  ;  elle  est  l'intersection  com- 
mune de  toutes  les  surfaces  développables  dont  ces  lignes  sont  les  arêtes  de  rebrous- 
sement. 

Nous  n'avons  considéré  pour  une  courbe  plane  qu'une  développée,  celle  qui  est 
dans  son  plan,  mais  il  y  en  a,  comme  on  voit,  une  infinité;  elles  sont  situées  sur 
un  même  cylindre. 

484.  Deux  surfaces  développables  flexibles  peuvent  être  appliquées  l'une  sur 
l'autre,  de  manière  que  leurs  génératrices  restent  droites,  toutes  les  fois  que  leurs 
arêtes  de  rebroussement  ont  une  même  transformée  plane  ;  car  elles  ont  alors  un 
développement  commun  que  l'on  peut  ramener  à  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 
primitives. 

Deux  cônes  quelconques  sont  applicables  l'un  sur  l'autre  avec  coïncidence  des 
génératrices  ;  il  en  est  de  même  de  deux  cylindres.  Nous  supposons  que  ces  diverses 
surfaces  peuvent  être  déroulées  indéfiniment  ;  sans  cela,  deux  cylindres  ne  pour- 
raient être  complètement  appliqués  l'un  sur  l'autre,  que  si  leurs  sections  droites 
avaient  la  même  longueur. 

Obseivations  sur  la  distance  des  génératrices  consécutives  d'une  surface 

déf^eloppahle, 

485.  Deux  arêtes  consécutives  d'un  polyèdre  développable  appartiennent  à  une 
même  face  et  par  conséquent  deux  génératrices  infiniment  voisines  d'une  surface 
développable  sont  dans  un  même  plan.  D'un  autre  côté,  deux  tangentes  d'une 
courbe  gauche  ne  se  rencontrent  pas,  si  rapprochés  que  soient  les  points  de  con- 
tact. Pour  concilier  ces  résultats  qui  semblent  contradictoires,  nous  allons  cher- 
cher quel  est  l'ordre  de  grandeur  de  la  distance  de  deux  tangentes  à  une  courbe 
gauche,  quand  l'arc  qui  sépare  les  points  de  contact  est  infiniment  petit;  en  d'au- 
tres termes,  quelle  est  la  limite  du  rapport  de  cette  distance  a  l'arc. 

La  figure  20/4  représente  les  projections  d'une  courbe  gauche  sur  trois  plans 
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rectangulaires  :  le  premier,  que  nous  supposons  horizontal,  est  parallèle  aux  droites 
qui  touchent  cette  ligne  en  deux  points  peu  éloignés  M  et  N;  les  deux  autres  sont 
Tun  parallèle  et  l'autre  perpendiculaire  à  la  tangente  au  point  M. 

La  droite  {i,  i\i')  est  la  commune  perpendiculaire  des  deux  tangentes;  sa  lon- 
gueur i'  i\  est  égale  à  W  n,  et  en  traçant  la  droite  N''M/'  on  obtient 


i'  i\  =  W n  tang  nW'W  ^  Mg  tang  NM  g  tang  nW'W\ 

Si  Ton  suppose  que  le  point  (N,N')  se  rapproche  du  point  (M, M')  le  plan  hori- 
zontal de  projection  tournera  autour  de  la  tangente  MjVF,  et  le  plan  osculateur  en 
M  sera  la  limite  de  ses  positions.  Le  plan  (MM'',M''N'')  qui  contient  la  tangente  en 
M  et  le  point  (N,N''),  a  la  même  limite,  et  par  suite  Tangle  WW'n  devient  infini- 
ment petit  quand  la  distance  des  points  considérés  est  elle-même  infiniment 
petite.  Les  deux  premiers  facteurs  dusecond  membre  de  l'équation  deyiennent  éga- 
lement infiniment  petits,  et  en  conséquence  la  distance  des  deux  génératrices  est 
un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  (i). 

Quand  deux  quantités  infiniment  petites  se  trouvent  en  présence,  on  doit  négli- 
ger celle  qui  est  de  l'ordre  le  plus  élevé;  par  conséquent,  on  peut  dire  que  deux 
droites  qui  touchent  une  courbe  gauche  en  des  points  infiniment  rapprochés  se 
rencontrent;  mais  si  dans  une  question  relative  à  une  surface  développable,  autre 
qu'un  cône,  il  y  avait  lieu  de  considérer  des  infiniment  petits  de  troisième  ordre, 
la  distance  de  deux  génératrices  consécutives  ne  serait  pas  négligeable. 

Des  considérations  de  cette  nature  se  présentent  assez  souvent  dans  la  théorie 
des  lignes  et  des  surfaces  courbes.  L'angle  de  contingence  d'une  courbe  est  infini- 
ment petit  (art.  95)  et  par  consécjuent  on  le  néglige  devant  des  quantités  finies  ; 
on  dit  ainsi  que  l'angle  d'une  courbe  avec  une  droite  est  égal  à  l'angle  de  sa  tan- 
gente avec  cette  droite,  bien  qu'il  y  ait  une  différence  égale  à  la  moitié  de  l'angle 
de  contingence.  Mais  il  y  a  beaucoup  de  questions,  telle  que  celle  de  la  détermi- 
nation du  rayon  de  courbure,  où  cet  angle  ne  doit  pas  être  négligé,  parce  qu'il 
n'est  pas  ajouté  à  une  grandeur  finie,  et  qu'il  intervient  par  son  rapport  avec  une 
quantité  de  même  ordre  de  grandeur. 

Lorsque  deux  courbes  se  rencontrent  sur  une  développable,  l'angle  formé  par  les 
arcs  dont  les  concavités  sont  opposées  s'accroît,  dans  le  développement  de  la  sur- 
face, de  la  moitié  de  la  somme  des  augmentations  des  angles  de  contingence;  mais 
cette  quantité  doit  être  négligée  auprès  de  la  grandeur  finie  de  l'angle  des  courbes, 
et  par  suite  les  transformées  comprennent  le  même  angle  que  les  lignes  primitives 
(art.  472). 

Quand  on  rencontre  des  difficultés  du  genre  de  celle  à  l'examen  de  laquelle 

(i)  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Bouquet  {Journal  de  M.  Lioimile,  t.  XI,  1846). 
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nous  consacrons  cet  article,  on  doit  toujours  rechercher  Tordre  de  grandeur  des 
différentes  quantités  que  l'on  considère  ;  on  peut  alors  remplacer  par  des  proposi- 
tions rigoureuses  des  énoncés  qui  ne  paraissent  être  en  contradiction  que  parce 
qu'ils  sont  incomplets.  Jusqu'à  présent,  pour  éviter  toutes  difficultés  et  toutes 
objections,  nous  avons  employé  la  méthode  des  limites;  mais  dans  la  suite  de  ce 
Traité,  quand  dans  une  question  relative  à  une  surface  développable,  il  n'y  aura 
pas  lieu  d'avoir  égard  aux  infiniment  petits  du  troisième  ordre,  nous  dirons  que 
deux  génératrices  consécutives  se  rencontrent. 

486.  Pour  donner  un  exemple  des  circonstances  où  Ton  peut  être  conduit  à 
considérer  des  infiniment  petits  d'ordre  différent,  nous  allons  démontrer  que  le 
cône  directeur  d'une  déçeloppable  en  est  osculateur  le  long  de  la  génératrice  commune, 
quand  son  sommet  est  en  unpoint  de  V arête  de  rebroussement,  et  pour  cela  nous  allons 
faire  voir  que  les  sections  faites  dans  la  surface  et  dans  le  cône  ainsi  placé,  par  un 
plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  commune,  sont  osculatrices. 

Considérons  trois  arêtes  consécutives  am,  bn  et  bo  d'un  polyèdre  développable 
{fig.  2oS)y  et  coupons-les  par  un  plan  P  perpendiculaire  a  bo  :  si  nous  supposons 
que  la  pyramide  directrice  ait  son  sommet  au  point  a,  les  arêtes  am  et  an  lui 
appartiendront,  et  l'arête  parallèle  à  bo  sera  une  droite  ao'  située  dans  le  plan 
nbo,  A  la  limite,  les  angles  man  et  nbo  seront  infiniment  petits,  ainsi  que  le  seg- 
ment ab  compris  sur  l'arête  de  rebroussement  entre  les  points  de  contact  des  deux 
génératrices  consécutives.  Il  suit  de  la  que  les  côtés  mn  et  no  seront  infiniment 
petits  du  premier  ordre,  et  le  segment  oo'  infiniment  petit  du  second,  car  il  est 

égal  à  ab  sin  nbo;  on  doit  donc  le  négliger  auprès  des  longueurs  mn  et  no,  et  par 
conséquent  les  sections  faites  dans  les  deux  surfaces  par  le  plan  P  ont  trois  points 
communs  infiniment  voisins,  et  sont  osculatrices. 


CHAPITRE  n. 

SURFACES    d'ombre   ET   DE   PÉNOMBRE. 


Détermination  de  V  ombre  et  de  la  pénombre  d'une  aire  opaque  éclairée 

par  une  aire  lumineuse. 

487.  Si  une  aire  opaque  B  [fig,  287)  arrête  les  rayons  émis  par  une  aire  lumi- 
neuse A,  le  cône  qui  a  pour  directrice  la  courbe  B  et  dont  le  sommet  est  en  un 
point  m  de  la  ligne  A,  renfermera,  au  delà  de  B,  les  points  qui  ne  reçoivent  pas  de 
lumière  du  point  m.  L'espace  compris  dans  tous  les  cônes  qui  ont  pour  directrice  la 
courbe  B,  et  dont  les  sommets  sont  aux  différents  points  de  A,  ne  recevra  donc  aucune 
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lumière  du  périmètre  de  Taire  lumineuse,  et  à  plus  forte  raison  de  l'intérieur  de  cette 
aire;  il  sera  dans  l'ombre.  L'espace  contenu  dans  quelques  cônes  seulement,  sera 
privé  d'une  partie  de  la  lumière  qu'il  recevrait  sans  l'interposition  de  l'écran  B,  et 
sera  dans  la  pénombre*  Nous  voyons  donc  que  l'enveloppe  de  ces  cônes,  c'est-à-dire 
la  développable  circonscrite  aux  courbes  A  et  B  (art.  454) ,  déterminera  l'étendue  de 
l'ombre  et  celle  de  la  pénombre.  Elle  se  divise  en  deux  parties,  la  développable 
externe eth  développable  alterne,  enveloppes  respectives  des  plans  qui  touchent  les 
deux  périmètres  en  laissant  les  aires,  les  uns  d'un  même  côté,  et  les  autres  de 
côtés  différents.  La  première  surface  limite  l'ombre,  et  la  seconde  la  pénombre. 

Détermination  de  l'ombre  d'une  ellipse  éclairée  par  un  cercle, 

488.  Nous  allons  appliquer  cette  théorie  à  un  exemple  très-simple,  la  détermi- 
nation de  l'ombre  d'une  ellipse  éclairée  par  un  cercle.  Nous  supposons  les  plans  de 
ces  aires  perpendiculaires  a  la  droite  qui  passe  par  leurs  centres,  et  par  conséquent 
parallèles  entre  eux,  et  prenant  un  plan  de  projection  qui  leur  soit  parallèle,  nous 
traçons  les  périmètres  en  véritable  grandeur  {fig>  255). 

Les  tangentes  du  cercle  et  de  l'ellipse  aux  points  situés  sur  une  même  génératrice 
doivent  être  dans  un  même  plan  etsont  par  conséquentparallèles.  Nous  avons  d'ailleurs 
un  procédé  facile  pour  déterminer  les  points  d'une  ellipse  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  une  droite  donnée  (art.  367);  nous  pouvons  donc  tracer  les  projections  des 
génératrices  qui  passent  par  des  points  choisis  sur  le  cercle.  En  construisant  un 
nombre  suffisant  de  ces  droites,  on  détermine  leur  enveloppe  qui  est  la  projection 
de  l'arête  de  rebroussement. 

489.  Si  nous  concevons  que  l'ellipse  soit  remplacée  par  son  cercle  osculateur  en 
un  point  M,  la  surface  d'ombre  sera  un  cône  dont  le  sommet  aura  la  position  du 
point  où  la  génératrice  Mm  rencontre  l'arête  de  rebroussement  (art:  451). 

On  obtient  par  la  considération  de  ce  cône 

m 

en  appelant /et  g" les  longueurs  d'une  génératrice  mesurées  depuis  le  cercle  jusqu'à 
l'ellipse,  et  jusqu'à  l'arête  de  rebroussement;  R  le  rayon  du  cercle,  et  rie  rayon  de 
courbure  de  l'ellipse. 

Si  l'un  des  rayons  de  courbure  de  l'ellipse  était  égal  au  rayon  du  cercle,  la  lon- 
gueur g  serait  infinie  sur  la  génératrice  correspondante,  et  cette  droite  serait 
asymptote  de  l'arête  de  rebroussement. 

Sur  notre  figure  les  données  sont  telles,  que  le  plus  grand  rayon  de  courbure  de 
l'ellipse  est  plus  petit  que  le  rayon  du  cercle;  par  suite,  l'arête  de  rebroussement 
ne  s'étend  pas  à  l'infini  :  la  courbe  est  tout  entière  d'un  même  côté  des  plans  des 
directrices. 

II.  9 
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Aux  points  G  et  Cl  le  rayon  r  est  à  son  minimum,  et  la  longueur  g- atteint  sa  plus 
petite  valeur.  Il  résulte  de  là  que  Farête  de  la  surface  a  des  rebroussements  aux 
points  I  et  I^  où  elle  est  touchée  par  les  génératrices  BC  et  B^C^ ,  et  que  ces  points 
sont  des  sommets  (art.  465).  Nous  verrons,  en  effet,  qu'une  ligne  double  s'arrête 
aux  points  I  et  lo  ou  plutôt  qu  elle  y  devient  parasite. 

On  reconnaît  par  des  raisonnements  analogues  que  la  longueur  g  est  à  son 
maximum  sur  les  génératrices  EF  et  E,F| ,  et  que  la  surface  a  sur  ces  droites  des 
sommets  J  et  Ji . 

490.  Pour  bien  manifester  la  forme  de  la  surface,  nous  l'avons  coupée  par  trois 
plans  parallèles  aux  plans  des  directrices,  et  placés  au  delà  de  celui  de  l'ellipse, 
de  manière  à  intercepter  sur  la  ligne  des  centres,  à  partir  du  centre  de  cette  courbe, 
des  longueurs  égales  aux  trois  huitièmes,  aux  cinq  huitièmes,  et  aux  sept  huitièmes 
de  sa  distance  au  centre  du  cercle. 

Nous  construisons  facilement  les  sections,  en  portant  sur  chaque  projection  d'une 
génératrice,  telle  que  Mm,  et  à  partir  du  point  m,  des  longueurs  égales  aux  trois 
huitièmes,  aux  cinq  huitièmes  et  aux  sept  huitièmes  du  segment  Mm  compris  entre 
les  deux  courbes.  Nous  obtenons  ainsi  les  trois  lignes  ee,, ,  kll^k^  et  pqqiP\  -  la  pre- 
mière ne  rencontre  pas  l'arête  de  rebroussement;  les  deux  autres  la  coupent  en 
quatre  points.  Les  tangentes  de  ces  courbes  aux  points  situés  sur  une  même  géné- 
ratrice sont  évidemment  parallèles. 

On  peut  à  l'aide  du  cône  osculateur  que  nous  avons  déjà  considéré,  obtenir  la 
grandeur  du  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  aux  points  qui  correspondent  aux  re- 
broussements d'une  section,  ce  qui  permet  de  déterminer  les  génératrices  sur  les- 
quelles ils  se  trouvent;  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  recherche. 

491.  Nous  avons  représenté  sur  X^i  figure  ^54  la  seconde  section  dégagée  de 
toutes  les  constructions.  Elle  présente  deux  points  doubles  d  et  d^  ;  le  lieu  de  ces 
points  est  une  ligne  double  de  la  surface  qui,  vu  la  symétrie  de  la  figure,  se  projette 
sur  un  segment  du  grand  axe  de  l'ellipse.  Cette  intersection  de  la  surface  avec  elle- 
même  se  termine  aux  points  I  et  !<  où  les  points  ^  et  /  d'une  part,  k^  et  /,  de  l'autre  se 
réunissent.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  à  l'article  459,  la  ligne  double  a  pour 
tangentes  aux  points  I  et  I^  les  génératrices  BC  et  B^  C^ . 

On  reconnaît  par  la  considération  du  cône  osculateur  que  si  l'un  des  plans  sécants 
avait  passé  aux  points  1  et  I,,  le  rayon  de  courbure  de  la  section,  aux  points  cor- 
respondants, eût  été  nul.  Comme  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  atteint  sa  valeur 
minimum  aux  points  situés  sur  les  génératrices  BC  et  B^  C^ ,  la  courbe  n'aurait  pas  eu 
de  rebroussement.  Elle  eût  été  analogue  à  la  développante  pB^r  [fig.  ^Sy),  qui 
forme,  comme  elle,  la  transition  d'une  courbe  ayant  deux  rebroussements  et  un 
point  double,  à  une  courbe  qui  n'a  ni  point  double  ni  rebroussement  (art.  439). 

L'ombre  étant  renfermée  dans  l'intérieur  de  la  développable,  ne  peut  pas  s'éten- 
dre au  delà  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  avec  elle-même.  Les  parties 
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des  génératrices  comprises  entre  cette  ligne  et  l'ellipse  appartiennent  seules  à  la 
partie  de  la  surface  qui  limite  l'ombre.  On  voit  d'après  cela  que  la  première  courbe 
ee^  est  le  périmètre  de  l'ombre  qui  serait  reçue  sur  le  plan  de  section;  que  dans  la 
seconde  l'ombre  n'occupe  que  la  partie  dd^  [fig.  i^L\),  et  enfin  que  la  troisième 
pqq^  p^  [fig\  255)  est  étrangère  au  problème  qui  nous  occupe;  elle  se  trouve  au 
delà  de  la  ligne  double  qui,  comme  nous  venons  de  le  voir,  forme  la  limite  de 
Tombre.  Il  résulte  de  cela  que  le  périmètre  de  l'ombre  portée  par  l'ellipse  sur  un 
plan  peut  présenter  des  angles,  mais  non  des  rebroussements. 

Une  seconde  courbe  d'intersection  delà  surface  avec  elle-même  s'étend  entre  les 
rebroussements  J  et  J^  mais  elle  n'a  aucune  importance  dans  la  question  d'ombre. 

492.  Nous  allons  maintenant  faire  le  développement  de  la  surface,  en  regar- 
dant comme  planes  les  facettes  comprises  entre  les  génératrices  tracées  sur  la  figure  : 
la  construction  ne  pourra  avoir  que  le  degré  d'exactitude  que  cette  hypothèse  com- 
porte. 

Nous  devons  tout  d'abord  nous  donner  la  distance  des  plans  du  cercle  et  de 
l'ellipse  qui  est  restée  indéterminée;  nous  la  fixons  a  l\  centimètres;  prenant  une 
droite  ST  égale  a  cette  longueur  {fig*  260),  nous  n'aurons  qu'à  porter  sur  la  per- 
pendiculaire SX  la  projection  du  segment  d'une  droite  compris  entre  les  deux 
courbes,  pour  avoir,  dans  l'hypoténuse  du  triangle,  sa  longueur  dans  l'espace. 

Le  quadrilatère  plan  formé  par  une  facette  entre  le  cercle  et  l'ellipse  peut  être 
décomposé  en  deux  triangles;  l'un  des  côtés  de  chacun  d'eux  est  donné  immédiate- 
ment, et  on  obtient  les  deux  autres  en  construisant  sur  leurs  projections  des  trian- 
gles rectangles  dont  le  second  côté  estST  {/ig,  260).  Ces  triangles,  placés  à  la  suite 
les  uns  des  autres,  font  connaître  la  position  des  génératrices  sur  le  développement. 
Portant  ensuite  sur  chacune  de  ces  lignes,  telles  que  Mm  {Jig,  sSg),  et  à  partir  du 
point  m,  des  longueurs  égales  aux  trois  huitièmes,  aux  cinq  huitièmes  et  aux  sept 
huitième^  du  segment  Mm  compris  entre  les  transformées  des  directrices,  on  obtient 
les  points  qui  appartiennent  aux  transformées  des  trois  sections. 

Les  transformées  du  cercle,  de  l'ellipse  et  des  sections  parallèles,  ont  des  tan- 
gentes parallèles  aux  points  situés  sur  une  même  génératrice.  Leurs  rayons  de  cour- 
bure à  ces  points,  sont  proportionnels  aux  rayons  de  courbure  avant  le  développe- 
ment, et,  par  suite,  aux  longueurs  interceptées  sur  la  génératrice  a  partir  de  l'arête 
de  rebroussement  (art.  451). 

493.  Si  nous  voulons  avoir  en  véritable  grandeur  la  courbe  limite  de  l'ombre, 
nous  prendrons  deux  plans  coordonnés  passant  par  la  ligne  des  centres  et  respecti- 
vement par  les  axes  de  l'ellipse  [Jig,  261  et  262),  et  après  y  avoir  placé  les  projec- 
tions BB^  et  E'j^E'  du  cercle,  CC^  et  F^F'  de  l'ellipse,  nous  porterons  sur  ces  droites 
les  projections  des  points  de  division  des  courbes,  relevées  de  hjigure  ^55.  Nous 
pourrons  ensuite  tracer  les  projections  des  diverses  génératrices  considérées,  et 
déterminer  la  trace  horizontale  de  la  surface  qui  est  précisément  la  courbe  que 

9. 
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nous  cherchons  (i).  Elle  s'arrête  aux  sommets  I  et  I|  dont  nous  obtenons  la  position 
précise  sur  les  génératrices  BC  et  B^  C^,  en  traçant  les  droites  Ac  et  kc^  qui  passent 
par  le  centre  du  cercle,  et  respectivement  par  les  centres  de  courbure  de  l'ellipse 
pour  les  points  C  et  C^  (2).  Ces  droites  sont  les  lignes  des  centres  des  sections  circu- 
laires de  deux  cônes  respectivement  osculateurs  le  long  des  génératrices  BG  et  B,  C^ . 
Les  droites  ZZ',  Z^Z\,  Z2Z'2  sont  les  traces  des  plans  des  sections  que  nous  avons 
construites. 

Élude  abstraite  de  la  surface  examinée  dans  le  paragraphe  précédent. 

494.  Les  constructions  et  les  raisonnements  que  nous  venons  de  présenter  sont 
presque  tous  applicables  a  deux  courbes  quelconques  situées  dans  des  plans  paral- 
lèles, et  ayant  un  plan  principal  commun  BB|  (j?g\  :255);  maintenant,  en  nous 
appuyant  plus  complètement  sur  la  nature  des  directrices,  nous  allons  déterminer 
la  nature  géométrique  delà  courbe  à  laquelle  appartient  la  ligne  d'ombre  IQI, 
{Jîg,  261),  et  les  différentes  formes  qu'elle  peut  avoir. 

Nous  prenons  pour  axes  les  droites  kœ,  ky  et  k' z  {fig^  261  et  26^)  ;  nous  sup- 
posons que  les  directrices  sont  des  coniques  ayant  leurs  axes  dans  les  plans  coor- 
donnés :  ces  axes  sont  BB^  et  E'^E'  pour  la  première,  CC^  et  F^F'  pour  la  seconde; 
nous  appelons  a,  |3,  7  et  a! ,  P',  7'  les  coordonnées  de  deux  points  des  directrices 
situés  sur  une  même  génératrice;  enfin  nous  représentons  les  longueurs 


AO,     AB,     A^E\     OC,     et     O'F, 
a,         è,  c,         y  ^      et       g' \ 


par 

Nous  avons 

(0  «-0,        f-.  +  ^-i, 


(2)  a'^=^a, 


La  condition  que  les  tangentes  des  courbes  aux  points  considérés  soient  paral- 
lèles, donne 

^^  b'y  ~  b'^  /* 

(i)  Il  est  facile  de  voir  (\i\Q\di  figure  1Q1  n'est  pas  nécessaire  à  cette  construction,  et  que  l'on  eût 
pu  résoudre  le  problème  à  l'aide  des  %e\\\Q?>  figures  155  et  261 . 

(2)  Si  C  et  F  sont  deux  sommets  d^jne  ellipse  qui  a  son  centre  en  0  {/ig.  256),  pour  avoir  les 
rayons  de  courbure  en  ces  points,  il  suffit  d'élever  les  perpendiculaires  F/  et  Ce  à  la  corde  CF  :  les 
longueurs  cherchées  sont  respectivement  0/et  Oc. 
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Enfin  la  génératrice  qui  passe  par  les  points  considérés  a  pour  équations 


ce  := 


:(^-~7)- 


Pour  avoir  la  trace  horizontale  de  la  surface,  il  faut  d'abord  faire  z  nul  dans  les 
équations  de  la  génératrice,  ce  qui  donne  les  relations 

(4)  (/-7)r-Py-7P^ 

(5)  {Y  —  y)a;—  ^ay, 

et  ensuite  éliminer  les  quatre  variables  auxiliaires /3,/3',  y  et  y'  entre  les  équations 
(i),  (12),  (3),  (4)  ^t  (5).  On  peut  faire  disparaître  successivement  /3',  p  et  7'  en 
prenant  respectivement  leurs  valeurs  dans  (3),  (  i  )  et  (5).  On  obtient  ainsi  les  deux 
équations 

Enfin  Télimination  de  y^  donne 

[7)  52 ^A2  —  c'b'''^    "+"  ;^  ■""        ^2       —  ^• 

La  courbe  est  donc  une  section  conique,  et  il  est  facile  de  voir  que  dans  notre 
exercice  c'est  une  ellipse.  L'un  des  axes  se  confond  en  direction  avec  l'axe  des 
abscisses;  l'autre  est  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées.  On  peut  vérifier  que  la  courbe 
touche  les  génératrices  horizontales  aux  points  I  etl|. 

495.  La  développable  peut  être  considérée  comme  déterminée  par  l'ellipse  hori- 
zontale IQI|  ,  et  par  Tune  des  deux  premières  directrices  ;  alors,  en  raisonnant  comme 
à  l'article  458,  nous  trouvons  que  l'ellipse  IQî^  a  deux  arcs  parasites  li  et  I,  î'i,  et 
deux  arcs  utiles  11^  et  ii^.  Les  génératrices  qui  se  coupent  aux  différents  points  de 
l'arc  iii  sont  alternes  par  rapport  aux  deux  premières  directrices;  elles  forment 
donc  la  surface  de  la  pénombre.  Rien  n'indique  en  effet  dans  nos  formules  si  la 
génératrice  que  l'on  considère  est  alterne  ou  externe,  et  par  suite  l'équation  (7)  doit 
représenter  la  trace  horizontale  des  deux  parties  de  la  développable.  Nous  n'avons 
pas  tracé  les  génératrices  de  la  surface  de  la  pénombre,  par  crainte  de  confusion. 

On  peut  obtenir  la  position  précise  des  sommets  i  et  i^  en  traçant  des  droites  par 
les  centres  de  courbure  des  directrices  pour  les  points  B,  et  C,  et  pour  les  points 
B  et  C^.  Si  les  deux  courbes  étaient  des  ellipses  ou  des  hyperboles,  ces  droites 
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seraient  distinctes  de  celles  qui  nous  ont  fait  connaître  la  position  précise  des  som- 
mets I  et  I^  (art.  493);  mais  la  première  directrice  étant  un  cercle,  les  centres  de 
courbure  pour  les  points  B  et  B^  sont  réunis  en  A,  et  par  suite  les  sommets  sont 
deux  a  deux  sur  les  lignes  Ac  et  Aci.  Du  reste,  nous  allons  voir  à  l'article  suivant 
que,  dans  tous  les  cas,  les  droites  li  et  I^  i^  sont  dirigées  vers  le  point  A. 

496.  Nous  avons  un  quadrilatère  inscrit  11^  m*,  et  un  quadrilatère  circonscrit 
GC|  HC  disposés  de  telle  manière  que  les  sommets  du  premier  sont  les  points  de  con- 
tact des  côtés  du  second;  par  conséquent,  et  d'après  des  théorèmes  connus  (i)  : 

Les  diagonales  Il^  et  I,  i  du  premier  passent  par  le  point  de  rencontre  0  des  dia- 
gonales du  second. 

Les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  premier  sont  sur  la  droite  BB^  qui 
passe  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  second  :  les  droites  li  et  I^i^*^ 
convergent  donc  vers  le  point  A. 

La  droite  BB^  est  la  polaire  du  point  0,  et  par  suite  la  droite  CG^  a  son  pôle 
en  A. 

497.  La  surface  possède  une  ligne  double  dans  le  plan  vertical  de  projection 
(art.  491);  on  la  construit  de  la  même  manière  que  celle  du  plan  horizontal,  et  on 
obtient  son  équation  par  de  simples  permutations  dans  l'équation  (7)  : 

Avec  les  données  àesjigures  1^61  et  ^62,  cette  section  conique  est  une  hyperbole; 
elle  n'a  aucune  importance  dans  le  problème  d'ombre,  mais  pour  la  surface,  et  par 
rapport  aux  directrices,  elle  présente  les  mêmes  particularités  que  l'ellipse  PIQ  : 
ainsi  elle  a  deux  arcs  utiles,  un  J'J\  sur  les  génératrices  externes;  et  Wnire fj[  sur 
les  génératrices  alternes  ;  leurs  extrémités  sont  deux  à  deux  sur  les  droites  qui  vont 
du  centre  A'  du  cercle  aux  points/'  eif[  ,  centres  de  courbure  de  l'ellipse  pour  les 
sommets  F'  et  F\  de  cette  courbe;  les  droites  yj[  et  J\j  passeraient  encore  par  le 
point  A',  si  la  première  directrice  était  une  ellipse  ou  une  hyperbole.  Les  droites 
Tj'  et  i\  j\  se  croisent  au  point  0';  enfin  le  centre  de  chaque  directrice  est,  par 
rapport  à  l'hyperbole,  le  pôle  de  la  trace  du  plan  de  l'autre  directrice. 

Les  deux  directrices  sont  elles-mêmes  des  courbes  d'intersection  des  surfaces 
d'ombre  et  de  pénombre  ;  la  déçeloppable  complète  a  donc  quatre  lignes  doubles 
planes  et  du  second  degré  : 

498.  La  projection  horizontale  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  d'ombre 
est  limitée  aux  sommets  I  et  I^  ;  pour  la  pénombre  la  projection  se  terminerait  aux 

(1)  On  trouve  ces  théorèmes  dans  les  principaux  ouvrages  relatifs  aux  sections  coniques,  et  notam- 
ment dans  le  Traité  des  Propriétés projectwes  (art.  185  et  Î86).  Le  lecteur  qui  ne  les  connaîtrait  pas 
peut  vérifier  à  l'aide  de  l'équation  (7)  les  relations  que  nous  indiquons. 
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points  i  et  ^^.  Ces  arcs  utiles  d'une  même  courbe  sont  séparés  par  des  parties  para- 
sites que  l'on  peut  désirer  construire. 

Il  est  facile  de  tracer  la  projection  horizontale  d'une  génératrice,  dès  que  Ton 
connaît  les  valeurs  correspondantes  de  |3  et  de  /3'.  L'élimination  de  y  et  de  y  entre 

(1),  (o)  et  (3)  donne 

(9)  P    =■  c'^b'rJ^{c'b''-~'b'c'')P'* 

Dans  notre  exercice  c  et  b  sont  égaux,  et  6'^  est  plus  grand  que  &^;  il  en  résulte 
qu'a  toute  valeur  positive  de]3^  correspond  une  valeur  également  positive  pour  |3'^. 
Quand  |S^  surpasse  èS  |3'^  est  plus  grand  que  è^,  et  les  droites  déterminées  par  les 
couples  de  valeurs  de  /3  et  de  /3'  ne  sont  plus  des  projections  de  génératrices. 

499.  Pour  expliquer  cette  circonstance,  et  montrer  comment  on  peut  étendre 
à  ces  droites  la  construction  ordinaire,  supposons  que  les  directrices,  au  lieu  d'être 
des  ellipses,  soient  les  hyperboles  représentées  par  les  équations 

{ibis)  a=0,  |_l!z=:i, 

[2  bis)  aJ  =  a,        ^-^  =  1. 


c 


La  condition  du  parallélisme  des  tangentes  sera  exprimée  comme  précédemment 
par  l'équation  (3),  et  l'élimination  de  7  et  de  /  entre  (  i  bis),  [o.bis)  et  (3)  fera 
trouver  l'équation  (9)  qui  convient  ainsi  à  la  nouvelle  développable,  de  telle  sorte 
que  les  projections  horizontales  des  deux  arêtes  de  rebroussement  forment  une 
seule  courbe  dans  laquelle  les  arcs  utiles  pour  l'une  des  surfaces,  sont  parasites 
pour  l'autre. 

La  projection  verticale  de  l'arête  de  rebroussement  donnerait  lieu  à  des  obser- 
vations analogues. 

500.  On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  deux  surfaces  d'ombre  et  de 
pénombre  ne  forment  qu'une  même  développable;  mais  nous  devons  faire  observer 
que  leurs  développements  n'ont  entre  eux  aucune  relation  de  position ,  et  que  les 
lignes  doubles  y  ont  des  transformées  différentes. 

En  général,  lorsqu'une  développable  se  compose  de  parties  dont  les  plans  tan- 
gents forment  des  séries  distinctes,  les  développements  de  ces  parties  sont  entière- 
ment indépendants  les  uns  des  autres. 

Observations  sur  la  développable  circonscrite  à  deux  sections  coniques  situées  dans 

des  plans  parallèles, 

501,  Nous  avons  vu  que  la  développable  représentée  sur  \es>  Planches  XXVI  et 
J^LXF/Zavait  quatre  lignes  doubles  du  second  degré,  situées  dans  les  plans  (BB,  ,E\E- ), 
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(CC,,F\F')  et  dans  les  deux  plans  de  projection.  Nous  appellerons  ces  convhes pre- 
mière, seconde,  troisième  et  quatrième  directrices,  et  nous  les  désignerons  par  A,  A\ 
A''  et  A'"  :  la  surface  peut  être  déterminée  par  deux  quelconques  d'entre  elles. 

Nous  allons  présenter  quelques  observations  sur  cette  développable,  mais  aupa- 
ravant nous  devons  donner  aux  résultats  que  nous  avons  obtenus  une  extension 
importante. 

502.  Deuœ  sections  coniques  situées  dans  des  plans  parallèles  ont  un  système  de 
diamètres  conjugués  parallèles.  Pour  prouver  ce  théorème,  concevons  que  Ton  trans- 
porte Tune  des  courbes  paraUelement  à  elle-même  dans  le  plan  de  la  seconde,  de 
manière  que  les  centres  coïncident,  et  qu'on  la  fasse  ensuite  passer  par  tous  les 
états  de  grandeur,  en  restant  semblable  à  elle-même  :  il  y  aura  un  moment  où  elle 
touchera  en  deux  points  la  courbe  restée  invariable.  Le  diamètre  passant  par  ces 
points  et  celui  qui  est  parallèle  aux  tangentes  communes  sont  évidemment  conju- 
gués dans  les  deux  coniques,  ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

On  obtiendra  toujours  un  double  contact  réel  quand  l'une  des  lignes  sera  une 
ellipse;  mais  lorsqu'elles  seront  toutes  les  deux  des  hyperboles,  si  leurs  asymptotes 
sont  croisées,  c'est-à-dire  si,  lorsqu'elles  seront  amenées  à  être  concentriques,  les 
deux  asymptotes  de  l'une  ne  sont  pas  dans  le  même  angle  des  asymptotes  de  l'autre 
{Jig\  249)?  gIIgs  auront  dans  cette  position  deux  points  communs  R  et  S,  et  deux 
seulement.  Alors  quelque  grandeur  que  l'on  suppose  à  l'une  d'elles,  dans  l'un  ou 
dans  l'autre  angle  de  ses  asymptotes,  les  rencontres  R  et  S  ne  se  changeront  pas  en 
contacts,  car  il  n'y  a  pas  d'autres  rencontres  qui  puissent  se  réunir  a  elles  :  les 
proposées  n'auront  donc  pas  de  diamètres  conjugués  parallèles. 

503.  Deux  sections  coniques  A  et  A'  étant  données  dans  des  plans  parallèles,  si 
nous  prenons  pour  plans  coordonnés  celui  de  l'une  d'elles,  et  les  plans  de  leurs 
diamètres  conjugués  parallèles,  les  calculs  des  articles  494  et  suivants  seront  entiè- 
rement applicables  a  la  développable  circonscrite,  car  les  équations  fondamen- 
tales (i),  {1),  (3),  (4)  et  (5)  ne  supposent  nullement  que  les  axes  soient  rectan- 
gulaires. La  surface  a  donc,  outre  A  et  A%  deux  lignes  doubles  du  second  degré  A'' 
et  A'%  situées  dans  les  plans  des  diamètres  conjugués  parallèles  des  directrices  don- 
nées, ayant  leurs  centres  sur  la  ligne  des  centres  de  ces  courbes,  et  telles  que,  pour 
chacune  d'elles,  le  diamètre  conjugué  avec  cette  droite  est  parallèle  aux  plans  de 
A  et  A'»  Toutes  les  relations  graphiques  que  nous  avons  établies,  et  notamment 
celles  de  polarité,  subsistent. 

Quand  les  directrices  A  et  A'  sont  des  hyperboles  ayant  leurs  asymptotes  croi- 
sées, les  plans  des  diamètres  conjugués  parallèles  sont  imaginaires,  et  les  courbes 
A''  et  A"'  n'existent  plus. 

504.  Quand  deux  coniques  situées  sur  un  plan  se  touchent  en  deux  points,  la 
droite  qui  passe  par  le  point  de  concours  des  tangentes  communes  et  par  le  milieu 
de  la  corde  de  contact,  contient  les  centres  des  deux  courbes,  et  les  diamètres  qui 
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lui  sont  conjugués  dans  Tune  et  dans  Tautre,  sont  parallèles  à  la  corde  de  contact. 
Le  système  des  diamètres  conjugués  parallèles  est  donc  tel,  que  deux  de  ces  droites 
se  confondent  en  direction. 

Cette  proposition  va  nous  permettre  d'établir  que  la  développable  n'a  pas  de  point 
double  en  dehors  des  lignes  A,  A',  A''  et  A'''. 

Nous  considérons  sur  cette  surface  un  point  double  étranger  aux  directrices  A' 
et  A''  qui  sont  situées  dans  des  plans  parallèles;  nous  appelons  ce  point  S,  et  nous 
désignons  par  G  et  G^  les  deux  génératrices  qui  s'y  croisent  :  un  cône  ayant  son  som- 
met en  S  et  A'  pour  directrice,  sera  tangent  a  la  développable  le  long  de  G  et  de  G^ , 
et  sa  trace  sur  le  plan  de  A  sera  une  conique  A\ ,  homothétique  a  A'  et  tangente  à  A 
aux  points  de  cette  courbe  qui  appartiennent  à  G  et  à  Gi  ;  les  coniques  A  et  A'^  auront 
donc  un  double  contact,  et  par  suite  leurs  diamètres  conjugués  parallèles  seront  tels, 
que  deux  de  ces  lignes  seront  confondues  en  direction.  Le  plan  qui  passe  par  ce 
diamètre  commun,  et  par  le  diamètre  de  A'  qui  lui  est  parallèle,  contient  la  ligne 
des  centres  de  A'^  et  de  A',  et  par  suite  le  sommet  S  du  cône.  Mais  deux  diamètres 
conjugués  de  A\  sont  respectivement  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  A'; 
le  plan  dont  nous  venons  de  parler  est  donc  l'un  des  deux  plans  qui  sont  déterminés 
par  les  diamètres  conjugués  parallèles  de  A  et  de  A',  et  comme  il  contient  le  point 
S,  on  voit  que  ce  point  appartient  a  A''  ou  à  A'''. 

Les  quatre  coniques  A,  A',  A''  et  à"'  sont  ainsi  les  seules  lignes  doubles  de  la 
développable,  et  par  suite  les  seules  lignes  qui,  prises  pour  directrices,  déterminent 
la  surface  sans  addition  de  nappes  étrangères.  Cette  propriété  justifie  l'expression 
de  directrices  par  laquelle  nous  les  désignons. 

505.  On  déduit  sans  difficulté  de  l'équation  (7)  l'abscisse  n  du  centre  L  de  la 
troisième  directrice  A'',  et  les  longueurs  p  et  q  des  moitiés  de  ses  diamètres  conju- 
gués parallèles  aux  axes  AO^  et  ABj  {/ig\  261)  : 

On  peut,  d'après  ces  équations,  étudier  les  variations  de  forme  de  la  troisième 
directrice,  dans  différentes  hypothèses  faites  sur  les  deux  premières,  mais  nous  ne 
nous  arrêterons  pas  à  cette  discussion,  et  nous  supposerons  que  la  surface  est  donnée 
par  les  première  et  troisième  directrices.  Alors  résolvant  les  équations  (lo)  par 
rapport  à  a,  b'  et  c\  nous  aurons  pour  déterminer  la  seconde  directrice  A',  les  rela- 
tions 

(ii)  a  =  n-~P-,     b'^  =  PJÈ1±£!}^ZZ££,     c-  =  c^P-, 

Il  n'y  a  pas  d'équation  de  condition,  et  par  conséquent  quelles  que  soient  les 
courbes  données  A  et  A'',  et  la  distance  de  leurs  centres,  pourvu  que  le  centre 
IL  10 
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de  A  soit  dans  le  plan  de  A'',  et  que  le  diamètre  de  cette  conique  conjugué  avec  la 
ligne  des  centres  soit  parallèle  au  plan  de  A,  la  développable  circonscrite  aura 
une  ligne  d'intersection  avec  elle-même  qui  sera  une  section  conique  A'  située 
dans  un  plan  parallèle  à  A,  et  par  suite  une  quatrième  ligne  double  A'"  également 
du  second  degré,  et  ces  quatre  courbes  satisferont  aux  conditions  résmiîées  à  l'ar- 
ticle 503. 

L'équation  (8)  de  la  quatrième  directrice  devient,  lorsqu'on  y  porte  les  valeurs  (i  i  ) 
de  a,  b'^  et  c'^ 

[12]  ^ L iU^  z^  -\-  ^—f- — œ^  -h  2nx  -h  p^  —  n^  =-'  o. 

506.  Pour  reconnaître  la  nature  de  la  seconde  directrice,  on  examinera  séparé- 
ment les  valeurs  de  c'  et  de  b'\  d  sera  réel  ou  imaginaire,  suivant  que  c^  et  j?  seront 
de  même  signe  ou  de  signe  contraire. 

Si  l'origine  était  au  centre  L  de  A''  [fig,  261),  les  carrés  des  coordonnées  des 
points  B  et  B,  seraient  n^  et  V\  on  voit,  par  suite,  d'après  la  seconde  des  équa- 
tions (11),  que  h'^^  sera  positif  ou  négatif,  selon  que  ces  points  se  trouveront  hors 
de  la  troisième  directrice,  ou  dans  sa  concavité. 

Quand  V^  et  c''^  seront  négatifs,  A'  sera  imaginaire.  Cela  arriverait,  par  exemple, 
si  A  était  une  ellipse  et  A''  une  hyperbole  passant  dans  l'intérieur  de  cette  courbe 
{fig*  231).  La  première  des  équations  (11)  qui  exprime  les  relations  de  polarité, 
donne  pour  a  une  valeur  toujours  réelle,  et  par  suite  le  plan  G  de  A'  continue  à 
exister;  comme  d'ailleurs  des  droites  et  un  plan  se  rencontrent  nécessairement, 
lorsque  l'intersection  de  la  développable  avec  le  plan  réel  G  de  la  seconde  direc- 
trice sera  imaginaire,  la  surface  elle-même  sera  imaginaire.  11  est,  en  effet,  facile 
de  voir  que,  dans  le  cas  que  nous  venons  d'indiquer,  il  n'y  a  pas  sur  l'intersection 
XY  des  plans  des  directrices  données,  de  points  d'où  l'on  puisse  mener  des  tangentes 
aux  deux  courbes. 

507.  Quand  la  troisième  directrice  A''  passe  par  les  points  B  et  B^  (y?g\  261),  la 
valeur  de  h'^^  est  nulle,  et  la  deuxième  directrice  se  réduit  à  une  droite;  la  surface 
est  alors  formée  de  deux  cônes  du  second  degré  dont  les  sommets  F'  et  F^  ont  pour 
coordonnées  a,  o  et  ±:  c'  [fig.  203);  les  longueurs  a  et  d  étant  données  par  les 
équations  (îi).  Ces  deux  points  F'  et  F'^  sont  les  seuls  de  la  deuxième  directrice 
qui  soient  utiles. 

En  faisant  h'  nul  dans  l'équation  (8),  on  trouve  que  la  quatrième  directrice  se 
réduit  comme  la  seconde  à  la  ligne  des  sommets. 

508.  Si  la  troisième  directrice  restant  invariable  de  forme  se  transporte  paral- 
lèlement à  elle-même,  de  manière  que  son  centre  parcoure  l'axe  des  abscisses, 
dans  deux  positions  la  surface  présentera  des  particularités  remarquables. 

Quand  A  et  A''  sont  concentriques,  n  est  nul,  et  on  voit  par  les  équations  (11)  que 
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a,  y  et  c'  ont  des  valeurs  infinies  :  la  seconde  directrice  A'  est  donc  transportée 
à  l'infini.  L'équation  (la)  de  A'''  devient  alors 


z^         l         a'\  x^' 


On  voit  que  cette  conique  a  le  même  centre  que  A  et  A'',  et  que  les  traces  des 
plans  de  deux  directrices  sur  le  plan  de  la  troisième  forment,  pour  celle-ci,  un 
système  de  diamètres  conjugués. 

En  faisant  différentes  hypothèses  sur  les  signes  des  carrés  6^  c^,/)^  et  g^,  on 
reconnaît  que  les  trois  coniques  concentriques  sont  nécessairement  deux  ellipses 
et  une  hyperbole  ou  trois  hyperboles. 

Quand  les  directrices  données  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole,  la  troisième 
conique  peut  être  imaginaire,  et  alors  comme  son  plan  est  réel,  la  surface  elle- 
même  est  imaginaire  (art.  506), 

509.  Lorsque  la  troisième  directrice  A''  touche  le  plan  de  la  première,  r^^  est 
égal  a  />%  et  on  reconnaît  par  les  équations  (i  i),  que  A'  se  confond  avec  A.  La  sur- 
face de  la  pénombre  est  alors  aplatie,  et  forme  deux  fois  le  plan  de  la  courbe  A,  qui 
n'est  plus  une  ligne  double  de  la  développable  proprement  dite,  mais  une  simple 
section  plane  n'ayant  de  remarquable  que  d'être  du  second  degré.  On  voit  d'ail- 
leurs par  l'équation  (12)  que  la  quatrième  directrice  se  trouve,  comme  la  seconde, 
tangente  au  plan  de  la  première.  Ces  résultats  pouvaient  être  prévus  d'après  les 
considérations  présentées  à  l'article  456. 

510.  Si  l'on  donne  les  troisième  et  quatrième  directrices,  c'est-a-dire  deux 
courbes  quelconques  du  second  degré,  ayant  leurs  centres  sur  la  droite  d'intersec- 
tion de  leurs  plans,  on  trouvera  deux  autres  directrices  A  et  A',  situées  dans  des 
plans  parallèles  aux  diamètres  des  courbes  données,  conjuguées  avec  la  droite  des 
centres,  et  dont  la  position  précise  sera  fixée  par  les  relations  de  polarité  que  nous 
avons  établies  ;  ainsi  les  points  A  et  0  {/ig,  241)  seront  les  centres  de  A  et  de  A^ 
si  la  polaire  de  A  par  rapport  à  A''  passe  par  0,  et  si  la  polaire  de  0  par  rapport  à 
A'"  passe  par  A.  Alors  on  aura 


d'où 


ou  bien 


en  posant 


LO  =  "ï—r  î  KO  =  VT-T-  ? 

LA  KA 


.^__LP        KG 


n        Jii — n 


L?=p,     KG=:/,     LK=^,,     LA==/i. 
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Résolvant  réquation  par  rapport  à  Tabscisse  inconnue  zi  (1)  on  trouve 


il  —  '  '  — ~" ■■ — ~~  * 

irii 

Les  deux  valeurs  de  n  sont  les  abscisses  des  points  A  etO;  la  position  des  plans 
de  A  et  A'  est  donc  déterminée.  On  obtiendra  les  diamètres  de  ces  courbes  à  l'aide 
des  deux  dernières  équations  (10),  et  de  deux  autres  analogues  à  celles-là,  et  rela- 
tives a  la  directrice  A'". 

Le  seul  cas  auquel  nous  nous  arrêterons  est  celui  où  les  valeurs  de  n  sont  ima- 
ginaires, parce  que  nous  avons  examiné  dans  la  discussion  précédente  la  disposi- 
tion de  la  surface,  quand  les  plans  des  directrices  A  et  A'  sont  réels. 

La  quantité  soumise  au  radical  est  essentiellement  positive  quand /?^  est  négatif, 
et  aussi  quand  p'^  est  négatif,  car  on  reconnaît  facilement  que  Ton  peut  y  faire 
permuter  p^  avec  y  ^  Les  plans  des  deux  premières  directrices  A  et  A' ne  peuvent 
donc  devenir  imaginaires  que  quand  les  deux  dernières  A"  et  A'"  rencontrent  le  dia- 
mètre suivant  lequel  se  coupent  leurs  plans. 

En  mettant  l'équation  précédente  sous  la  forme 


n 


_p'  —  p''-\'n\±sj[n\-^{p'-^py][n]  —  (p  —  p'r] 


on  reconnaît  que  les  valeurs  de  n  sont  imaginaires  lorsque  Ton  a 

n^  <p-+-p',     n,>±L  [p  —  p'), 

ce  qui  exige  que  les  points  de  rencontre  P  et  Q,  H  et  G  soient  alternes.  Dans  ce  cas, 
la  développable  n'a  pas  d'autre  ligne  double  que  les  directrices  A  et  A''  [1), 

511 .  Relations  entre  les  segments  interceptés  sur  les  génératrices.  Nous  allons  main- 
tenant étudier  les  relations  qui  existent  entre  les  longueurs  des  segments  inter- 
ceptés sur  une  génératrice  parles  quatre  directrices. 

La  génératrice  qui  passe  par  le  point  (M,  M')  [fig.  261  et  ^G^i)  dont  les  coor- 
données sont  p  et  7,  rencontre  la  troisième  directrice  en  un  point  u  dont  l'abscisse 

(i)  n  représente  la  même  longueur  que  dans  les  articles  précédents,  mais  avec  un  signe  contraire, 
parce  que  l'origine  des  abscisses  a  été  naturellement  transportée  du  point  A>  qui  est  inconnu,  au 
centre  L  de  A'^ 

[1)  Si  l'on  a  deuK  sections  coniques  A  et  A'  {fig*  264),  situées  dans  deux  plans  P  et  Q  qui  se 
coupent  suivant  une  droite  XY,  on  peut  concevoir  que  l'on  fasse  une  déformation  homologique  ou 
perspective  relief,  dans  laquelle  cette  ligne  s'éloigne  à  l'infini.  Les  plans  P,  et  Q,,  homologues  de  P 
et  de  Q,  seront  parallèles,  et  la  développable  circonscrite  aux  courbes  Ai  et  A'^  transformées  de  A  et 
de  A^,  aura,  outre  Ai  et  A\,  deux  lignes  doubles  planes  et  du  second  degré  qui  pourront  être  imagi- 
naires. La  développable  circonscrite  à  A  et  A'  jouit  donc  de  la  môme  propriété. 

Les  pôles  A  et  0  de  XY  sont  homologues  des  centres  de  Ai  et  A'^  ;  les  diamètres  conjugués  parai- 
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At  est  la  valeur  de  oo  donnée  par  la  première  des  deux  équations  (6)  (art.  494). 
Par  conséquent,  si  nous  posons 


j^2  __  ii:iL  _!_  /  T  __  !l:^  \  1 


+ 

(- 

2 

K 

R= 

•■{Kt- 
aR 

-aY 

C-' 


nous  aurons 
d'où 

A^=R_x 

A^  est  Tabscisse  du  point  où  la  même  génératrice  rencontre  la  directrice  A'''; 
nous  aurons  donc,  par  de  simples  permutations  de  lettres, 

.  aW 

Portant  dans  cette  dernière  équation  la  valeur  de  |3^  prise  dans  Téquation  (i), 
et  posant 

(i3)  ^===^6^' 

on  trouve 

Les  expressions  R  et  R'  sont  affectées  des  deux  signes  ;  dans  la  disposition  adoptée 
sur  nos  figures,  elles  sont  positives  pour  les  génératrices  qui  appartiennent  à  la 
surface  de  l'ombre  et  négatives  pour  celles  de  la  surface  de  la  pénombre,  car  les 
abscisses  A^  et  kg  des  traces  de  Tune  des  premières  droites  sont  plus  grandes 

îèles  de  ces  dernières  coniques  ont  pour  homologues  sur  P  et  Q  les  droites  qui  passent  par  les  points 
A  et  O,  et  qui  se  rencontrent  en  des  points  g  et  h  de  XY,  tels  que  l'un  quelconque  soit  le  pôle  des 
droites  qui  vont  des  points  A  et  0  à  l'autre. 

Les  points  g  et  A  sont  réciproques  dans  le  système  des  deux  coniques  A  et  A'.  Les  droites  A^  et 
0^  d'une  part,  A^  et  OA  de  l'autre,  déterminent  les  plans  des  directrices  A'^etA'^^ 

Le  tétraèdre  formé  par  les  plans  des  quatre  lignes  doubles  a  ses  sommets  aux  points  g^  ^,  A  et  0  ; 
deux  quelconques  d'entre  eux  sont  réciproques  pour  les  coniques  dont  les  plans  se  coupent  sui- 
vant la  droite  sur  laquelle  ils  se  trouvent. 

On  peut  appliquer  à  ce  cas  général  les  formules  que  nous  avons  trouvées,  en  les  interprétant 
convenablement.  L'origine  est  au  point  A  {fig»  264);  Taxe  des  abscisses  passe  par  le  point  O.  Une 
valeur  de  ^détermine  un  point  L  situé  sur  l'axe  kx  [fig,  245),  et  le  plan  passant  par  ce  point  et 
par  l'intersection  XY.  On  doit  considérer  dans  ce  plan  deux  axes  allant  du  point  L  aux  pôles  h  et 

g.  Les  ordonnées  /  et  z  d'un  point  M  sont  les  rapports  ^  ^t  —  •  (Voir  les  avantages  de  ce  sys- 
tème de  coordonnées  aux  articles  ^568  et  suivants  du  Traité  de  Géométrie  supérieure  de  M.  Chasles.  ) 
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que  a,  et  pour  une  des  dernières,  ces  mêmes  longueurs  sont  plus  petites  que  a.  La 
formule  (i3)  fait  connaître  leur  rapport  X  sans  ambiguïté  de  signe. 
Portant  la  valeur  de  R'  dans  l'expression  de  Ag,  on  obtient 


On  trouve  ensuite 


1 —         al^ 


7— ■  a^  a 


R  — I         ^~R__i 

On  déduit  enfin  de  ces  expressions,  et  de  celle  qui  a  été  obtenue  précédemment 
pour  A  t, 

Og  '  Ot~'^' 

512.  Lorsque  Ton  établit  des  relations  entre  des  segments  faits  sur  une  même 
droite,  pour  que  les  formules  conviennent  à  la  figure,  quelle  que  soit  la  disposition 
relative  de  ses  parties,  il  est  nécessaire  de  regarder  un  segment  comme  changeant 
de  signe  chaque  fois  que  l'ordre  dans  lequel  ses  extrémités  se  présentent  est  inter- 
verti. Afin  d'appliquer  facilement  cette  règle,  on  prend  pour  origine  d'un  segment 
le  point  représenté  par  la  première  des  deux  lettres  qui  servent  à  le  désigner,  et  on 
le  regarde  comme  étant  positif  ou  négatif  suivant  qu'à  partir  de  son  origine,  il  est 
dirigé  dans  un  même  sens  convenu  ou  en  sens  contraire.  Sur  notre  figure  cette 
direction  sera  celle  que  nous  avons  adoptée  pour  les  abscisses  positives.  Dans  la 
formule  qui  précède,  les  segments  ont  leur  origine  au  point  A  ou  au  point  0  :  ils 
sont  tous  positifs. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  Ag  est  égal  a  —  g  A,  nous  aurons  donc,  en 
changeant  les  signes  des  segments, 

Ici  les  segments  sont  négatifs;  mais  quand  il  n'entre  dans  une  formule  que  des 
rapports  de  segments  ayant  une  même  origine,  on  peut  ne  pas  s'inquiéter  du  signe 
de  chacun  d'eux,  et  considérer  un  rapport  comme  positif  ou  négatif,  suivant  que  ses 
deux  segments  sont  dirigés  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraire  à  partir  de 
leur  extrémité  commune. 

515.  Les  segments  de  la  droite  M^  sont  proportionnels  à  leurs  projections  sur 
Ax)  nous  avons  donc 

(.4)  ^:^  =  X. 

Enfin  la  même  équation  continuera  de  subsister  si  les  différentes  lettres  repré- 
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sentent  les  points  de  la  génératrice  qui  sont  sur  les  quatre  directrices,  au  lieu  de 
leurs  projections  horizontales. 

L'expression  ^  :  —  est  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  g,  u,  M 

et  m  situés  en  ligne  droite  :  c'est  le  rapport  des  distances  du  premier  point  aux  deux 
derniers  y  divisé  par  le  rapport  des  distances  du  seconda  ceux-là.  Le  théorème  exprimé 
par  l'équation  (ï4)  consiste  donc  en  ce  que  dans  la  développahle  circonscrite  à  deux 
coniques  y  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  où  une  génératrice  quelconque 
/encontre  les  quatre  directrices  est  constant. 

L'équation  (i3)  montre  que  quand  les  directrices  A  et  A'  sont  de  même  genre, 
le  rapport  X  est  positif;  il  est  égal  à  l'unité  lorsque  ces  courbes  sont  semblables, 
et  on  reconnaît  facilement  d'après  l'équation  (i4)  que  les  points  g  et  u  doivent 
se  confondre.  La  surface  est  alors  composée  de  deux  cônes,  et  chaque  génératrice 
coupe  les  deux  plans  des  diamètres  conjugués  parallèles,  en  un  seul  point,  sommet 
du  cône  auquel  elle  appartient. 

514.  On  rencontre  souvent  dans  les  recherches  géométriques  des  systèmes  de 
quatre  points  dont  le  rapport  anharmonique  est  égal  k  l'unité  négative  :  on  dit  alors 
que  la  division  est  harmonique,  ou  que  les  deux  premiers  points  sont  conjugués 
harmoniques  des  deux  autres. 

La  division  des  génératrices  ne  peut  être  harmonique  que  quand  les  directrices 
A  et  A'  sont  de  genre  différent.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  construire  dans  des  plans 
parallèles  deux  sections  coniques  telles,  que  les  génératrices  de  la  développable 
circonscrite  soient  divisées  harmoniquement  par  les  quatre  lignes  doubles,  et  alors 
si  l'on  transporte  une  des  directrices  A  et  A'  parallèlement  à  elle-même  dans  son 
plan,  ou  dans  un  plan  parallèle,  la  valeur  (ï3)  de  X  ne  changera  pas,  et  la  division 
des  génératrices  de  la  surface  transformée  sera  encore  harmonique  (i). 

515.  On  déduit  de  l'équation  (î4) 

s  _  ^M  X  um gM  X  um gM  X  um 

gm  X  uM       (gw-f-  um)[um  +  mM)       guX  mM-\-um{gu-\~  um  -\-mM) 

ï       PM  X  mM. 
X       gW  X  um  ^ 

et  enfin 

(r5)  X'^i  -\. 

en  posant 

fi6^  l!i-j^^v 

(i)  Les  rapports  anharmoniques  n'étant  pas  altérés  par  la  perspective,  on  peut  étendre  au  cas  où 
les  directrices  ^  et  A'  sont  dans  des  plans  qui  se  coupent,  les  théorèmes  que  nous  avons  démontrés 
aux  articles  ^11  et  suivants. 
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On  obtient  par  des  transformations  analogues 

I  —  A  gu      Mu 

X'  et  V'  sont  deux  nouveaux  rapports  anharmoniques  des  points  de  division. 
Quatre  points  en  ligne  droite  déterminent  ainsi  trois  rapports  anharmoniques  dis- 
tincts, qui  ont  entre  eux  des  relations  simples. 

516.  Si  nous  portons  les  valeurs  (ii)  de  b'^  et  de  c'^  (art.  505)  dans  l'expres- 
sion (i3),  et  la  quantité  ainsi  obtenue  pour  X  dans  Téquation  (i5),  nous  aurons 


Quand  n  est  nul,  la  valeur  de  V  se  réduit  a|^)  et  nous  savons  que  A,  A"  et  A'" 

sont  alors  concentriques,  et  que  A'  est  à  l'infini  (art,  508).  Lorsque  le  point  m 

s'éloigne,  le  rapport — ^converge  vers  l'unité,  et  il  atteint  cette  limite  quand  la 

directrice  à  laquelle  il  appartient  est  a  l'infini.  On  a  donc  dans  le  cas  qui  nous 
occupe 

gU        b'' 

Cette  relation,  qu'il  est  facile  d'obtenir  directement,  montre  que,  dans  la  développahle 
circonscrite  à  deux  coniques  concentriques^  les  segments  interceptés  par  les  trois  direc- 
trices sur  une  génératrice  sont  dans  un  rapport  constant. 

Le  rapport  de  gu  à  ^M  [fig,  261  )  est  le  même  que  celui  de  tu  à  AM.  Les  direc- 
trices A''  et  A  étant  d'ailleurs  devenues  concentriques,  les  longueurs  tu  et  AM  sont 
les  abscisses  des  points  ?/  et  M  de  ces  courbes,  mesurées  sur  le  diamètre  commun 
Aj;  donc  si  Von  considère  les  points  où  une  génératrice  rencontre  deux  directrices, 
leurs  abscisses  sur  le  diamètre  commun  seront  dans  un  rapport  constant, 

517.  Groupes  de  génératrices.  Considérons  quatre  points  M,  N,  R  et  S  situés  sur 
la  première  directrice  A  [fig,  ^55),  et  disposés  de  manière  à  former  les  sommets 
d'un  quadrilatère  ayant  ses  côtés  parallèles  aux  diamètres  conjugués  parallèles  de 
A  et  A'  :  par  ces  points  passent  huit  génératrices  qui  se  croisent  aux  points  m,  n,  r 
et  s  placés  d'une  manière  analogue  sur  A'.  Ces  génératrices  sont 


Mm 

Nra 

Ss 

Rr 

Nr 

M* 

R« 

Sm 

Les  quatre  d'entre  elles  qui  appartiennent  a  la  surface  de  la  pénombre,  ont  été  tra- 
cées par  exception. 
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518.  Nous  regarderons  ces  huit  droites  comme  formant  un  groupe,  et  appartenant 
à  àenu  systèmes  différents.  Chaque  génératrice  de  Tun  des  systèmes  rencontre  celles 
de  l'autre  qui  dépendent  du  même  groupe  en  des  points  qui  sont  sur  les  quatre 
directrices.  Deux  génératrices  ne  se  rencontrent  jamais,  lorsqu'elles  dépendent  de 
groupes  différents,  ou  d'un  même  système  dans  un  groupe. 

Les  huit  génératrices  d'un  groupe  appartiennent  évidemment  à  un  hyperboloïde. 

519.  Dans  un  exercice  graphique,  on  ne  peut  obtenir  des  points  des  directrices 
inconnues,  qu'en  opérant  sur  des  groupes  de  génératrices.  Il  est  donc  intéressant  de 
savoir  comment  les  quatre  points  d'un  même  groupe  sont  disposés  sur  les  deux 
coniques  A''  et  A"'. 

Les  quatre  points  M,  N,  R  et  S  ont  des  ordonnées  égales  en  grandeur  absolue; 
le  groupe  auquel  ils  appartiennent  peut  être  considéré  comme  déterminé  par  le  carré 

, 2 

7^  de  cette  ordonnée;  par  conséquent,  si  l'on  attribue  à  7^  la  valeur  M'A'  [fig,  iÇ)2), 
chacune  des  équations  (6)  de  l'article  494  sera  celle  d'une  ligne  passant  par  les  quatre 
points  u,  u^,  s?  et  9^  [fig,  a6i),  traces  horizontales  des  génératrices  du  groupe  dont 
nous  nous  occupons.  La  première  équation  représente  deux  droites  w^  et  uu^  paral- 
lèles à  l'axe  Ay;  la  seconde,  deux  droites  çu^  et  uv^  qui  se  croisent  en  0.  En  les 
divisant  l'une  par  l'autre,  on  obtient  une  troisième  équation  qui  détermine  deux 
droites  dirigées  vers  le  point  A. 

Les  quatre  points  g\  g\ ,  k'  et  Jc^ ,  traces  des  génératrices  du  groupe  sur  le  plan  de 
A'",  sont  également  placés  de  telle  manière,  que  les  droites  qui  les  joignent  deux  à 
deux  convergent  les  unes  vers  le  point  A',  les  autres  vers  le  point  0',  et  les  der- 
nières vers  le  point  à  l'infini  où  les  traces  des  plans  de  A  et  de  A'  se  rencontrent. 

520.  Les  quatre  sommets  I,  L,,  i  et  i^,  situés  sur  M',  satisfont  aux  relations  que 
nous  venons  d'indiquer,  et  déterminent  un  groupe  qui  correspond  à  la  valeur  o  de 
7^.  Ce  groupe  ne  contient  que  quatre  génératrices,  et  par  suite  il  n'a  que  deux  points 
sur  les  autres  directrices  :  B  et  Bj  sur  A,  C  et  C^  sur  A',  H'  et  G'  sur  A"'. 

Les  quatre  sommets  J',  J'^ ,  j'  etf^  appartiennent  a  un  autre  groupe  simple,  qui  n'a 
que  deux  points  sur  chacune  des  trois  premières  directrices  :  E'  et  E'^ ,  F'  et  F^ , 
F  et  Q'  {fig.  262). 

La  considération  des  groupes  simples  permet  de  reconnaitre  le  nombre  des  som- 
mets de  la  surface,  dans  les  différentes  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  les  direc- 
trices A  et  A'.  Nous  remarquerons  que  quand  la  développable  a  des  sommets  sur 
l'une  de  ces  deux  courbes,  telle  que  A',  les  tangentes  en  ces  points  doivent  être  des 
génératrices  (art.  457),  et  comme  elles  sont  parallèles  au  plan  de  A,  les  points  où 
elles  rencontrent  cette  directrice  sont  à  l'infini,  et  elles  sont  par  conséquent  parai-- 
lèles  à  ses  asymptotes.  Elles  forment  d'ailleurs  évidemment  un  groupe  simple, 

521 .  Discussion  du  nombre  des  sommets.  Nous  distinguerons  six  dispositions  prin- 
cipales. 

IL  lî 
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i""  Quand  les  directrices  A  et  A'  sont  des  ellipses  situées  d'une  manière  quel- 
conque dans  des  plans  parallèles,  les  plans  des  diamètres  conjugués  parallèles 
sont  réels,  et  contiennent  des  groupes  simples  qui  déterminent  quatre  sommets 
sur  chacune  des  directrices  A''  et  A''';  mais  il  n'y  en  a  pas  sur  les  premières  A  et  A\ 
parce  qu'aucune  d'elles  n'a  d'asymptotes  :  la  surface  a  donc  en  tout  huit  sommets 
réels  [fig,  255). 

2^  Quand  la  première  directrice  A  est  une  ellipse,  et  la  seconde  A'  une  hyperbole, 
les  plans  des  diamètres  conjugués  parallèles  sont  encore  réels,  mais  l'un  de  ces  dia- 
mètres Nn  {/ig\  ^53)  ne  rencontre  pas  l'hyperbole,  et  le  groupe  simple  correspon- 
dant est  imaginaire  avec  les  sommets  qu'il  contient  sur  A"\  D'un  autre  côté  la  pre- 
mière directrice  A  porte  quatre  sommets  aux  points  I,  I,,  i  et  ^^  où  la  tangente  est 
parallèle  à  l'une  des  asymptotes  de  l'hyperbole  A'  :  la  surface  a  donc  huit  sommets 
sur  les  directrices  A  et  A''  (  i  ) . 

3^  Lorsque  les  directrices  A  et  A' sont  des  hyperboles,  si  dans  le  système  des  dia- 
mètres conjugués  parallèles  les  diamètres  transverses  sont  sur  la  même  droite 
[Jig,  252),  il  y  a  un  groupe  simple  réel  dans  leur  plan  Oj,  et  par  suite  quatre 
sommets  sur  la  directrice  A"  qu'il  contient.  Il  y  en  a  quatre  autres  I,  I,,  i  et  ?,  sur 
Thyperbole  A'  pour  laquelle  l'angle  des  asymptotes  est  le  plus  petit  :  la  surface  a 
donc  encore  huit  sommets. 

ff  Les  directrices  A  et  A'  étant  toujours  des  hyperboles,  si  les  diamètres  transverses 
dans  le  système  des  diamètres  conjugués  parallèles  ne  sont  pas  sur  la  même  droite, 
la  surface  pourra  être  imaginaire  {/ig.  265)  ;  lorsqu'elle  sera  réelle,  les  deux  groupes 
contenus  dans  les  plans  Non,  Mom  des  diamètres  conjugués  parallèles  {/ig.  'a66  ) 
seront  imaginaires,  mais  ceux  formés  par  les  tangentes  des  premières  directrices 
réciproquement  parallèles  aux  asymptotes  seront  réels,  et  la  surface  aura  huit  som- 
mets placés  quatre  à  quatre  sur  A  et  A'. 

5^'  Lorsque  les  diamètres  conjugués  parallèles  des  hyperboles  A  et  A'  sont  ima- 
ginaires (Jig,  2/19),  on  ne  peut  plus  former  que  des  groupes  incomplets  contenant 
chacun  quatre  génératrices,  telles  que  MM',  MN',  NM'  et  NN\  Les  directrices  A''  et 
A"'  sont  imaginaires,  et  la  surface  a  seulement  quatre  sommets  I,  li ,  J  et  J^  placés  sur 
les  directrices  A  et  A',  et  dépendants  de  groupes  simples  formés  chacun  de  quatre 
génératrices. 

(i)  Quand  deux  sections  coniques  sont  concentriques,  leurs  diamètres  conjugués  communs  en 
direction  sont  les  diagonales  du  parallélogramme  formé  par  les  tangentes  de  l'une  parallèles  aux 
asymptotes  de  l'autre.  Nous  nous  sommes  servi  de  cette  propriété,  dont  la  démonstration  est  facile, 
pour  l'établissement  des  figures  2.52,  253  et  266. 

Les  droites  diamétrales  conjuguées  communes  sont  aussi  les  diagonales  du  parallélogramme  cir- 
conscrit aux  deux  coniques  ;  ils  sont  encore  parallèles  deux  à  deux  à  celles  des  sécantes  communes 
qui  ne  passent  pas  par  le  centre.  On  voit  que  l'on  a,  en  général,  plusieurs  moyens  pour  les  tracer 
avec  exactitude. 
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Dans  ce  cas  la  surface  n'est  plus  composée  de  deux  parties  distinctes;  elle  peut 
3tre  déroulée  sur  un  plan  par  un  même  développement. 

6"^  Si  les  plans  des  directrices  A  et  A'  sont  imaginaires,  la  surface  sera  donnée 
par  deux  lignes  doubles  A''  et  ùk\  ayant  leurs  centres  sur  la  droite  d'intersection  de 
leurs  plans,  et  telles  que  leurs  points  de  rencontre  avec  ces  lignes  soient  réels  et 
alternes  (art.  510).  On  pourra  alors  mener  à  chaque  courbe  deux  tangentes  de  Tun 
des  points  où  Tautre  perce  son  plan.  La  développable  aura  ainsi  deux  sommets  sur 
chacune  des  directrices  réelles. 

522.  Telles  sont  les  dispositions  différentes  que  la  surface  présente  quand  deux 
directrices  sont  des  coniques  à  centre  situées  dans  des  plans  parallèles  (  i  ).  On  doit 
distinguer  deux  grandes  variétés.  Dans  la  première,  la  surface  se  divise  en  deux 
parties  ayant  chacune  son  arête  de  rebroussement  distincte;  elle  a  quatre  lignes 
doubles  réelles,  dont  deux  portent  quatre  sommets.  Quatre  des  huit  sommets  sont  sur 
une  partie  de  l'arête  de  rebroussement,  et  les  quatre  autres  sur  l'autre.  Les  groupes 
ordinaires  se  composent  de  huit  génératrices,  et  les  groupes  simples  de  quatre. 

Dans  la  seconde  variété,  la  surface  ne  se  divise  pas  en  deux  parties.  Elle  a  deux 
lignes  doubles  dont  chacune  porte  deux  sommets.  Les  groupes  ordinaires  se  com- 
posent de  quatre  génératrices,  et  les  groupes  simples  de  deux. 

Enfin,  la  surface  peut  être  imaginaire. 

Détermination  générale  des  surfaces  d'ombre  et  de  pénombre*  —  Développable 
circonscrite  à  deux  surfaces  du  second  degré. 

523.  Considérations  générales.  L'exercice  auquel  sont  consacrées  les  Plan- 
ches XXIV,  XXV,  XXVI  et  XXVII,  et  les  observations  de  l'article  487,  montrent 
comment  on  peut  résoudre  les  problèmes  graphiques  qui  se  rattachent  à  la  déter- 
mination de  l'ombre  d'une  aire  opaque  éclairée  par  une  aire  lumineuse.  Il  sera 
souvent  nécessaire  de  couper  la  développable  par  des  plans,  pour  obtenir  des  points 
de  sa  courbe  d'intersection  avec  elle-même.  L'ombre  sera  indéfinie  quand  la  sur- 
face n'aura  pas  de  ligne  double  du  côté  de  l'aire  opaque,  et  quand  elle  en  aura  une 
dont  la  partie  utile  s'étendra  a  l'infini. 

(i)  Lorsque  les  directrices  données  ne  sont  pas  dans  des  plans  parallèles,  les  points  M,  N,  R  et 
S  d'un  même  groupe  {Jig,  264)  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  dont  les  côtés  convergent  deux 
à  deux  vers  les  points  g  et  h  (art.  310,  note),  et  dont  les  diagonales  se  croisent  au  pôle  A  de  XY. 

Quand  Tune  des  courbes  A  et  ^'  ne  rencontre  pas  la  droite  XY,  sa  transformée  est  une  ellipse, 
et  la  surface  a  huit  sommets;  mais  si  les  deux  directrices  coupent  XY,  et  si  les  points  de  section 
sont  alternes  (Jig»  2167),  ^^^  transformées  seront  des  hyperboles  ayant  la  disposition  indiquée  sur 
la  figure  249,  et  alors  la  surface  n'aura  que  deux  lignes  doubles  à  et  A^  et  quatre  sommets  I,  Ii, 
J  et  Ji.  Enfin  si  les  coniques  étaient  disposées  comme  il  est  indiqué  sur  \^  figure.  25i,  la  perspective 
leur  donnerait  les  positions  relatives  indiquées  sur  la  figure  265^  et  la  surface  serait  imaginaire. 

1    lo 
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524.  La  surface  générale  de  Tombre  ne  sera  pas  modifiée  si  Ton  remplace  les 
aires  par  des  corps  dont  les  sm^faces  lui  soient  inscrites.  L'ombre  d'un  corps  opaque 
par  un  corps  lumineux  est  donc  limitée  par  Tenveloppe  des  positions  d'un  plan  qui 
se  meut  en  les  touchant  toujours,  et  les  laissant  d'un  même  côté.  On  trouve  par  un 
raisonnement  analogue  que,  si  le  plan  mobile  laissait  les  corps  de  côtés  différents, 
son  enveloppe  formerait  la  surface  de  la  pénombre. 

Il  arrive  quelquefois  que  la  développable  complète  se  compose  de  deux  cônes; 
mais,  en  général,  elle  a  une  arête  de  rebroussement,  et  sa  détermination  exige  des 
tracés  très-longs.  On  peut  obtenir  des  génératrices,  en  menant  des  plans  tangents 
communs  à  deux  cylindres  respectivement  circonscrits  aux  surfaces  et  parallèles  à 
une  même  direction  arbitraire,  et  enjoignant  par  des  droites  les  points  où  un  même 
plan  touche  les  deux  surfaces.  Pour  avoir  un  résultat  de  quelque  exactitude,  il  faut 
répéter  cette  opération  un  assez  grand  nombre  de  fois. 

525.  Surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  la  déçeloppahle  circonscrite  à  deux 
coniques.  Nous  allons  rechercher  si  des  surfaces  du  second  degré  peuvent  être  in- 
scrites dans  la  développable  qui  est  représentée  dans  les  Planches  XXIV ^  XXVI  et 
XXVIL  Nous  conserverons  les  notations  de  l'article  494c 

Pour  qu'un  plan 

(i)  kœ-A-'Qy  ^G^z  =  1 

soit  tangent  à  la  développable,  il  faut  qu'il  contienne  les  tangentes  des  directrices  A 
et  A',  en  deux  points  d'une  même  génératrice;  les  équations  de  ces  tangentes  sont 

6  y  [     &  Y 

07  =:  G,  (    ^  =  a. 


Par  conséquent,  on  doit  avoir 


I 


È1'Ê\.         n-? 


On  trouve  une  seconde  valeur  pour  A,  mais  elle  est  égale  à  celle  qui  précède,  en 
vertu  de  Téquation  (3)  de  l'article  494,  et  par  suite  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en 
occuper. 

Considérons  maintenant  une  surface  du  second  degré,  ayant  son  centre  sur  Taxe 
kx,  et  dans  laquelle  cet  axe  et  les  diamètres  parallèles  aux  autres  axes  A  j  et  A'^ 
[fig,  261  et  262)  forment  un  système  de  diamètres  conjugués.  Son  équation  sera 

(3)  (f:z;^  +  r!  +  £!  =  i. 
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En  cherchant  la  condition  pour  que  le  plan  (i)  touche  cette  surface,  on  trouve  (^) 
et  remplaçant  A,  B  et  C  par  leurs  valeurs  (2), 

Cette  équation  exprime  que  la  surface  (3)  est  tangente  au  plan  qui  touche  la 
développable  le  long  de  la  génératrice  considérée.  Une  seule  des  variables  auxi- 
liaires, par  exemple  j3,  suffit  pour  déterminer  cette  droite;  les  valeurs  correspon- 
dantes de  7  et  de  j3'  sont  données  par  les  équations  (1)  et  (9)  des  articles  494 
et  4^8. 

Eliminant  y  et  le  carré  de  j3',  nous  trouvons 

(4)  m^'^v^rL. 

en  posant 

Élevons  l'équation  (4)  au  carréj  portons-y  la  valeur  de  |3'^  prise  à  Tarticle  498^ 
et  ordonnons, 


M 


|3^  +  |; ,MP  ~  ^  {c^h'-  -  è^c-)]  |3^  +  [P^  ->.  N^  y^  o. 


Pour  que  la  surface  du  second  degré  soit  touchée  par  tous  les  plans  tangents  de  la 
développable,  il  faut  que  cette  équation  soit  satisfaite  quel  que  soit  |3,  et  par  suite 
que  les  coefficients  des  trois  termes  soient  nuls,  ce  qui  exige  que  M,  N  et  P  soient 
égaux  à  zéro.  Nous  avons  ainsi  trois  équations;  en  les  résolvant  par  rapport  à  X^ 
\}?  et  v^,  on  trouve 


(5)  X^  =  y?  -  au,      u? ^  ^-^  b' ^  ^  b'\      v'  ^  ^^^=1^  c^  -{- ^  c' 


/2 


(*)  On  calcule  Téquation  générale  du  plan  tangent  à  la  surface  (3),  et  l'on  exprime  que  ce  plan 
se  confond  avec  (i);  on  obtient  ainsi  trois  équations  de  condition,  on  en  déduit  les  coordonnées 
du  point  de  contact  et  l'on  porte  leurs  valeurs  dans  l'équation  (3). 

On  peut  encore  éliminer  une  des  variables  entre  les  équations  (i)  et  (3)  et  exprimer  que  l'équa- 
tion que  l'on  obtient  est  décomposable  en  deux  facteurs  du  premier  degré,  car  alors  le  plan  coupe  la 
surface  suivant  deux  droites. 
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A  toute  grandeur  de  u  correspondent  des  valeurs  pour  X^,  pJ^  et  v^,  et  par  con- 
séquent tout  point  de  Taxe  des  abscisses  est  le  centre  d'une  surface  du  second 
degré  inscrite  dans  la  déveîoppable,  et  ayant  d'ailleurs  des  diamètres  conjugués 
parallèles  à  nos  axes  coordonnés. 

526.  Quand  u  est  nul,  on  trouve 

X^  ~  o,       p.^  ™  è%       v-~c^ 

La  surface  du  second  degré  se  réduit  alors  à  la  directrice  A.  La  valeur  a  de  w  fait 
de  même  trouver  la  seconde  directrice  A'.  Enfin  si  Ton  donne  à  ?^  la  valeur  (lo) 
de  Fabscisse  n  du  centre  de  A''  (art.  505),  on  obtient  pour  X^  et  [j?  les  valeurs  de 
p^  et  de  9^,  et  v^  devient  nul.  Ainsi  donc  chacune  des  coniques  lignes  doubles  de 
la  déveîoppable,  représente  une  surface  du  second  ordre  inscrite,  qui  se  distingue 
des  autres  en  ce  qu'un  de  ses  trois  diamètres  conjugués  est  nul. 

Si  le  centre  de  la  surface  inscrite  parcourt  l'axe  des  abscisses,  à  chacune  de 
ses  coïncidences  avec  le  centre  de  l'une  des  lignes  doubles,  un  des  carrés  X^,  |x-  et 
v^  changera  de  signe,  et  la  surface  passera  d'un  genre  à  un  autre.  Quand  le  cen- 
tre sera  à  l'infini,  fx^  et  v^  changeront  de  signe  simultanément.  En  faisant  la  dis- 
cussion pour  la  déveîoppable  représentée  sur  les  figures  261  et  262,  on  reconnaît 
que,  quand  le  point  pris  pour  centre  est  : 

i^  A  gauche  du  point  A,  la  surface  inscrite  est  un  ellipsoïde; 

'2^  Au  point  A,  la  surface  se  réduit  au  cercle  A; 

3^  Entre  les  points  A  et  0,       la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  dont 

l'axe  non  transverse  est  sur  l'axe  des  abscisses  ; 
4^^  Au  point  0,  la  surface  se  réduit  à  l'ellipse  A'  ; 

5""  Entre  les  points  0  et  L,         la  surface  est  un  ellipsoïde; 
6"^  Au  centre  L  de  A'',  la  surface  se  réduit  à  l'ellipse  A''; 

7^  Entre  les  points  L  etK,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe  dont 

l'axe  non  transverse  est  parallèle  à  l'axe  des 
ordonnées  verticales  ; 
8^  Au  centre  K  de  A'%  la  surface  se  réduit  à  l'hyperbole  A"; 

9^  A  droite  du  point  K,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes, 

dont  l'axe  transverse  est  sur  l'axe  des  abs- 
cisses ; 
10^  A  rinfmi,  la  surface  est  un  paraboloïde  elliptique,  dont 

l'axe  est  sur  l'axe  des  abscisses,  et  qui  s'étend 

indéfiniment  vers  la  gauche. 

Une  directrice  regardée  comme  une  surface  aplatie  inscrite  dans  la  déveîoppable, 

est  une  aire  plane  limitée  à  la  courbe,  et  située  du  côté  de  sa  concavité,  ou  du  côté 

de  sa  convexité,  suivant  qu'on  la  rattache  à  l'une  ou  à  l'autre  des  deux  séries  dont 

elle  forme  la  transition.  Ainsi  la  directrice  A  est  l'aire  contenue  dans  le  cercle,  ou 
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toute  la  surface  de  son  plan  sauf  le  eerclCj  suivant  qu'on  la  considère  comme  le  der- 
nier des  ellipsoïdes  qui  ont  leur  centre  a  gauche  du  point  A.  ou  comme  le  pre- 
mier des  hyperboloïdes  qui  ont  leur  centre  entre  les  points  A  et  0  (i). 

527.  Pour  toute  valeur  de  l'abscisse  u,  la  surface  du  second  degré  inscrite  dans 
la  développable  représentée  sur  les  figures  261  et  262  est  réelle.  Nous  allons 
rechercher  si  cela  tient  à  une  disposition  spéciale  des  directrices  A  et  A\  ou  s'il 
en  est  toujours  ainsi.  Les  équations  (5)  permettent  de  résoudre  facilement  cette 
question. 

Pour  qu'une  valeur  de  u  détermine  une  surface  inscrite  réelle,  il  suffit  que  l'un 
des  trois  carrés  X^,  /Ji^,  v^  soit  positif.  L'abscisse  a  de  A'  peut  être  regardée  comme 
positive,  et  par  suite  X^  sera  positif  lorsque  u  sera  négatif,  et  lorsqu'il  sera  positif 
et  plus  grand  que  a.  Ainsi  donc  tout  point  de  l'axe  des  abscisses  autre  que  ceux 
du  segment  AO  {fig*  261)  est  le  centre  d'une  surface  réelle  du  second  degré 
inscrite  dans  la  développable,  quelles  que  soient  les  coniques  directrices  A  et  A'. 

Il  nous  reste  à  examiner  ce  qui  arrive  lorsque  l'on  suppose  à  l'abscisse  u  des 
valeurs  comprises  entre  o  et  a. 

Si  A  est  une  ellipse,  le  premier  terme  de  chacune  des  valeurs  de  ii?  et  de  v^  sera 
positif,  et  comme  è'^  et  c'^  ne  peuvent  pas  être  négatifs  simultanément  (car  nous 
éloignons  le  cas  où  A^  serait  imaginaire),  nous  voyons  que  l'un  au  moins  des  carrés 
p?  et  v^  sera  positif.  On  arriverait  au  même  résultat,  et  par  les  mêmes  raisonne- 
ments, si  A'  était  une  ellipse. 

Quand  A  et  A'  sont  des  hyperboles  placées  de  manière  que  leurs  diamètres 
transverses  se  correspondent  [fig>  1^1)^  deux  carrés  tels  que  6^  et  6'^  ou  c^  et  c'^ 
sont  positifs,  et  la  valeur  correspondante  pour  fx^  ou  v^  est  également  positive. 

Enfin  si  A  et  A'  sont  des  hyperboles  placées  de  manière  que  leurs  diamètres 
transverses  ne  se  correspondent  pas,  deux  carrés  tels  que  b''^  et  c^  seront  négatifs  ; 
après  avoir  mis  leur  signe  en  évidence,  on  trouve  que  les  conditions  pour  que  p} 
et  v^  soient  positifs,  sont 

ou  (art.  505) 

u  <  AK,  u  >  AL, 

en  désignant,  comme  sur  \di  figure  26 î,  par  A,  K  et  L  les  centres  de  A,  de  A'''  et 
de  A''.  Dans  nos  hypothèses,  les  points  K  et  L  sont  sur  le  segment  AO. 

Si  AK  est  plus  petit  que  AL,  aucun  des  points  du  segment  KL  ne  sera  le  centre 
d'une  surface  réelle  du  second  ordre  inscrite  dans  la  développable;  mais  si  AK  est 

(i)  M.  Dupin  a  le  premier  reconnu  que  les  coniques  qui  forment  les  transitions  des  différents 
genres  dans  les  séries  de  surfaces  du  second  degré,  doivent  être  considérées  comme  des  surfaces  aplaties 
[Développements  de  géonwtiie,  p.  270). 
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plus  grand  que  AL,  un  au  moins  des  carrés  fx^  et  v^  sera  positif,  quel  que  soit  u. 
On  a  dans  ce  cas 


d'où 


è^  <  h"' 


Cette  inégalité  signifie  que  les  angles  des  asymptotes  des  deux  directrices  A  et  A' 
n'empiètent  pas  Tun  sur  l'autre  [fig.  266).  Nous  avons  vu  que  la  développable  est 
réelle  quand  cette  condition  est  satisfaite,  et  imaginaire  quand  elle  ne  l'est  pas 
(art.  521,  4"). 

En  résumé,  quand  deux  coniques  sont  situées  dans  des  plans  pai^allèles ^  tout  point 
de  la  droite  qui  passe  par  leurs  centres  est  le  centre  d'une  surface  réelle  du  second 
degré  inscrite  dans  la  développable  qui  leur  est  circonscrite,  lorsque  cette  déçeloppahle 
est  elle-même  réelle. 

Quand  la  développable  circonscrite  aux  coniques  A  et  A'  est  imaginaire,  les 
équations  (3)  et  (5)  représentent  encore  une  série  de  surfaces  du  second  degré; 
mais  ces  surfaces  n'ont  pas  d'enveloppe  (art.  454),  La  discussion  précédente 
comprend  implicitement,  pour  la  position  des  centres  des  surfaces  réelles,  les  résul- 
tats relatifs  à  ce  cas. 

Les  formules  que  nous  avons  obtenues  supposent  que  les  directrices  A  et  A'  ne 
sont  pas  des  hyperboles  ayant  leurs  asymptotes  croisées,  car  alors  les  plans  coor- 
donnés seraient  imaginaires.  Plusieurs  des  théorèmes  que  nous  obtiendrons  sont 
indépendants  de  l'existence  de  ces  plans  et  par  conséquent  généraux,  mais  pour 
donner  plus  de  précision  à  notre  étude,  nous  la  restreignons  au  cas  où  les  quatre 
lignes  doubles  sont  réelles.  Nous  indiquerons  plus  loin  comment  on  peut  obtenir 
des  formules  applicables  au  cas  où  les  plans  de  deux  lignes  doubles  sont  imagi- 
naires. 

528.  La  première  des  équations  (5)  montre  que  le  centre  de  chacune  des  direc- 
trices A  et  A'  est  le  pôle  du  plan  de  l'autre  par  rapport  a  la  surface  inscrite.  Les 
pôles  de  A''  et  de  A"'  par  rapport  à  la  même  surface  sont  à  l'infini,  dans  des  direc- 
tions déterminées  et  indépendantes  de  l'abscisse  u.  Ainsi  les  plans  des  lignes 
doubles  ont  les  mêmes  pôles  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du  second  degré 
inscrites.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  le  pôle  de  l'un  quelconque  des  plans 
est  l'intersection  des  trois  autres  plans. 

Nous  allons  maintenant  rechercher  quelle  relation  existe  entre  les  pôles  d'un 
plan,  autre  que  ceux  des  lignes  doubles,  par  rapport  aux  surfaces  inscrites. 

La  surface  étant  donnée  par  l'équation  (3),  l'équation  du  plan  polaire  d'un  point 
(,'r',y,  z')  sera 
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D'après  cela,  on  trouve  facilement  pour  déterminer  les  coordonnées  œ'^f  et  z^  du 
pôle  d'un  plan  quelconque 

les  formules 

Al' 
1 — ku 

'^  I  —  ku 

^  = r~"> 

I  — Au 

et  remplaçant  XS  p?  et  v^  par  leurs  valeurs  (5) 

I  —  ka 


X   r=  U 


I  —  ku  ' 


^  1  —  ku \a ^  ^  J 

i  —  ku\ji  ^  ^  J 


En  éliminant  ï/ entre  la  première  de  ces  équations  et  chacune  des  deux  autres^ 
on  obtient  les  équations  de  la  ligne  des  pôles  du  plan  par  rapport  aux  surfaces  du 
second  degré  inscrites  dans  la  développable  : 

a\ka  —  \  j  ^ 


a\ka  —  I 

Nous  voyons  que  les  pôles  d'uiiplan  quelconque  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  du 
second  ordre  inscrites  dans  la  développable  sont  en  ligne  droite  (**).  La  trace  de  cette 
droite  sur  le  plan  cVune  directrice  et  par  rapport  à  cette  courbe,  est  le  pôle  de  la  trace 
du  plan. 

S29.  Si  nous  portons  les  valeurs  (5)  dans  Féquation  (3),  nous  aurons  Féqua- 
tion  générale  des  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  la  développable  : 

/^x  {û:''  —  uY  af^  az^ , 

^    ^  u'—au        u{b''-~  b')  -h-ab'  '^  u{c'' -~c')-^ac^  "^  ^' 

(*)  Chacune  de  ces  deux  équations  représente,  sur  l'un  des  plans  coordonnés  qui  contiennent  la 
ligne  des  centres,  le  lieu  des  pôles  de  la  trace  du  plan  considéré  par  rapport  aux  traces  des  surfaces 
inscrites, 

(**)  M.  Poncelet  [Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  polaires  réciproques^  p,  Sg  :  Journal  de 
Crelle,  t.  IV). 
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Nous  allons  chercher  les  points  où  une  surface  inscrite  rencontre  les  directrices 
A  et  A'.  Si  nous  remplaçons  successivement  ^,  j,  z  par  o,  /3,  7  et  para,  P^  7', 
Téquation  (6)  nous  donnera 


+    •    ....        ^.^     ,      ....   +   7-^  =   O, 


ii(  b''  —  b')-{-ab'        u(  &'  —  c')-^  ac^        u  —  a 
u{b''  —  b')-i-ab'  "^  u{&'—c^)^ac'  "^  u   ^  ^' 


L'élimination  de  7^  et  de  7'^   entre  ces  équations  et  les  équations  (i)  et  (2) 
^arL  494)  qui  représentent  les  courbes  A  et  A',  donne 


\? 


^''^'       ^    ''     b'^^P]. 


P  c'h''~-b\r\  u      ^) 

Ces  équations  déterminent  les  ordonnées  des  points  où  la  surface  considérée 
coupe  les  directrices  A  et  A'  de  la  développable;  en  éliminant  u  entre  elles,  nous 
aurons  la  relation  qui  existe  entre  les  ordonnées  des  points  des  deux  courbes  qui 
appartiennent  à  une  même  surface  inscrite.  Cette  élimination,  qui  est  très-facile, 
conduit  à  Téquation  (9)  de  Tarticle  498;  lorsque  nous  l'avons  établie,  nous  con- 
sidérions simplement  les  ordonnées  des  points  de  A  et  de  A'  qui  sont  sur  une  même 
génératrice,  mais  les  variables  [3  et  P'  n'y  entrant  qu'au  carré,  elle  exprime  la  rela- 
tion qui  existe  entre  les  ordonnées  des  points  de  ces  courbes  qui  appartiennent  à 
un  groupe,  car  tous  les  points  d'un  groupe  sur  A  ou  sur  A'  ont  les  mêmes  ordonnées 
en  grandeur  absolue  (art.  519).  Les  huit  points  où  les  directrices  A  et  A'  coupent 
une  surface  inscrite  dépendent  donc  d'un  groupe,  et  les  huit  droites  qui  forment  ce 
groupe  ayant  chacune  deux  points  sur  une  surface  du  second  degré,  et  lui  étant 
d'ailleurs  tangentes,  en  sont  des  génératrices.  Ainsi  donc  chaque  surface  du  second 
degré  inscrite  dans  la  développable  la  coupe  suivant  huit  droites  [réelles  ou  imagi- 
naires) qui  composent  un  groupe^  et  réciproquement  F  hyperboloïde  déterminé  par  les 
huit  droites  d'un  même  groupe  est  inscrit  dans  la  développable. 

Si  l'on  veut  connaître  la  position  du  centre  de  l'hyperboloïde  d'un  groupe  dé- 
terminé, il  faut  résoudre  l'une  ou  l'autre  des  équations  (7);  elles  donneront  la 
même  valeur  pour  w,  car  les  carrés  j3^  et  jS'^  doivent  avoir  entre  eux  la  relation 
établie  par  l'équation  (9)  de  Farticle  498. 

Pour  la  développable  représentée  sur  les  figures  261  et  262,  les  limites  des  valeurs 
de  /3^  auxquelles  correspondent  des  points  réels  sur  A,  sont  o  et  b^.  Quand  /B^  est 
nul,  le  groupe  ne  se  compose  que  des  quatre  génératrices  E'F,  E'F^,  E'^F',  E'^F^, 
et  l'hyperboloïde  se  réduit  à  la  partie  du  plan  de  l'hyperbole  A''  qui  est  du  côté  de 
la  convexité  de  cette  courbe.  Lorsque  /3^  est  égal  à  P,  le  groupe  comprend  les 
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génératrices  horizontales,  et  l'hyperboloïde  est  réduit  a  la  partie  du  plan  horizontal 
qui  s'étend  en  dehors  de  Tellipse  M\  Les  hyperboloïdes  des  groupes  forment  donc 
la  série  qui  est  portée  sous  le  numéro  7  au  tableau  de  Tarticle  526.  Ils  ont  tous 
leur  centre  sur  le  segment  LK. 

550.  Nous  allons  maintenant  chercher  l'équation  de  la  développable,  en  la  con- 
sidérant comme  l'enveloppe  des  surfaces  représentées  par  l'équation  (6)  (*),  Si  l'on 
ordonne  cette  équation  par  rapport  au  paramètre  variable  u,  on  obtient 

(8)  Au'  -^  'Bu'  H-  Cu  -h  D  ==  o, 

en  posant 

A  — y^  H z^  —  ~ 4 '  [ix  —  a), 

a       -^  a  cû-  "^  ' 


^  OC'        et  j  f 


a' 


C  == x^  —  ac^y^  —  alP- z^  -—  b'^c^  [2x  —  a) ^ 

D  =  b'c^xK 

Si  l'on  attribue  h.  ôo^y  et  z  les  valeurs  des  coordonnées  d^un  point  déterminé  de 
l'espace,  suivant  sa  position,  l'équation  (8)  aura  une  ou  trois  racines  réelles,  et 
comme  une  enveloppée  correspond  à  chaque  valeur  réelle  de  u  (art.  527),  on  voit 
que  l'espace  se  trouve  partagé  en  deux  régions  :  trois  enveloppées  passent  par 
chaque  point  d'une  région,  et  une  seule  par  chaque  point  de  l'autre.  Les  deux 
régions  sont  séparées  par  une  surface  en  tout  point  de  laquelle  passent  trois  enve- 
loppées dont  deux  sont  confondues  en  une  seule.  Cette  surface  est  par  conséquent 
le  lieu  des  intersections  successives  des  enveloppées,  c'est-a-dire  l'enveloppe.  Les 
points  d'une  enveloppée  particulière  qui  appartiennent  à  la  développable,  sont  donc 
telles,  que  leurs  coordonnées  satisfont  a  la  fois  l'équation  (8)  et  sa  dérivée 

(9)  3Au^  -H  !2Bu  -h  C  —  o 

lorsque  l'on  donne  à  u  la  valeur  qui  convient  à  Fenveloppée.  Les  équations  (8)  et 
(9)  représentent  donc  une  caractéristique,  et  si  l'on  élimine  entre  elles  le  paramètre 
variable  u,  on  aura  la  surface  lieu  de  ces  courbes,  ou  l'enveloppe. 

(*]  La  méthode  que  nous  suivons  pour  déterminer  l'équation  des  caractéristiques,  de  l'enveloppe 
et  de  l'arête  de  rebroussement,  est  celle  qui  a  été  donnée  par  Monge  pour  ce  genre  de  questions 
[Application  de  V Analyse  à  la  Géométrie,  §  VI);  mais  nous  l'exposons  d'une  manière  un  peu  dif- 
férente, qui  n'exige  pas  la  connaissance  du  calcul  différentiel,  et  qui  nous  paraît  propre  à  bien  faire 
comprendre  comment  les  surfaces  enveloppées  sont  disposées  par  rapport  à  la  développable, 

11 . 
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Éliminant  d'abord  u^  entre  l'équation  (8)  et  l'équation  (9)  multipliée  par  u,  on 
obtient 

L'élimination  de  a^  entre  cette  équation  et  l'équation  (9)  donne 

,      ,  BG  -  oAD 

Portant  enfin  cette  valeur  de  u  dans  l'équation  (9),  on  trouve  pour  représenter  la 
développable  l'équation  du  huitième  degré 

(11)  27  A^D^  -  18ABCD  -  B^C'  Hh  4B^D  +  4G^A  =-  o. 

Un  raisonnement  très-simple  pouvait  faire  prévoir  que  la  surface  est  du  huitième 
degré  :  si  on  la  coupe  par  un  plan  contenant  une  génératrice,  la  section  sera  com- 
posée de  cette  droite  et  d'une  courbe  qui  la  rencontrera  aux  quatre  points  (réels  ou 
imaginaires)  où  elle  coupe  les  lignes  doubles,  et  au  point  où  elle  touche  l'arête.  Ce 
dernier  doit  compter  pour  trois,  parce  que  la  courbe  y  a  un  rebroussement  et  que  la 
génératrice  est  la  tangente  du  rebroussement.  La  section  est  donc  formée  d'une 
droite  et  d'une  courbe  qui  a  sept  points  (réels  ou  imaginaires)  communs  avec  elle, 
et  qui,  par  conséquent,  est  du  septième  degré.  En  général  une  développable  algé- 
brique du  degré  n  a  sur  chacune  de  ses  génératrices  {n  ~~  fi)  points  doubles  ou 
plutôt  des  points  multiples  représentant  (/i  —  4)  points  doubles. 

Les  deux  équations  (8)  et  (9)  qui  représentent  une  caractéristique  sont  du  second 
degré  en  ^,  j  et  ^,  et  ne  contiennent  ces  deux  dernières  coordonnées  qu'à  la  seconde 
puissance.  Les  projections  des  caractéristiques  sur  les  pkns  coordonnés  qui  se 
coupent  suivant  Taxe  des  abscisses,  sont  donc  des  courbes  du  second  ordre  (*). 

531.  Nous  avons  vu  que  chaque  point  delà  développable  appartient  à  trois  enve- 
loppées dont  deux  sont  réunies  en  une  seule;  la  troisième  est  l'hyperboloïde  du 
groupe  dont  dépend  la  génératrice  qui  passe  au  point  considéré.  Les  hyperboioïdes 
des  groupes  sont  donc  les  seules  enveloppées  qui  traversent  la  développable  :  les 
autres  n'ont  en  commun  avec  elle  que  leur  caractéristique.  Ces  hyperboioïdes  sont 
aussi  les  seules  enveloppées  qui  touchent  la  développable  dans  la  partie  voisine  de 
l'arête  de  rebroussement,  car  les  huit  points  de  rencontre  des  génératrices  de  deux 
groupes  consécutifs  sont  sur  l'intersection  des  hyperboioïdes  de  ces  groupes  :  en 
d'autres  termes,  les  huit  points  où  les  génératrices  d'un  groupe  rencontrent  l'arête 
de  rebroussement  appartiennent  à  la  caractéristique  de  l'hyperboloïde  de  ce 
groupe.  Les  trois  enveloppées  qui  passent  par  un  de  ces  points  sont  confondues 


Voir  le  Mémoire  déjà  cité  sur  la  théorie  des  polaires  récipioquesy  p.  3^. 
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en  une  seule,  et  par  suite  leurs  coordonnées  satisfont  à  l'équation  (8),  à  sa  pre- 
mière dérivée  (9)  et  à  sa  seconde  dérivée 

lorsque  Ton  donne  à  u  une  certaine  valeur;  et  si  Ton  élimine  entre  elles  trois  le 
paramètre  variable  u,  on  aura  les  équations  de  l'arête  qui  est  l'enveloppe  des 
caractéristiques,  comme  elle  est  l'enveloppe  des  génératrices  rectilignes,  ainsi  que 
nous  le  savons  déjà. 

Le  système  des  équations  (9)  et  (10)  équivaut  à  celui  des  équations  (8)  et  (9)  ; 
il  suffit  donc  d'éliminer  u  entre  (9),  (10)  et  (la).  On  trouve  pour  représenter 
l'arête  de  rebroussement  les  deux  équations  du  quatrième  degré 

(i3)  B^  -  3AC  -=  0,         Ç^  -  3BD  =~-  o. 

Les  hyperboloïdes  des  groupes  ont  pour  limites  les  directrices  qui  portent  les 
sommets  (*).  Les  caractéristiques  des  autres  surfaces  du  second  ordre  inscrites  dans 
la  développable  se  succèdent  sans  se  rencontrer. 

Sur  \di  figure  s6i,  l'ellipse,  trace  horizontale  de  l'hyperboloïde  d'un  groupe, 
serait  tangente  aux  projections  des  génératrices  de  ce  groupe,  et  aussi  aux  généra- 
trices situées  dans  le  plan  horizontal,  car  elles  touchent,  comme  les  autres,  toutes 
les  surfaces  inscrites.  L'hyperbole  trace  de  rhyperboloïde  sur  le  plan  de  \^  figure  262, 
serait  également  tangente  a  huit  droites  déterminées. 

532.  L'équation  (si)  représente,  outre  la  surface,  les  parties  parasites  des 
directrices,  car,  sotisle  rapport  analytique,  elles  sont  inséparables  des  parties  utiles. 
C'est  ainsi  qu'a  l'article  494  nous  avons  trouvé  pour  trace  horizontale  de  la  déve- 
loppable l'ellipse  PIQ  tout  entière  [fig,  261  ).  D'après  cela,  si  un  plan  sécant  ren- 
contre des  arcs  parasites,  la  section  aura  des  points  isolés.  La  courbe  et  ces  points 
forment,  en  général,  un  système  géométrique  indécomposable;  mais  la  séparation 
peut  être  faite  quand  le  plan  sécant  est  celui  d'une  directrice. 

La  trace  de  la  surface  sur  le  plan  d'une  ligne  double  se  présente  de  deux  manières 
différentes  :  tantôt  on  trouve,  outre  une  conique  PIQ  [fig,  261),  quatre  tangentes 
qui  se  croisent  deux  à  deux  aux  points  C,  C,j,  B,  B,,  H  et  G,  traces  des  autres 


(*)  Puisqu'il  ne  passe  par  un  point  de  l'espace  que  trois  enveloppées^  un  sommet  ne  peut  appar- 
tenir à  quatre  de  ces  surfaces  réunies  en  une  seule,  et  par  suite  une  troisième  différentiation  ne  les 
ferait  pas  connaître.  Quand  on  indique  ce  procédé  pour  déterminer  les  points  de  rebroussement  de 
Taréte  d'une  enveloppe,  on  suppose  que  chaque  caractéristique  ne  touche  cette  arête  qu'en  un  point, 
tandis  que  sur  la  surface  que  nous  examinons  chaque  caractéristique  est  tangente  à  Farête  en  huit 
points  qui  donnent  naissance  aux  sommets  en  se  réunissant  deux  à  deux  sur  des  directrices  que 
Ton  doit  considérer  comme  les  caractéristiques  d'hyperboloïdes  aplatis. 
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directrices;  tantôt  on  obtient  une  conique  (BB^,  E'E'^  )  et  quatre  tangentes  imagi- 
naires qui  passent  deux  à  deux  par  les  traces  réelles  n  et  7:^  d'une  autre  directrice. 
La  section  par  le  plan  vertical  BB,  comprend  ainsi,  outre  le  cercle  A,  les  points  n 
et  n^,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier  en  faisant  œ  nul  dans  l'équation  (n),  et 
supposant  d'ailleurs  aux  paramètres  les  grandeurs  relatives  qui  conviennent  à  la 
développable  représentée. 

On  trouve  des  résultats  analogues  pour  la  surface  qui  n'a  que  deux  lignes 
doubles  réelles. 

535.  Nous  avons  reconnu  (art.  509)  que  quand  la  troisième  directrice  A''  est 
tangente  au  plan  de  la  première  A,  celle-ci  se  confond  avec  A',  et  que  la  surface  se 
décompose  en  deux  fois  leur  plan  et  en  une  développable  plus  simple;  a  est  alors 
nul,  et  l'on  reconnaît,  d'après  la  première  des  équations  (5),  que  y  est  égal  à  u^; 
d'où  il  résulte  que  les  surfaces  inscrites  sont  toutes  tangentes  entre  elles  et  au  plan 
des  deux  directrices  réunies,  et  que  l'origine  est  le  point  de  contact. 

Si  l'on  veut  avoir  dans  ce  cas  l'équation  de  la  développable,  il  faut,  dans  les 
expressions  de  A,  B  et  C  (art.  550),  remplacer  a,  6'%  c'^  par  leurs  valeurs  (ii) 
(art.  505),  et  supposer  ensuite  n^  égal  à  p^.  On  obtient  alors 

A  — r^  -f-  ^— z^  -\-  2  ^ — - —  c^  X, 

P  P  P 

p^  P 

C  =  Gc' oc,       e  =  tlZlï,  X  ^2h\ 

P 

En  portant  dans  l'équation  (i  i)  les  valeurs  de  D  et  de  C,  on  obtient  pour  la  déve- 
loppable, après  avoir  supprimé  un  facteur  x'^,  l'équation  du  sixième  degré 

(i4)       2^A'b'c'x'  -  i8  ABCb'c^x  -B^C'c^  -+-  l^Wb'  -i~  l^C'Ac'x  =^  o. 

Les  équations  (i3)  de  l'arête  de  rebroussement  deviennent 

B'~3kac'x^o,       G'c^  --■  SBè^r-o; 

la  deuxième  est  du  second  degré. 

Quand  l'abscisse  est  nulle,  l'équation  (î4)  se  divise  en  deux 

La  première  donne  la  directrice  A^  et  la  seconde  ou  deux  fois  les  asymptotes  de  A 
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qui  sont  des  génératrices  de  la  surface,  ou  deux  fois  le  point  de  contact  de  A''  si  A 
est  une  ellipse  (*). 

554.  Considérons  maintenant  une  deuxième  surface  du  second  degré  inscrite 
dans  la  développable,  et  appelons  X',  |u,',  v',  les  valeurs  de  X,  (x,  v  qui  la  concernent 
et  u^  la  distance  de  son  centre  au  centre  de  la  première  surface  inscrite  :  nous 
aurons 

I  X'^  =:  [u  -4-  UiY  ~  a[u  -\-  ^^,), 

U  -h  Ui 

a 


U2\ 


,y2    ^.    ^2    __    ^ll^J  ^^2  __   ^/2^^ 


Si  les  deux  surfaces  inscrites  sont  données,  les  six  équations  (5)  et  (5  bis)  feront 
connaître  les  paramètres  a,  b,  c,  b'  et  c'  de  la  développable  et  l'abscisse  u  qui 
détermine  la  position  de  l'origine  des  coordonnées,  c'est-à-dire  du  centre  de  la 
première  direction  A. 

Les  deux  premières  des  équations  (5)  et  (5  bis)  donnent  u  et  a.  On  trouve  en 
éliminant  a  et  résolvant 

(6)  ,,^'>^''-'>^'~<±^[<-['>^^^W\[<-{'>^-^Y]  /-N 

Les  deux  valeurs  de  u  font  connaître  les  centres  des  directrices  A  et  A';  leur  dif- 
férence est  l'abscisse  a.  En  portant  l'une  d'elles  dans  les  équations  (5)  et  (5  bis), 
on  déterminera  les  demi-diamètres  è,  c,  b'  et  d  des  directrices  A  et  A'.  Si  l'on 
employait  l'autre  valeur,  on  trouverait  pour  è  et  c  les  longueurs  déjà  obtenues 
pour  V  et  c\  et  réciproquement. 

La  seule  relation  qu'aient  entre  elles  deux  surfaces  du  second  ordre  inscrites 
dans  la  développable  que  nous  considérons  (celle  dont  deux  lignes  doubles  sont 
dans  des  plans  parallèles),  est  que  les  plans  diamétraux  conjugués  avec  la  ligne  des 
centres  soient  parallèles;  donc,  toutes  les  fois  que  cette  condition  sera  satisfaite  pour 
deux  surfaces  du  second  ordre,  les  formules  que  nous  avons  trouvées  détermineront 
complètement  la  développable  circonscrite  (^^*). 

(*)  La  développable  n'est  que  du  quatrième  degré  quand  les  directrices  données  sont  des  coniques 
tangentes  à  une  même  droite  (art.  4^0).  Tl  est  facile  de  voir  par  la  déformation  homologique  que  cette 
disposition  correspond  au  cas  où  les  deux  directrices  A  et  A'  situées  dans  des  plans  parallèles  sont 
des  paraboles.  Nous  ne  nous  occuperons  pas  de  la  développable  du  quatrième  degré,  parce  qu'elle 
n'a  aucune  utilité  dans  les  applications. 

(**)  Cette  équation  est  identique  avec  celle  de  l'article  I)i0,  eu  égard  aux  notations  et  au  signe 
de  n  [voir  la  première  note  de  cet  article). 

(***)  Si  nous  faisons  une  perspective  relief  du  système  que  nous  venons  d'étudier^  nous  aurons  deux 
surfaces  du  second  ordre  placées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  et  une  développable  cir- 
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335.  Nous  avons  vu  à  rarticle  526  qu'il  y  a  deux  séries  d'ellipsoïdes  inscrits 
dans  la  développabîe  représentée  sur  lesjigures  261  et  262.  Deux  ellipsoïdes  d'une 
même  série  se  rencontrent  avec  pénétration,  et  si  l'un  d'eux  est  lumineux  et  l'autre 
opaque,  il  y  a  deux  ombres  sans  pénombre.  Suivant  celles  des  deux  surfaces  qui  est 
lumineuse,  la  limite  des  ombres  est  formée  par  l'ellipse  A'  ou  par  les  arcs  utiles  de 
l'ellipse  A''.  Quand  les  ellipsoïdes  n'appartiennent  pas  à  la  même  série^  ils  sont 
entièrement  extérieurs  l'un  à  l'autre,  et  il  se  forme  une  pénombre« 

consente  ayant  quatre  lignais  doubles  planes  du  second  ordre,  et  telles,  que  le  point  d'intersection  des 
plans  de  trois  d'entre  elles  soit,  par  rapport  aux  deux  surfaces  inscrites,  le  pôle  du  plan  de  la  qua- 
trième. Une  infinité  de  surfaces  du  deuxième  degré  seront  inscrites  dans  la  même  développabîe; 
comme  d'ailleurs  les  pôles  d'un  plan  quelconque,  par  rapport  aux  surfaces  inscrites  du  système  pri- 
mitif, sont  en  ligne  droiîe,  quel  que  soit  le  plan  qui  s'éloigne  à  l'infini  dans  la  déformation  homo- 
logique,  les  centres  des  surfaces  inscrites  transformées  seront  également  en  ligne  droite. 

Du  reste,  pour  qu'il  fût  rigoureusement  démontré  par  ces  raisonnements  que  la  développabîe  cir- 
conscrite à  deux  surfaces  du  second  degré  a  toujours  quatre  lignes  doubles  planes  et  du  second 
ordre,  il  faudrait  établir  que  les  transformées  homologiques  de  deux  surfaces  du  premier  système 
n'ont  entre  elles  aucune  relation  nécessaire;  mais  cela  nous  écarterait  de  notre  route,  et  d'ailleurs 
Je  théorème  dont  il  s'agit  est  assez  connu  depuis  les  travaux  de  M.  Poncelet  [Journal  de  Crelle^ 
t.  IV,  p.  37). 

On  peut,  par  la  théorie  des  polaires  réciproques,  déduire  des  propositions  que  nous  avons  obtenues 
pour  la  développabîe  circonscrite  à  Aqw^  surfaces  du  second  degré,  d'auîfes  propositions  pour  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  de  ce  degré.  Nous  nous  bornerons  à  quelques  observations. 

La  courbe  d'intersection  G4  de  deux  surfaces  du  second  ordre  appartient  à  une  infinité  de  surfaces 
de  cet  ordre  qui  forment  une  série  continue.  S'il  y  a  pénétration,  quatre  cônes  ^,  ^' ^  ^"  et  ^"'  font 
partie  de  cette  série  :  chacun  d'eux  est  la  transition  d'une  suite  d'hyperboloïdes  à  une  nappe,  à  une 
suite  de  surfaces  dépourvues  de  génératrices  rectilignes.  Deux  des  cônes  ^"  et  ^'"  ont  quatre  géné- 
ratrices tangentes  à  G4  ;  les  surfaces  de  la  série  comprises  entre  eux  sont  des  hyperboloïdes  à  une 
nappe  ayant  huit  génératrices  tangentes  à  C4 .  Les  deux  autres  cônes  ^  et  ^'  n'ont  pas  de  génératrices 
tangentes  à  G4  ;  les  surfaces  comprises  entre  eux  sont  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  dont  aucune 
génératrice  ne  touche  C4.  Entre  ^'  et  ^'%et  entre  ¥'  et  (5,  la  série  comprend  des  surfaces  dépourvues 
de  génératrices  rectilignes;  chacune  de  ces  deux  suites  commence  et  finit  ordinairement  par  des 
hyperboloïdes  à  deux  nappes;  mais  lorsqu'un  cône  de  transition  est  un  cylindre,  des  ellipsoïdes  suc- 
cèdent aux  hyperboloïdes  à  une  nappe. 

Quand  les  surfaces  se  coupent  avec  arrachement,  la  série  ne  contient  que  deux  cônes,  et  par  suite 
elle  se  divise  en  deux  parties  seulement.  L'une  comprend  des  surfaces  du  second  ordre  dépourvues  de 
génératrices  rectilignes,  l'autre  des  hyperboloïdes  à  une  uappe  ayant  quatre  génératrices  tangentes 
à  C4.  Chacun  des  deux  cônes  a  deux  génératrices  tangentes  à  C4 . 

Les  génératrices  d'un  hyperboloïde  tangentes  à  la  courbe  appartiennent  en  nombre  égal  aux  deux 
systèmes  de  génération  rectiligne.  Les  tangentes  de  C4  sont  ainsi  réparties  en  groupes.  Dans  le  cas 
général,  chacune  d'elles  en  rencontre  quatre  autres,  et  la  développabîe  osculatrice  de  C4  a  quatre 
lignes  doubles  distinctes  :  elle  est  par  suite  du  huitième  ordre  (art.  850).  [Voir  sur  la  développabîe 
osculatrice  d'une  courbe  du  quatrième  ordre,  intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre,  les 
théorèmes  25,  24  et  2S  dans  la  communication  faite  par  M.  Chasles  à  l'Académie  des  Sciences  les 
37  et  ?4  février  1862.) 
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Les  deux  surfaces  directrices  considérées  à  Tarticle  précédent  étant  supposées 
être  des  ellipsoïdes,  les  deux  valeurs  de  u  données  par  Féquation  (6)  seront  réelles 
quand  il  y  aura  pénétration  entre  les  surfaces  et  quand  elles  ne  se  rencontreront 
pas  (  1  ) .  Les  ellipsoïdes  appartiendront,  dans  le  premier  cas,  a  la  même  série,  et  dans 
le  second  aux  deux  séries  distinctes. 

Le  second  cas  se  présente  seul  dans  les  applications;  si  Ton  opère  graphique- 
ment, on  prendra  pour  plans  coordonnés  les  plans  des  diamètres  conjugués  paral- 
lèles des  sections  diamétrales  qui  sont  conjuguées  avec  la  ligne  des  centres.  Les 
tangentes  communes  des  sections  contenues  dans  chacun  des  plans  coordonnés 
seront  les  quatre  génératrices  d'un  groupe  simple;  elles  donneront  par  leurs  croi- 
sements la  position  et  les  longueurs  des  diamètres  conjugués  parallèles  des  direc- 
trices A  et  A'.  Ces  courbes  étant  ainsi  déterminées,  on  continuera  l'épure  comme 
aux  articles  488-493. 

Pour  avoir  la  courbe  de  contact  ou  caractéristique  d'un  ellipsoïde,  on  choisira 
divers  points  sur  une  directrice;  on  fera  passer  par  chacun  d'eux  un  plan  conte- 
nant les  deux  génératrices  qui  s'y  croisent;  on  déterminera  la  courbe  suivant 
laquelle  il  coupe  l'ellipsoïde,  et  enfin  les  points  où  cette  courbe  est  touchée  par  les 
génératrices. 

536,  Si  la  développable  est  déterminée  par  les  directrices  A''  et  A'%  en  plaçant 
l'origine  au  centre  de  A'',  et  désignant  par  a\  ^%  Y'  et  a\  jS'",  y"  les  coordonnées 
de  deux  points  de  ces  courbes  situés  sur  une  même  génératrice,  nous  aurons 

\    P  Q'   ~^'  \  P"         ~^  r"~'^' 

Des  calculs  analogues  à  ceux  de  l'article  525  font  ensuite  trouver,  pour  déter- 
miner les  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second  degré  inscrite,  les  équations 

X2  ^  ^2  ^  p'^-p^-n\  ^  ^ 


,2  ^2 


W|— ^  o  ,0    (^ 


dans  lesquelles  ^^  et  ç'  sont  les  abscisses  du  centre  de  A'''  et  du  centre  de  la  surface 
inscrite. 

A  l'aide  de  ces  formules  on  peut  établir  l'équation  d'une  surface  du  second 
degré  inscrite  dans  la  développable,  en  fonction  du  paramètre  ç^;  puis  les  équations 
des  caractéristiques,  de  la  développable  et  de  son  arête  de  rebroussement.  Nous  ne 
nous  arrêterons  pas  plus  longtemps  à  cette  question,  et  si  nous  lui  avons  consacré 

(i)  Foîrlsi  discussion  de  rarlicle  ëiO. 

IL  i3 
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quelques  lignes,  c'est  qu'elle  comprend  le  cas  où  les  plans  de  A,  de  A'  sont  imagi- 
naires, et  oti  la  surface  n'a  que  deux  lignes  doubles. 

Ce  cas  est  notamment  celui  de  deux  ellipsoïdes  l'un  opaque  et  l'autre  lumineux 
qui  se  rencontrent  avec  arrachement. 

557.  Cas  où  les  surfaces  inscrites  sont  concentriques.  Surfaces  homofocales.  Si  une 
développable  est  déterminée  par  deux  coniques  concentriques  A  et  A'',  nous  pren- 
drons pour  axes  coordonnés  l'intersection  de  leurs  plans,  et  les  diamètres  qui  dans 
chacune  d'elles  sont  conjugués  avec  cette  droite;  puis  désignant  par  a,  |3,  7,  et 
c/J',  ^",  f  les  coordonnées  de  deux  points  de  ces  courbes  situées  sur  une  même 
génératrice,  nous  aurons 

(î)  )¥'^7'^'~'^'        Ip^"^"^""^' 

(  a  =  O  (  y''  —  o . 

La  seconde  directrice  A'  est  à  l'infini;  la  quatrième  M'  est  concentrique  avec  les 
premières,  et  située  dans  le  plan  des  axes  des  abscisses  et  des  ordonnées  z 
(art.  508). 

Les  tangentes  des  directrices,  aux  points  considérés  de  ces  courbes,  situés  sur 
une  même  génératrice,  ont  pour  équations 

{    P         .     7  i  '^'  ^" 

(  ^  z=:  O,  (  ^  z=:0; 

comme  d'ailleurs  ces  tangentes  se  coupent  sur  l'axe  des  ordonnées  j,  intersection 
des  plans  des  directrices  données,  nous  avons  la  relation 

Pour  qu'un  plan 

(3)  A^  +  BjK~f-  Cz  ■==:  I 

soit  tangent  a  la  développable,  il  faut  qu'il  contienne  les  tangentes  dont  les  équa- 
tions sont  ci-dessus,  et  par  conséquent  que  l'on  ait 

p'  b^  c^ 

Considérons  maintenant  une  surface  du  second  degré,  ayant  son  centre  à  Torigine, 
et  trois  diamètres  conjugués  dirigés  suivant  les  axes.  Son  équation  sera 
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La  condition  pour  que  le  plan  (3)  touche  cette  surface,  est  exprimée  par  l'équa- 
tion (art.  525,  note) 

En  portant  les  valeurs  trouvées  pour  A,  B  et  C,  on  obtient 

Enfin  Félimination  des  variables  auxiliaires  a''  et  7  à  l'aide  des  équations  (î)  et  (a) 
donne 

Pour  que  la  surface  (4  )  soit  inscrite  dans  la  développable,  il  faut  que  cette  équa- 
tion soit  satisfaite,  quel  que  soit  p  :  de  là  résultent  deux  équations  de  condition 
entre  X^  p-^  et  v'S  et  par  suite  on  peut  se  donner  arbitrairement  l'un  des  diamètres 
conjugués  delà  surface  inscrite. 

On  peut  prendre  pour  équations  de  condition  deux  quelconques  des  trois  ci-des- 
sous ;  la  première  est  obtenue  directement,  les  deux  autres  résultent  de  la  combi- 
naison de  celles  que  l'on  trouve  : 

i — -  --  +  4  ==  I . 

qy  c^        q^ 

Nous  avons  vu,  a  l'article  SOS,  que  les  carrés  des  demi-diamètres  conjugués  de 
la  conique  A"'  sont 

il  résulte  donc  des  équations  (5)  que  les  demi-diamètres  conjugués  des  surfaces 
inscrites  sont  les  coordonnées  de  coniques  qui  seraient  décrites  sur  les  diamètres 
conjugués  des  directrices  dirigés  suivant  les  intersections  de  leurs  plans. 

Si  l'on  suppose  nul  l'un  des  demi-diamètres  X,  p.  ou  v,  on  trouve  que  les  deux 
autres  sont  égaux  à  ceux  de  la  conique  dont  le  plan  est  conjugué  avec  la  direction 
du  premier;  les  trois  directrices  doivent  donc  être  considérées  comme  des  surfaces 
inscrites  aplaties,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué  dans  le  cas  où  deux  de  ces 
courbes  sont  dans  les  plans  parallèles  (art.  526). 

i5. 
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538.  Si  nous  portons  dans  Téquation  (4)  les  valeurs  de  /x^  et  de  v^  données  par 
les  relations  (5)  en  fonction  de  X^,  nous  aurons  Téquation  générale  des  surfaces  du 
second  degré,  inscrites  dans  la  développable 

Si  maintenant  on  ordonne  l'équation  (6)  par  rapport  à  X^,  on  trouve 

(7)  AX^H-BX^+CX^H-D==o, 


en  posant 


2  ^'  -  ^' 


P' 


j.       ^'— g'    2     2        ^'2       b'—q'    2        iP--q'    2 

(8)  {         r  p''^       p^      ^    p^    "-  ' 

Chaque  valeur  de  X^  détermine  une  surface  du  second  ordre  inscrite  ;  il  passe 
donc  par  un  point  de  Tespace  une  ou  trois  surfaces  inscrites.  Tous  les  raisonne- 
ments de  Tarticle  530  sont  par  conséquent  applicables  à  la  développable  que  nous 
étudions,  et  Téquation  (11)  de  cet  article  la  représentera,  si  Ton  y  regarde  les 
lettres  A,  B,  C  et  D  comme  remplaçant  les  expressions  (8). 

Quand  les  deux  directrices  données  se  rencontrent,  è^  est  égal  à  q^,  A  est  nul, 
et  l'équation  (11)  réduite  a  deux  termes  se  divise  dans  les  deux  suivantes 

B^==o,         C^-4BD==o. 

La  première  donne  deux  fois  les  plans  tangents  communs,  et  la  seconde  tes  deux 
cylindres  circonscrits  aux  coniques.  Les  équations  (5)  montrent  que  dans  ce  cas 
p.^  est  toujours  égal  à  la  valeur  commune  de  b^  et  de  q'^,  et  par  suite  que  toutes  les 
surfaces  du  second  degré  inscrites  sont  bi-tangentes.  Ces  résultats  étaient  faciles  à 
prévoir. 

539.  Les  équations  de  la  caractéristique  d'une  surface  inscrite  en  fonction  de 
ses  demi-axes  sont  trës-simples.  On  les  obtient  facilement  en  considérant  cette 
courbe  comme  le  lieu  des  points  de  contact  des  plans  tangents  à  la  développable, 
avec  une  surface  du  second  ordre  inscrite. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  du  plan  (3)  avec  la  surface  (4)  sont 


X 


^k\\    y^^ij},     z^Q.v^\ 
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portant  pour  A,  B  et  C  les  valeurs  trouvées  à  l'article  557,  et  éliminant  a"  et  7  à 
l'aide  des  relations  (i)  et  (2),  on  obtient 


Enfin  r élimination  de  /3^  entre  ces  équations  prises  deux  à  deux  donne 

La  construction  des  projections  des  caractéristiques  peut  faire  le  sujet  d'un  exer- 
cice graphique  intéressant. 

L'élimination  de  X,  fx  et  v  entre  deux  des  trois  équations  que  nous  venons  de 
trouver,  et  deux  des  équations  de  condition  (5),  donnerait  Téquation  de  la  déve- 
loppable  que  nous  avons  obtenue  d'une  autre  manière. 

540.  Si  une  développable  doit  être  circonscrite  à  deux  surfaces  concentriques 
du  second  degré,  on  prendra  pour  axes  coordonnés  les  diamètres  conjugués  com- 
muns en  direction  (*),  et  on  aura  deux  systèmes  de  valeurs  de  XS/x^  etv^  qui  satis- 
feront aux  équations  (5);  on  obtiendra  ainsi  quatre  équations  distinctes,  à  l'aide 
desquelles  on  pourra  déterminer  les  quantités  è^  c%  p'^  et  q^.  Les  coniques  direc- 
trices seront  alors  connues. 

541.  A  rarlicle  508,  nous  avons  obtenu  la  développable  circonscrite  à  deux 
coniques  concentriques,  en  considérant  la  surface  déterminée  par  les  courbes 
(BB^,  WE\)  et  PIQ  {Jig.  261  et  262),  et  transportant  la  seconde  parallèlement  à 
elle-même,  jusqu'à  ce  que  son  centre  L,  glissant  sur  la  droite  A^,  coïncidât  avec  le 
centre  A  de  la  première.  Tant  que  ces  deux  points  sont  distincts,  le  plan  de  la 
conique  (CC^  F'FJ  ou  A'  est  parallèle  à  celui  de  (BB,,  EE^);  mais  lorsque  le 
point  L  est  confondu  avec  A,  aucune  différence  essentielle  n'existe  dans  la  position 
des  deux  directrices  A  et  A'',  et  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  le  plan  de  A^  qui  est 
à  l'infini  soit  parallèle  au  plan  de  l'une  plutôt  qu'a  celui  de  l'autre,  ou  même  au 
plan  de  la  troisième  conique  A"'  devenue  concentrique  avec  les  deux  premières. 

542.  Lorsque  la  trace  d'une  surface  réglée  sur  un  plan  situé  à  l'infini  dans  une 
direction  déterminée  est  une  conique  double,  le  cône  directeur,  qui  peut  être  con~ 

(*)  On  démontre  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  de  l'article  302  que  deux  surfaces  con- 
centriques du  second  degré  ont  un  système  de  diamètres  conjugués  communs  en  direction.  Ces 
lignes,  que  Monge  a  ^ij^peUes  droites  diamétrales  conjuguées  communes ,  sont  touiouvs  réelles.  On  peut 
consulter  sur  cette  question  un  Mémoire  de  M.  Chasles  [Correspondance  sur  l'École  Polytechnique  y 
tome II,  page  3 19), 
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sidéré  comme  ayant  cette  ligne  pour  directrice  (art.  466),  est  double  et  du  second 
degré;  par  conséquent,  quelle  que  soit  la  direction  d'un  plan  situé  a  Tinfini,  la  sec- 
tion commune  du  cône  et  de  la  surface  réglée  est  une  conique  double.  Pour  avoir  la 
forme  de  cette  courbe,  il  suffit  de  couper  le  cône  directeur  par  un  plan  parallèle  a 
celui  que  l'on  considère  à  l'infini. 

D'après  cela,  quand  nous  disons  que  la  développable  circonscrite  à  deux  coniques 
concentriques  a  une  ligne  double,  plane  et  du  second  degré  située  a  l'infini,  il  faut 
comprendre  que  si  l'on  coupe  cette  surface  par  un  plan  quelconque,  et  que  l'on 
éloigne  ce  plan  parallèlement  à  lui-même,  la  section  se  composera  de  deux  parties 
que  l'on  peut  concevoir  distinctes  et  qui  se  rapprocheront  indéfiniment  l'une  et 
l'autre  (*),  et  toutes  deux  d'une  conique  dont  l'espèce  variera  d'ailleurs  suivant  la 
direction  du  plan. 

543.  Les  équations  d'une  génératrice  de  la  développable  sont 

Si  nous  plaçons  le  sommet  du  cône  directeur  à  l'origine,  nous  aurons  les  équa- 
tions de  sa  génératrice,  en  supprimant  le  terme  constant  dans  les  équations  qui 
précèdent  : 

Pour  avoir  l'équation  du  cône  directeur,  il  faut  éliminer  les  variables  auxiliaires 
|3,  7,  a"  et  j3''  entre  ces  équations,  celles  des  directrices  (i)  et  la  relation  (2),  qui  éta- 
blit la  correspondance  entre  les  points  de  ces  courbes  qui  appartiennent  à  une  même 
génératrice  ;  on  obtient 

Quand  les  coefficients  des  trois  termes  sont  de  même  signe,  le  cône  n'a  de  réel  que 
son  sommet,  et  la  développable  est  imaginaire;  c'est-a-dire  que  les  surfaces  repré- 
sentées par  l'équation  (6)  n'ont  pas  d'enveloppe,  bien  qu'elles  forment  toujours  une 
série  continue.  On  peut  d'ailleurs  supposer  que  le  terme  constant  de  l'équation  (9) 
avait  d'abord  une  valeur  déterminée,  qui  s'est  progressivement  réduite  à  o;  le  som- 
met réel  du  cône  se  présente  donc  comme  un  ellipsoïde  évanouissant  ayant  des  dia- 
mètres conjugués  dirigés  suivant  les  axes  coordonnés,  et  proportionnels  aux 
longueurs  />,  s,lq^  —  b^  et  \/— ^^  La  section  de  cet  ellipsoïde  (ou  de  tout  autre 


(*)  Il  ne  s'agit  ici  que  d'un  rapprochement  relatif  aux  dimensions  de  la  courbe,  et  à  l'éloigne- 
raent  du  plan  sécant,  car  l'écartement  des  traces  de  deux  droites  parallèles  reste  invariable,  quand 
le  plan  se  transporte  parallèlement  à  lui-même. 
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ellipsoïde  homothétique)  par  un  plan,  est  une  courbe  semblable  a  la  conique  double 
située  à  Tinfini  dans  un  plan  parallèle  à  celui-là. 
544.  On  déduit  des  équations  (5) 

Quand  les  deux  surfaces  directrices  sont  homofocales ,  c'est-à-dire  quand  elles  ont 
les  mêmes  axes,  et  que  leurs  sections  principales  ont  les  mêmes  foyers,  les  axes 
coordonnés  sont  rectangulaires,  et  les  binômes  [)}  —  v^  et  X^  —  fx^  devant  avoir  les 
mêmes  valeurs  pour  deux  grandeurs  différentes  de  X^,  il  faut  que  Ton  ait 

(lo)  C^  —  è^  +  ^^=:0,  p^  —  ^^  +  &^  =r:  O. 

Les  équations  ci-dessus  se  réduisent  alors  à 
d'où 

Les  trois  binômes  (|ui^  — v^),  (X^—p-^)  et  (X^  — v^)  qui  déterminent  la  position  des 
foyers  des  sections  principales,  ont  donc  des  valeurs  indépendantes  des  grandeurs 
des  axes,  et,  par  suite,  toutes  les  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  la  déve- 
loppable  sont  homofocales. 

En  vertu  des  relations  (lo),  Téquation  (9)  devient 

^2  _j_  j2  ^  ^2  ^  (3^ 

et  par  conséquent  le  cône  directeur  se  réduit  à  son  sommet  qui  se  présente  comme 
une  sphère  évanouissante.  On  voit  d'après  cela,  conformément  aux  considérations 
que  nous  avons  présentées  à  l'article  543,  que  la  développable  circonscrite  à  un  système 
de  surfaces  du  second  ordre  homofocales  a  pour  une  de  ses  lignes  doubles  un  cercle 
imaginaire  dans  un  plan  situe  à  V infini  et  de  direction  indèteiminèe  (*). 

Réciproquement  la  ligne  double  située  à  l'infini  n'est  semblable  à  un  cercle, 
quelle  que  soit  la  direction  de  son  plan,  que  quand  l'ellipsoïde  évanouissant  (9) 
est  une  sphère,  ce  qui  exige  que  les  axes  soient  rectangulaires,  et  que  les  équa- 
tions (10)  soient  satisfaites.  Par  conséquent,  deux  surfaces  du  second  ordre  sont 
homofocales^  quand  leur  déçeloppable  circonscrite  a  pour  une  de  ses  lignes  doubles  un 
cercle  imaginaire  situé  à  V infini,  dans  un  plan  de  direction  indéterminé, 

(*)  M.  Chasles,  Résumé  d'une  théorie  des  surfaces  du  second  oixlre  homofocales  [Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences;  1860). 
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CHAPITRE  IIL 

SURFACES  d'Égale  pente. 


Définition  et  principales  propriétés, 

545.  Une  surface  est  d'égale  pente  ^  quand  ses  plans  tangents  rencontrent  sous  une 
même  inclinaison  un  ^lan fixe  que  Von  suppose  horizontal. 

Les  plans  également  inclinés  à  Thorizon  que  Ton  peut  faire  passer  par  un  point, 
sont  tous  tangents  a  un  cône  qui  est  de  révolution  :  une  surface  d' égale  pente  est 
donc  développahle  (art.  469 ) . 

De  ce  qu'une  développable  et  son  cône  directeur  ont  leurs  plans  tangents  respec- 
tivement parallèles,  on  conclut  qu'une  développable  est  d'égale  pente  quand  son 
cône  directeur  est  de  révolution;  que,  pour  une  telle  surface,  les  génératrices  sont 
les  lignes  de  plus  grande  pente  des  plans  tangents  ;  que  par  suite  elles  rencontrent 
normalement  la  trace  horizontale,  et  que  cette  courbe  est  ainsi  une  développante  de 
l'arête  de  rebroussement  et  de  sa  projection  horizontale  ;  enfin  que  le  contour  appa- 
rent d'une  surface  d'égale  pente  sur  un  plan  vertical  est  formé  par  l'ensemble  des 
génératrices  parallèles  à  ce  plan. 

L'arête  de  rebroussement  d'une  surface  d'égale  pente  rencontre  sous  un  même 
angle  toutes  les  génératrices  du  cylindre  qui  la  projette  sur  un  plan  horizontal  : 
c'est  une  ligne  géodésique  de  ce  cylindre  ou  une  hélice  générale.  Réciproquement 
toute  développable  dont  l'arête  est  une  ligne  géodésique  d'un  cylindre  quelconque, 
a  ses  plans  tangents  également  inclinés  sur  un  plan  perpendiculaire  aux  généra- 
trices du  cylindre. 

Une  surface  d'égale  pente  est  déterminée  quand  on  connaît  l'angle  sous  lequel 
elle  rencontre  l'horizon  et  une  directrice  (art.  467). 

Le  cône  directeur  d'une  surface  d'égale  pente  étant  toujours  facile  à  construire, 
on  résout  aisément  pour  ces  surfaces  les  divers  problèmes  que  nous  avons  examinés 
à  l'article  470. 

L'aire  d'une  portion  finie  d'une  surface  d'égale  pente,  terminée  par  une  courbe 
quelconque  soumise  ou  non  a  la  loi  de  continuité,  est  a  sa  projection  horizontale 
dans  le  rapport  du  rayon  au  cosinus  de  l'inclinaison  constante  des  plans  tangents. 
La  quadrature  de  cette  surface  peut  ainsi  être  ramenée  à  celle  de  la  quadrature  d'une 
courbe  plane.  Cette  propriété,  qui  résulte  de  la  définition  même  de  la  surface 
d'égale  pente,  n'appartient  évidemment  à  aucune  autre  (i). 

(i)  Monge,  Application  de  V Analyse  à  la  Géométrie,  §  VIII. 
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546.  Nous  avons  yu  que  les  génératrices  d'une  surface  développable  sont  paral- 
lèles a  celles  de  son  cône  directeur,  même  après  le  développement  (art.  481),  et 
nous  savons  qu'il  est  très-facile  de  développer  un  cône  de  révolution  (art.  167). 
D'après  cela,  quand  on  a  fait  le  développement  d'une  surface  d'égale  pente  en  se  ser- 
vant de  deux  directrices,  et  par  une  construction  analogue  a  celle  qui  a  été  exposée  à 
l'article  492,  on  peut  vérifier  par  le  développement  du  cône,  la  direction  de  diverses 
génératrices.  Lorsque  l'on  connaît  une  section  horizontale,  les  génératrices  devant 
rester  normales  à  cette  ligne  dans  le  développement,  seront  tangentes  à  des  cercles 
décrits  successivement  des  points  obtenus  sur  sa  transformée,  avec  des  rayons  égaux 
aux  arcs  sensiblement  rectilignes  dans  lesquels  elle  aura  été  divisée.  On  pourra 
donc  faire  le  développement  d'après  celui  du  cône,  sans  considérer  une  seconde 
directrice. 

Les  raisonnements  de  l'article  167  montrent  que  deux  génératrices  d'un  cône 
de  révolution  dont  les  projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  comprennent 

un  angle  a,  font,  après  le  développement  de  cette  surface,  un  angle  égal  à  a^, 

{fig-  io4)  ou  a  a  cos  s,  en  appelant  s  l'angle  des  génératrices  avec  le  plan  horizon-- 
tal.  Cette  formule  s'étend  a  toutes  les  développables  dont  le  cône  directeur  est  de 
révolution,  c'est-a-dire  aux  surfaces  d'égale  pente;  elle  peut  servir  a  vérifier  la 
position  de  quelques  génératrices  sur  le  développement. 

Exercices. 

547.  On  rencontre  souvent  les  surfaces  d'égale  pente  dans  les  terrassements. 
Nous  n'avons  pas  voulu  choisir  des  exemples  qui  auraient  exigé  des  explications 
techniques;  ceux  que  nous  présentons,  bien  que  très-simples,  suffiront  pour  mon- 
trer comment  les  problèmes  relatifs  à  ces  surfaces  peuvent  être  résolus. 

P""  Exemple.  — -  Excavatioji  faite  dans  un  terrain  horizontal^  avec  talus  réglés  à  la  pente 

de  45°.  {Fi g.  272.) 

548.  On  propose  de  représenter  une  excavation  dont  l'ouverture  sur  le  terrain 
horizontal  X  Y  est  l'ellipse  (  AB,  A'B'),  et  dont  le  fond  est  établi  sur  le  plan  hori- 
zontal xy  :  les  talus  sont  réglés  à  la  pente  uniforme  de  45""  sur  l'horizon. 

Nous  prenons  sur  la  directrice  des  points  de  division  arbitraires,  mais  symétri- 
quement placés  par  rapport  aux  axes,  et  nous  obtenons  immédiatement  les  projec- 
tions horizontales  des  génératrices  qui  passent  par  ces  points,  en  traçant  des  nor- 
males à  l'ellipse. 

Les  talus  étant  inclinés  à  45^>  si,  a  partir  de  la  directrice,  nous  portons  sur  h 
projection  de  chaque  génératrice  une  longueur  égale  à  la  distance  qui  sépare  let 
deux  plans  horizontaux,  nous  aurons  la  trace  de  la  développable  sur  le  plan  xy, 
IL  14 
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Cette  courbe  ahpqcdqpa  possède  des  points  doubles  p  eiq  situés  sur  Taxe  AB,  et 
des  rebroussements  aux  points  a,  b^  c  et  d  où  elle  rencontre  la  développée  de  l'el- 
lipse, projection  de  Tarête  de  rebroussement. 

Nous  obtenons  les  projections  verticales  des  génératrices,  en  relevant  sur  les 
droites  XY  et  ^j  les  points  des  projections  horizontales  qui  sont  sur  l'ellipse  et  sur 
la  courbe  abcd. 

549.  Une  courbe  a  autant  de  rebroussements  que  sa  projection,  quand  aucune  de 
ses  tangentes  n'est  une  projetante  (art.  218).  Toutes  les  génératrices  d'une  surface 
d'égale  pente  étant  inclinées  sur  le  plan  horizontal,  leur  enveloppe  doit  avoir  autant 
de  rebroussements  que  sa  projection  sur  ce  plan,  c'est-à-dire  un  pour  chaque  point 
de  la  directrice  horizontale,  où  le  rayon  de  courbure  atteint  une  valeur  maximum 
ou  minimum.  Dans  notre  exercice  la  directrice  est  une  ellipse,  et  nous  avons  quatre 
points  de  rebroussement.  Ceux  qui  correspondent  aux  sommets  C  et  D  où  le  rayon 
de  courbure  est  un  maximum,  sont  trop  éloignés  pour  avoir  pu  être  placés  sur  la 
figure;  les  deux  autres  sont  (I,  F)  et  (J,  J'). 

5oO.  Le  lieu  des  points  doubles  {p,p')  et  {q,q')  est  une  ligne  double  qui  devient 
parasite  aux  sommets  (I,  F)  et  (J,  V)  de  la  développable.  Pour  déterminer  la  nature 
de  cette  courbe,  nous  remarquons  que  l'un  quelconque  de  ses  points  m!  se  projette 
au  point  m  où  la  normale  correspondante  Mm  de  l'ellipse  rencontre  l'axe  AB. 

I/ellipse  directrice  ayant  pour  équation 

une  normale  Mm  est  représentée  par 

En  fiaisant/nul,  on  trouve  pour  l'abscissedu  point  m 

et  l'on  a  pour  déterminer  la  distance  des  points  M  et  m  l'équation 


h'câ 


Mais  en  appelant  i  la  cotangente  de  l'angle  que  les  génératrices  de  la  développable 
font  avec  le  plan  horizontal,  et  z  l'ordonnée  verticale  du  point  m',  on  obtient 


Mm  =::  ^-^^, 
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et  par  conséquent 

(3)  ,^^^^^f^^^ 


L'élimination  de  a^  et  de  ]3-  entre  (  i  ),  (  2  )  et  (  3)  donne  pour  équation  de  la  ligne 
double 


X^  l'  z' 


a'  —  b'  b'       ~     * 

Cette  courbe  est  donc  une  ellipse,  dont  les  sommets  (E^  E')  et  (F,  F')  sont  aux 
foyers  de  la  directrice.  Dans  notre  exercice  i  est  égal  a  r,  et  par  suite  le  demi-axe 
0^0"  est  égal  à  b  ou  OC. 

La  surface  a  dans  le  plan  vertical  CD  une  seconde  ligne  double  dont  on  peut  dé- 
duire Téquation  de  la  précédente,  par  de  simples  permutations  de  lettres:  c'est  une 
hyperbole  qui  a  le  même  centre  que  les  deux  ellipses  AB  etE'F'o  Un  de  ses  sommets 
est  au  point  0'"  où  se  rencontrent  les  génératrices  AT  et  B'J'.  La  longueur  OH  ou 
OG  de  son  demi-axe  non  transverse  est  égale  à  OE  et  à  OF. 

La  première  ligne  double  limite  l'étendue  que  l'on  peut  donner  a  l'excavation  ; 
celle  qui  est  dans  le  plan  CD  n'a  pas  d'importance  dans  la  question  qui  nous 
occupe. 

551 .  Si  l'ellipse  horizontale  AB  était  la  base  d'une  plate-forme  élevée  en  remblai 
sur  le  plan  XY,  avec  des  talus  inclinés  à  4^^^?  les  génératrices  de  la  surface  auraient 
les  mêmes  projections  horizontales,  mais  elles  seraient  inclinées  en  sens  opposé; 
ces  droites  prolongées  détermineraient  par  leurs  intersections  deux  arcs  doubles 
qui  appartiendraient  l'un  à  l'ellipse  E'  F\  l'autre  à  l'hyperbole  contenue  dans  le 
plan  CD.  Le  premier  est  symétrique  de  VT  et  limite  la  hauteur  que  l'on  peut  donner 
au  remblai. 

Ladéveloppable  complète  a  donc  trois  lignes  doubles  concentriques  qui  sont  des 
coniques.  Cette  surface  est  une  variété  de  celle  que  nous  avons  étudiée  aux  articles 
508  et  557  :  elle  doit  avoir  une  quatrième  ligne  double  à  l'infini, 

IP  Exemple.  — -  Excaf^aiion  faite  dans  un  terrain  incliné,  avec  talus  réglés  à  une  inclinaison 

donnée,  {Fi g.  273.) 

552.  On  propose  de  représenter  une  excavation  dont  l'ouverture  sur  le  plan 
incliné  XY  est  l'ellipse  (AB,  A'B'),  et  dont  le  fond  est  établi  sur  le  plan  horizontal 
xy  :  les  talus  sont  réglés  à  une  pente  uniforme  qui  est  donnée. 

La  surface  est  l'enveloppe  des  positions  d'un  cône  de  révolution  dont  les  généra- 
trices ont  une  pente  connue,  et  dont  le  sommet  parcourt  la  directrice  (art.  467)  : 
sa  trace  sur  le  plan  œy  est  l'enveloppe  des  traces  du  cône. 

Nousprenons  sur  la  directrice  AB  des  points  dedrvisionplacés  d'une  manière  symé- 

14. 
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trique  par  rapport  aux  axes,  puis  menant  par  la  projection  verticale  B'  de  Fun  d'eux 
une  droite  B'G  ayant  la  pente  donnée,  nous  obtenons  la  longueur  LG  du  rayon  du 
cercle,  trace  horizontale  du  cône  lorsque  son  sommet  est  au  point  (B,B').  Nous 
trouvons  de  la  même  manière  que  le  rayon  de  la  trace  est  KF  lorsque  le  sommet 
est  au  point  (A,  A'),  et  nous  pourrions  construire  ainsi  les  rayons  pour  toutes  les 
positions  considérées  du  cône;  mais  comme  ils  sont  évidemment  proportionnels  aux 
hauteurs  du  sommet  au-dessus  du  plan  ooy,  c'est-à-dire  aux  ordonnées  de  la  ligne 
XY,  nous  pouvons  tracer  une  droite/^  dont  les  ordonnées  seront  les  rayons  cher- 
chés. Nous  en  obtenons  deux  points  /  et  g-  en  portant  les  longueurs  KF  et  LG  en  K/ 
etLg'(*).  La  trace  horizontale  de  la  surface  est  l'enveloppe  des  cercles  décrits  des 
points  de  division  de  Fellipse  comme  centres,  avec  les  ordonnées  correspondantes 
de  la  ligne/g'  pour  rayons. 

553.  Le  point  c  où  le  cercle  dont  le  centre  est  C  touche  Fenveloppe,  appartient  à 
la  génératrice  Ce  de  la  développable  et  peut  servir  à  la  tracer.  Si  l'on  veut  appor- 
ter plus  de  précision  dans  la  construction,  on  mènera  par  la  tangente  CT  de  la  direc- 
trice un  plan  tangent  au  cône  dont  le  sommet  est  (C,  C)  (art.  468). 

La  trace  de  la  tangente  CT  sur  le  plan  œy  étant  éloignée,  nous  prenons  un  plan 
horizontal  d'opération  ^^  J^  plus  rapproché  de  C,  et  par  la  trace  T  de  la  tangente 
sur  ce  plan  nous  menons  des  tangentes  à  la  trace  du  cône  dont  le  rayon  c\  ç  est 
déterminé  comme  nous  l'avons  indiqué  précédemment.  Les  points  de  contact  m  et 
n  appartiennent  l'un  a  la  génératrice  cherchée,  l'autre  a  la  génératrice  de  la  déve- 
loppable extérieure  que  nous  négligeons,  parce  qu'elle  ne  présente  aucun  intérêt 
dans  la  question  spéciale  que  nous  examinons. 

Si  le  point  T  était  sur  le  cercle,  la  tangente  de  la  directrice  au  point  (C,  C)  serait 
une  génératrice  du  cône  et  de  la  développable,  et  ce  point  serait  un  sommet 
(art.  468).  Quand  la  tangente  (CT,  XY)  est  moins  inclinée  que  les  génératrices  du 
cône,  le  point  T  est  dans  le  cercle,  et  le  point  G  appartient  à  un  arc  parasite  de  la 
courbe.  Dans  le  cas  où  la  tangente  la  plus  inclinée  de  la  directrice  ferait  avec  le 
plan  horizontal  un  angle  plus  grand  que  celui  des  génératrices  du  cône,  la  surface 
n'existerait  pas  :  cela  n'arrivera  jamais  quand  la  directrice  sera  fermée,  car  elle 
aura  alors  des  tangentes  horizontales. 

554.  On  voit,  par  la  construction  que  nous  avons  exposée,  que  sur  une  surface 
d'égale  pente  les  deux  génératrices  Cm  et  Cn  qui  se  croisent  en  un  même  point  C  de 
la  directrice,  font  des  angles  égaux  avec  cette  courbe  dans  l'espace  et  en  projection 
horizontale. 


(*)  L'axe  (AB,  A'B')  de  rellij)se  est  une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  XY.  Il  résulte  des 
symétries  qu'introduit  cette  disposition,  que  les  génératrices  issues  des  sommets  A  et  B  sont  paral- 
lèles au  plan  vertical,  et  qu'on  peut  obtenir  les  points/  et  ^,  en  prenant  les  longueurs  K/  et  L^ 
égales  à  K^'  et  LZ;'. 
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Sur  \^  figure  i^Z,  Tenveioppe  des  cercles  n'a  ni  points  doubles,  ni  rebrousse- 
ments,  ce  qui  montre  que  le  plan  xyn^  rencontre  pas  Tarête  de  la  développable. 

Etude  de  la  surface  d'égale  pente  circonscrite  à  une  conique,  dans  le  cas  où  Vun  des  axes 
de  cette  courbe  est  une  ligne  de  plus  grande  pente  de  son  plan, 

555.  D'après  la  position  que  nous  supposons  à  la  directrice  A,  nous  pouvons 
la  représenter  par  les  équations 

La  génératrice  qui  passe  par  le  point  considéré  appartient  au  cône  directeur, 
placé  de  manière  à  avoir  son  sommet  à  ce  point,  et  par  suite  les  coordonnées  de  Tun 
quelconque  des  points  de  cette  droite  satisfont  à  l'équation  du  cône 

{x  —  af  •\^[y-^^f  =  i^  {z  -  mocY, 

i  est  la  cotangente  de  l'angle  que  les  plans  tangents  de  la  surface  font  avec  l'ho- 
rizon. Cette  équation,  ordonnée  par  rapport  à  a  et  à  |3,  devient 

(2)  (f  —  m^i^)  a^  +  j3^  +  2  {mi^  z  —  x)a  —  aj]3  4-  x^  4-7^  —  i'^  z'^  :=:  o. 

La  développable  étant  l'enveloppe  des  positions  du  cône,  la  génératrice  ne  cesse 
pas  de  lui  appartenir,  quand  son  sommet  éprouve  un  déplacement  infiniment 
petit  sur  la  directrice  (art.  432).  Nous  pouvons  donc  différentier  l'équation  (2)  en  y 
considérant  x,  yeiz  comme  constantes.  Nous  obtenons  ainsi  l'équation 

(i  -  m'i')a~{-  {mPz  -  ^)  +  (^  -  j)  _&  z=z  o  , 

qui  devient,  lorsqu'on  y  introduit  la  valeur  de  -j-  déduite  de  l'équation  (i), 

(3)  (6^  -  a'  +  a'mH')oc^  ^  b'yoc-  a'  {mi'  z  -  x)  ^  =:  o  (*), 

556.  Pour  avoir  l'équation  de  la  surface,  il  faudrait  éliminer  a  et  /3  entre  les 
équations  (i),  (2)  et  (3);  mais  si  nous  cherchons  seulement  son  intersection  avec  un 
plan  donné,  nous  pourrons  commencer  par  introduire  les  relations  qui  sont  établies 
par  l'équation  de  ce  plan  entre  les  variables^,  jet  z,  et  il  est  possible  que  cette 
opération  simplifie  les  formules.  Ainsi  les  plans 

(4)  J:=^0,  mi'^Z —  X  :==:  o, 

(*)  Nous  avons  employé  le  calcul  différentiel,  parce  qu'il  conduit  directement  à  Téquation  (3) 
du  plan  des  deux  génératrices  qui  passent  au  point  considéré  (C,  G')  {/ig.  s^S)-,  mais  on  peut  l'éta- 
blir sans  son  secours,  en  exprimant  analytiquement  les  constructions  de  la  figure. 
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doivent  couper  la  développable  suivant  des  lignes  faciles  a  déterminer,  car  pour 
chacun  d'eux  les  équations  (cè)  et  (3)  perdent  un  de  leurs  termes,  et  la  seconde  peut 
être  réduite  au  premier  degré  par  la  suppression  d'un  facteur  commun. 

557.  En  faisant  y  nul  dans  les  équations  (2)  et  (3)  pour  chercher  Tintersection 
de  la  surface  avecle  premier  des  plans  (4),  on  obtient 

(5)  [i  —  m? i'^)  &?  -\-  j3^-H2(mr^^~-^)a-l-a?^  —-i'z^  ==  o, 

(6)  (è^  —  à^-{-à^m?i'^)  a  —  à^[mi'^z  —  oc)==zo, 

et  l'élimination  de  j3  et  de  a  entre  (i),  (5)  et  (6)  donne 

( 7 )  [b'^  -\- a^ m'^  i'^)oc'^  —  ^cû mi^xz  -^  [a^  —  V^ ) i^z^  -h  6^  (è^  —  a^  +  a- m- ^'^ )  =  o. 

La  symétrie  de  la  ligure  montre  que  les  génératrices  se  rencontrent  deux  a 
deux  dans  le  plan  vertical  AB  {fig*  ^V^).  La  conique  (7)  trace  de  la  surface  sur  ce 
plan  est  donc  une  ligne  double  :  nous  l'appellerons  A'', 

La  développable  étant  circonscrite  à  deux  courbes  du  second  degré  A  et  A'', 
a  deux  autres  directrices  planes  et  de  ce  degré;  et  comme  les  premières,  représen- 
tées par  les  équations  (i)  et  (7),  sont  concentriques,  l'une  des  deux  autres  b!"  a  le 
même  centre  qu'elles,  et  la  dernière  A'  se  trouve  a  l'infini  (art.  508).  Nous  pour- 
rions nous  servir  des  théories  du  chapitre  II  pour  déterminer  la  dtrectrice  A"', 
mais  il  est  plus  simple  de  continuer  à  traiter  la  question  directement. 

558.  Pour  obtenir  l'intersection  de  la  surface  par  le  second  des  deux  plans  (4), 
nous  portons  dans  les  équations  (a)  et  (3)  la  valeur  de  z  déduite  de  l'équation  de 
ce  plan,  il  vient 

(&2  _  ^2  ^  a^m^*^)  ^~-h^y=  o. 
L'élimination  de  a  et  de  ]3  entre  ces  deux  équations  et  l'équation  (i)  donne 

^    ^  a^  m?  i  ^        b'  —  a^  -\-  à'  m'^  i^ 

La  section  de  la  surface  par  le  second  des  deux  plans  (4)  est  donc  une  courbe 
du  deuxième  degré,  concentrique  avec  la  directrice  A,  comme  nous  avons  reconnu 
que  cela  devait  être.  Appelant  a!"  et  V"  les  longueurs  des  demi-axes  de  sa  projection 
horizontale,  et  rn!"  la  tangente  de  l'angle  de  son  plan  avec  l'horizon,  nous  avons 
d'après  la  seconde  des  équations  (4)  et  l'équation  (8) 

(9)  jn!"^^         a^'^^a^m'i^        b""' z=^  b^ -^ a' -^ a' m'' ï\ 
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Si  Ton  résout  ces  équations  par  rapport  à  m,  a  et  h,  on  trouvera  les  mêmes  expres- 
sions, avec  permutation  des  lettres  qui  représentent  les  constantes  des  deux  coni»- 
ques;  il  y  a  donc  réciprocité  entre  elles,  et  par  suite  celle  que  nous  venons  de 
déterminer  A"'  est  une  ligne  double  comme  A. 

On  déduit  des  équations  (9) 

Les  coniques  projections  horizontales  des  directrices  A  et  A'"  ont  donc  les  mêmes 
foyers.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir,  à  l'aide  deTéquation  (7),  que  ces  points  sont 
les  extrémités  du  segment  de  la  droite  AB  [fig.  ^^73)  qui  forme  la  projection  hori- 
zontale de  A'';  d'où  il  suit  que  ce  sont  les  foyers  de  ce  segment  considéré  comme  une 
ellipse  aplatie. 

559.  Nous  pouvons  maintenant  faire  les  tracés  nécessaires  à  la  détermination  des 
lignes  doubles  et  à  la  représentation  générale  de  la  surface. 

Les  données  sont  l'ellipse  directrice  (AB,  A'B')  que  nous  appelons  A  (jÇg*.  274  et 
275) ,  et  l'angle  de  la  développable  avec  l'horizon.  De  chacun  des  points  A'  et  B' 
nous  menons  deux  droites  faisant  cet  angle  avec  la  ligne  de  terre  XY  :  ces  lignes 
sont  évidemment  des  génératrices,  et  la  diagonale C  0' D'  du  parallélogramme 
A' C'B'D' qu'elles  forment  est  la  trace  verticale  du  plan  de  la  directrice  A'''.  Les  points 
C  et  D' sont  des  sommets  de  cette  courbe,  et  leurs  projections  horizontales  C  et  1) 
des  sommets  de  sa  projection.  Comme  d'ailleurs  la  ligne  A'''  a,surle  plan  horizontal, 
les  mêmes  foyers  F  et  F^  que  l'ellipse  AB,  elle  se  trouve  complètement  déterminée 
et  facile  à  tracer  :  c'est  une  hyperbole,  parce  que  les  sommets  C  etD  sont  en  dedans 
des  foyers;  nous  aurions  une  ellipse  s'ils  étaient  au  delà,  et  enfin,  si  les  points  (1 
et  D  se  confondaient  avec  F  et  F^ ,  la  développable  se  composerait  de  deux  cônes 
ayant  leurs  sommets  l'un  en  C  et  l'autre  en  D'. 

Les  directrices  A  et  A"'  étant  de  genres  différents,  A''  est  nécessairement  une 
ellipse  (art.  508). 

Il  est  inutile  de  dire  que  les  foyers  auraient  pu  se  trouver  sur  l'axe  Oj. 

560.  La  droite  PQ  est  l'intersection  des  plans  des  directrices  A  et  A"',  par  consé- 
quent si  des  points  Pet  Q  nous  menons  des  tangentes  a  l'hyperbole,  ces  droites  seront 
des  génératrices  de  la  surface,  et  leurs  points  de  contact  I,  I^ ,  ?  et  i^  seront  des  som- 
mets (art.  458).  Nous  pouvons  obtenir  leur  position  en  employant  la  construction 
ordinaire  des  tangentes  à  l'hyperbole  par  un  point  extérieur.  De  Q  et  de  F  comoie 
centres,  avec  des  rayons  égaux  à  OB  et  à  CD,  nous  décrivons  des  arcs  de  cercle  qui  se 
coupent  en  /et  en/^  ;  les  droites  F/  etF/^  passent  respectivement  par  ï  et  /, ,  et  leurs 
segments  il  et  î^  /^  sont  égaux  à  iY^  et  i^  F^  (*). 

(*)  On  peut  aussi  remarquer  que  la  perpendiculaire  à  AB  menée  par  le  point  C  rencontre  l'arc 
F/, F,  au  point  <T  où  passe  la  droite  Q/,, 
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Les  points  M  et  N,  où  une  même  génératrice  rencontre  l'ellipse  et  Thyperbole, 
sont  tels,  que  les  tangentes  correspondantes  se  rencontrent  en  un  point  de  Taxe  PQ 
(art,  455).  On  a  par  suite  entre  leurs  ordonnées  /3  et  y  la  relation  (*) 

Le  rapport  de  /3  à  j  est  donc  constant,  et  par  suite  les  ordonnées  des  points  M  et  N 
sont  entre  elles  comme  les  ordonnées  des  points  connus  Q  et  i.  En  conséquence, 
après  avoir  pris  sur  Tellipse  des  points  de  division  arbitraires,  mais  symétrique- 
ment placés  par  rapport  aux  axes,  on  peut  obtenir  par  une  construction  de  lignes 
proportionnelles  les  ordonnées  des  points  de  Thyperbole  qui  leur  correspondent, 
ce  qui  suffit  pour  les  déterminer  sur  cette  courbe  que  nous  supposons  tracée  avec 
soin.  On  relève  ensuite  les  points  de  Tellipse  sur  A'B',  ceux  de  Thyperbole  sur  CD', 
et  Ton  trace  les  deux  projections  de  toutes  les  génératrices  considérées.  Nous  les 
avons  arrêtées  aux  courbes  A  et  A'''. 

Conformément  à  une  observation  que  nous  avons  présentée  à  Tarticle  554,  les 
deux  génératrices  qui  se  rencontrent  en  un  point  quelconque  de  Tune  des  direc- 
trices font  des  angles  égaux  avec  la  tangente  de  cette  ligne  dans  Tespace  et  en  pro- 
jection horizontale. 

Deux  génératrices,  issues  des  points  M  et  R  symétriquement  placés  par  rapport 
à  AB,  se  rencontrent  dans  le  plan  vertical  dont  cette  ligne  est  la  trace;  mais  leur 
croisement  ne  peut  pas  se  dessiner  sur  la  projection  verticale,  parce  qu'elles  y  sont 
représentées  par  une  même  droite.  Pour  construire  la  directrice  A'\  il  faut  relever 
sur  le  plan  vertical  les  points  de  rencontre  des  projections  horizontales  des  géné- 
ratrices avec  la  droite  AB. 

561.  Les  verticales  ge  et  g'^e^  relevées  des  foyers  F  et  F^  touchent  Fellipse  A'' 
(art.  558).  Les  côtés  du  parallélogramme  A'C'B'D'  sont  des  génératrices  situées 
dans  le  plan  de  cette  directrice;  elles  lui  sont  donc  tangentes  (art.  457),  et  leurs 
points  de  contact  sont  les  sommets  de  la  surface. 

On  sait  que  dans  un  pentagone  circonscrit  à  une  conique^  deux  diagonales  qui  ne 
partent  pas  d^un  même  angle  ^  se  croisent  en  un  point  situé  sur  la  droite  qui  joint  le 
cinquième  angle  au  point  où  le  côté  opposé  touche  la  courbe  (**  ) . 

D'après  ce  théorème,  nous  pouvons  déterminer  la  position  exacte  des  sommets, 
en  considérant  le  pentagone  formé  par  cinq  des  six  tangentes  que  nous  connaissons, 
par  exemple  le  pentagone  g^e^D'B'C.  La  figure  montre  la  construction  pour  les 

(*)  Cette  formLile  peut  être  déduite  immédiatement  de  la  seconde  équation  de  l'article  SSÔj  elk 
est  identique  avec  celle  que  nous  avons  obtenue  à  l'article  ^16. 

(**)  M.  Brianchon,  Journal  de  l'École  Polytechnique^  cahier  XIIIj  page  3oi .  —  M.  Poncelet,  Pro- 
priétés projectiles,  art,  212, 
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sommets  J\  et  /  :  les  deux  autres  sont  sur  les  diamètres  qui  passent  par  ces 
points  (*). 

S62.  Les  quatre  points  M,  M,,,  R  et  R,,,  placés  sur  relîipse  A  d'une  manière  symé- 
trique par  rapport  aux  axes,  appartiennent  à  un  groupe  composé  des  huit  généra- 
trices 

MN  MN, 

M,N,  NM, 

RS,  RS 

SR,  R,S, 

Chaque  droite  de  l'un  des  systèmes  rencontre  trois  droites  de  l'autre  système   à 
distance  finie,  et  est  parallèle  à  la  quatrième. 

Les  génératrices  issues  des  points  M  et  R  symétriquement  placés  sur  A  se  cou- 
pent en  des  points  ((^,  ^')  et  {u,  u')  tels,  que  les  droites  qui  y  touchent  M'  se  ren- 
contrent en  un  point  de  l'intersection  (x4B,  A'B')  des  plans  de  A  et  de  A'',  celui  où 
les  tangentes  de  A  en  M  et  en  R  vont  se  croiser  (art.  455).  La  corde  u' v'  est  donc 
parallèle  au  diamètre  de  A'\  conjugué  avec  A^B'. 

Les  tangentes  de  A  aux  points  P  et  Q  sont  parallèles;  les  tangentes  de  A'^  aux 
points  [k,  k')  et  [k^,  U^)  qui  leur  correspondent  sont  donc  aussi  parallèles,  et  par 
suite  les  droites  A'B'  et  CD'  sont  diamétrales  conjuguées  dans  l'ellipse  A'\  Les 
quatre  points  u\  v\  li^  et  ^ ^  de  cette  conique  qui  appartiennent  à  un  groupe,  sont 
les  sommets  d'un  parallélogramme  dont  les  côtés  sont  respectiyem.ent  parallèles  a 
A'B'  et  à  C'D^ 

Ces  résultats  sont  conformes  à  ceux  des  articles  508  et  519. 

Nous  avons  directement  la  longueur  l^K^ ,  mais  les  extrémités  G  et  G.}  du  diamètre 
conjugué  étant  sur  des  arcs  parasites,  ne  nous  sont  pas  données  par  la  construction. 
Pour  les  obtenir,  nous  traçons  un  demi-cercle  sur  k!U^,  et  nous  supposons  qu'il  se 
transforme  dans  l'ellipse  A''  (art.  314).  Prenant  sur  cette  courbe  un  point  bien  déter- 
miné  tel  que  J',  nous  cherchons  le  point  J'g  qui  lui  correspond  sur  le  cercle,  puis 
considérant  le  point  G2,  extrémité  du  diamètre  perpendiculaire  à  KU^ ,  nous  le  rame- 
nons en  G  sur  O'B'  par  une  parallèle  a  J'.^r, 

565.  Quand  la  développable  doit  faire  avec  l'horizon  le  même  angle  que  le  plan 
de  la  directrice  A,  le  produit  mi  est  égal  a  l'unité,  et  on  voit  par  les  équations  (9) 
que  les  courbes  A  et  A'''  se  confondent.  Leur  plan  fait  deux  fois  partie  delà  déve- 
loppable complète,  car  le  cône  directeur  mobile  le  touche  toujours  le  long  d'une 
certaine  génératrice,  et  cette  droite  occupe  les  mêmes  positions  lorsque  le  sommet 
parcourt  la  partie  supérieure,  et  la  partie  inférieure  de  la  courbe. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  aux  articles  456  et  509,  la  directrice  A''  doit  être 

(*)  La  position  précise  des  sommets  est  déterminée  par  une  seconde  construction  que  nous  expli- 
querons dans  le  livre  relatif  à  la  courbure  des  surfaces. 

IL  i5 
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tangente  an  plan  des  denx  autres  réunies,  et  en  effet  la  droite  dans  laquelle  les 
droites  diamétrales  conjuguées  O'B'  et  O'D'  se  confondent,  est  nécessairement  une 
asymptote  de  cette  conique. 

564.  Lorsque  le  plan  de  la  directrice  A  est  horizontal,  ce  qui  est  le  cas  de  la 
figure  'x-j'Xy  l'équation  (7)  de  A''  se  réduit  à 


a'- 


P 


Nous  avons  déjà  obtenu  cette  équation  a  l'article  550. 

On  remarquera  que  les  foyers  de  l'ellipse  directrice  AB  ou  A  peuvent  encore  être 
regardés  comme  les  foyers  des  projections  des  deux  autres  coniques  A''  et  M\  lignes 
doubles  de  la  développable,  car  ce  sont  les  extrémités^du  segment  de  AB  sur  lequel  se 
projette  l'ellipse  E'O'T'  ou  A''  [fig.  272),  et  la  différence  de  leurs  distances  a  un  point 
quelconque  de  la  droite  indéfinie  CD,  projection  de  l'hyperbole  A'%  est  constante. 

565.  Les  équations  (5)  de  l'article  557  permettent  de  reconnaître  la  nature  des 
diverses  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  une  des  surfaces  d'égale  pente  que 
nous  avons  étudiées.  Nous  avons  réuni  ci-dessous  les  résultats  pour  la  surface  a 
laquelle  se  rapporte  \^  figure  572  :  la  seconde,  la  troisième  et  la  quatrième  colonne 
contiennent  les  carrés  des  demi-axes  X^,  p.^  et  v^;  la  nature  de  la  surface  inscrite 
est  indiquée  dans  la  dernière. 
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0 

>-  OH 

0'  0'" 

Hyperbole. 

0 

Entre  o  et  OE 

Entre  —  OH    et  o 

Entre  O'O'"'  etÔ'C'' 

Hyperboloïde  à  une  nappe. 

3 

Ôl' 

0 

O'O" 

Ellipse. 

4 

Enlve  OE    et  ÔÂ^ 

Entre  o  et  OC 

Entre  O'O"    et  o 

EUipsoïde. 

5 

ÔI' 

— 2 

oc 

0 

Ellipse. 

6 

Entre  OA    et  rinfmi 

Entre  OG    et  l'infini 

Négatif  quelconque 

Hyperboloïde  à  une  nappe. 

7 

Infini 

Infini 

Infini 

8 

Négatif  quelconque 

Entre  rinfmi  et  —  ÔFl^ 

Entre  l'infini  et  0'  0'" 

Hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Nous  avons  vu  (art.  408)  que  tous  les  points  d'un  plan  situés  à  l'infini  sont  sur 
une  droite;  il  en  résulte  que  le  lieu  des  points  de  l'espace  situés  a  l'infini  est  coupé 
suivant  une  droite  par  un  plan  quelconque,  et  que  par  conséquent  c'est  un  plan  (*). 
La  surface  portée  dans  le  tableau  sous  le  numéro  7  ayant  tous  ses  points  à  l'infini, 
est  aplatie  dans  ce  plan  :  c'est  la  directrice  A'. 


(*)  M,  Poncelct,  Propriétés  projectwes^  art.  1580. 
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Les  hyperboloïdes  des  groupes  sont  ceux  qui  sont  portés  sous  le  numéro  2,  et 
qui  ont  pour  limites  Tellipse  E0"¥  et  Fhyperbole  contenue  dans  le  plan  CD. 

On  peut  facilement  établir  un  tableau  analogue  pour  la  surface  représentée  sur 
les/igures  274  et  275  :  les  trois  droites  diamétrales  conjuguées  communes  des  sur- 
faces inscrites  sont  (AB,  A'B'),  (PQ,  0')  et  (AB,  CD'). 

Étude  générale  de  la  surface  d^ égale  pente  circonscrite  à  une  conique, 

566.  Nous  n'avons  encore  étudié  la  surface  d'égale  pente  circonscrite  à  uoe 
conique,  que  dans  le  cas  où  l'un  des  axes  de  cette  courbe  est  dans  la  direction  de  la 
ligne  de  plus  grande  pente  de  son  plan.  Il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  cette  restric- 
tion, pour  que  la  développable  soit  une  variété  de  celle  qui  a  quatre  lignes  doubles 
planes  et  du  second  degré,  car  le  cône  directeur  étant  de  révolution,  la  surface  est 
circonscrite  à  une  seconde  conique  située  à  l'infini. 

La  trace  complète  de  la  développable  sur  le  plan  d'une  ligne  double  comprend, 
outre  cette  courbe,  quatre  de  ses  tangentes.  Dans  les  calculs  précédents  nous  avons 
pu  faire  disparaître  ces  droites;  ainsi  à  l'article  558,  après  avoir  supprimé  le  dernier 
terme  de  l'équation  (3),  nous  avons  rejeté  un  facteur  a  et  enlevé  ainsi  les  solutions 
qui  correspondent  à  la  valeur  nulle  de  cette  variable  auxiliaire,  c'est-à-dire  les 
génératrices  tangentes  de  la  ligne  double,  car  l'équation  (2)  et  la  seconde  des 
équations  (4)  déterminent  ces  droites,  lorsque  l'on  suppose  a  nul  et  par  suite  ]3  égal 
à  dz  è.  De  même  à  l'article  557,  nous  avons  éloigné  un  facteur  commun  |3.  Enfin  a 
l'article  494,  dans  le  calcul  qui  a  fait  trouver  la  seconde  des  équations  (6),  nous 
avons  supprimé  un  facteur  7^  qui  portait  le  groupe  simple  situé  dans  le  plan  hori- 
zontal. Ainsi  donc,  si  nos  calculs  ont  conduit  facilement  aux  résultats,  c'est  que,  par 
suite  de  la  symétrie  du  système  géométrique  considéré,  un  facteur  représentant  les 
génératrices  tangentes  s'est  trouvé  mis  en  évidence,  et  a  été  rejeté.  Cette  symétrie 
ne  se  présente  plus  d'elle-même  dans  le  problème  qui  va  nous  occuper. 

Nous  savons  que  quand  une  des  lignes  doubles  est  à  l'infini,  les  trois  autres  sont 
concentriques,  et  que  les  traces  des  plans  de  deux  quelconques  d'entre  elles  sur 
celui  de  la  troisième  sont  deux  diamètres  conjugués  de  celle-ci;  mais  il  y  a  dans  la 
question  une  donnée  nouvelle,  la  pente  des  génératrices,  et  nous  ne  pouvons  pas 
prévoir  son  influence  sur  la  position  des  lignes  doubles,  ce  qui  serait  nécessaire 
pour  que  le  facteur  qu'il  faut  supprimer  pût  être  mis  en  évidence.  Ce  sont  les  résul- 
tats du  calcul  qui  devront  nous  fixer  à  cet  égard. 

567.  Nous  représentons  la  conique  directrice  A  par  les  équations 

(1)  Aa^  H-aCa/S-hBiS^iz:::  f, 

{2)  7:^zM^^~N/3, 
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Si  nous  désignons,  comme  précédemment,  par  i  la  cotangente  de  rinclinaison 
constante  des  génératrices  sur  le  plan  horizontal,  l'équation  du  cône  directeur  placé 
de  manière  à  avoir  son  sommet  au  point  considéré  de  la  directrice  sera 

(X  ^  af  +(Y-  /3)^  :=:  (Z  -  Ma  -'  N|3)^r-, 

ou,  en  ordonnant, 

Différentiant  r équation  (3),  et  remplaçant -p^  par  sa  valeur  déduite  de  l'équa- 
tion  (i),  on  obtient 

(4)  \  -[C(i-N^i^)  +  BMN/^]|5^H-[C(MZ/'^-X)-A(NZf^-Y)]a 
(  -  [C(NZi^  -Y)  -  B.(MZ.^-^-X)]  /3  =  o. 

Le  système  des  équations  (i),  (3)  et  (4)  représente  la  développable,  enveloppe 
des  positions  du  cône. 

568.  La  direction  des  axes  horizontaux  n'est  pas  déterminée;  nous  pouvons 
donc  établir  une  relation  entre  les  coefficients  A,  B,  C,  M,  N  et  la  pente  de  la  sur- 
face. Nous  posons 

(5)  C,(-i-»aPr^)-i-AMNe-^-:^o. 

Cette  équation  fixe  Toricatation  des  axes  horizontaux,   par  rapport  a  la  conique 
directrice. 
-S69.  Nous  coupons  la  surface  par  le  plan 

(6)  C(MZ^*'^-X)-A(NZ^'^-Y)^o. 

En  vertu  des  relations  (5)  et  (6),  Féquation  (4)  perd  deux  de  ses  termes;  on  peut 
diviser  les  autres  par  jS,  et  il  reste 

i  [B(f--M'^'')-A(i-N^i-)]a-[C(i-N-^z;^)-i-BMNf^]P 
-^^    ,         î  -[C(NZf^~Y)-B(MZ^'^-X)]:.=:o. 

La  courbe  d'intersection  est  représentée  par  l'équation  (6),  et  par  celle  qui  doit 
résulter  de  l'élimination  de  a  et  de  j3  entre  les  équations  (i),  (3)  et  (7).  11  est  facile 
de  prévoir  que  nous  allons  trouver  une  courbe  du  second  degré,  car  le  facteur  sup- 
primé /3  a  entraîné  avec  lui  quatre  génératrices  tangentes  ;  on  peut,  en  effet, 
vérifier  que,  la  relation  (5)  étant  satisfaite,  l'intersection  des  plans  (2)  et  (6)  a 
pour  projection  horizontale  l'axe  des  abscisses,  d'où  il  résulte  que  les  points  de  la 
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directrice  A  pour  lesquels  l'ordonnée  j3  est  nulle,  appartiennent  au  plan  sécant  (6) 
et  que  les  génératrices  qui  passent  à  ces  points  sont  situées  dans  ce  plan. 

570.  Nous  introduisons  d'abord  dans  les  équations  (3)  et  (7)  les  valeurs  des 
expressions  MNï^  et  (NZi^— Y)  prises  dans  les  équations  (5)  et  (6).  Nous  obtenons 
ainsi 

(9)     [A(i™N^P)  -  B(i  -~M^*^)]  (Aa  4-  C/3)  +  (C^  -  AB)  (MZ^^  -X)  ==  o. 

Pour  éliminer  a,  nous  portons  dans  l'équation  (8)  les  valeurs  des  binômes 
(Aa^-h^Cap)  et  (Aa-4-C|3)  prises  respectivement  dans  les  équations  (i)  et  (9), 
et  ensuite  dans  l'équation  (i)  la  valeur  de  oc  déduite  de  l'équation  (9).  Ces  substitu- 
tions donnent 

[A{i-WP)-B{^-M'P)Y^'~{C/~AB){MZP-XY 

A 


-AB 


;a(i-n^^'')-b(i-m^/^)]^o. 


En  retranchant  la  première  de  ces  équations  de  la  seconde,  p  disparaît,  et  on 
obtient  après  quelques  réductions 


l       (^^^^(MZi-^-X)^4-[A(i-N^i^)--B(i--Mn'^)] 

j  X  [A{i-~WP)--^{i-mH')-{C'-A'B){X'-hY'-PZ')]=:::o. 


L'intersection  de  la  surface  du  second  degré  représentée  par  cette  équation,  avec 
le  plan  (6),  est  une  conique  concentrique  avec  la  directrice,  et,  comme  elle,  ligne 
double  de  la  développable.  Éliminant  Z  entre  les  équations  (6)  et  (10)  nous  trou- 
vons, pour  représenter  la  projection  horizontale  delà  conique,  l'équation 

\  ""        (CM-AN)^  "^  A 

''    jx|A(i-~-N^-)-^(.---M^-.-)-^(C^-^.^^^^^ 

Si  nous  avions  éliminé  d'abord  |3,  nous  aurions  trouvé  deux  équations  com- 
plètes du  second  degré  en  a,  et  l'élimination  de  cette  variable  nous  aurait  donné 
une  équation  du  quatrième  degré  en  X,  Y  et  Z,  dont  il  aurait  fallu  extraire  la 
racine  pour  avoir  (10).  L'opération  aurait  donc  été  peu  praticable.  Cela  tient  à 
ce  que,  sur  la  projection  horizontale  de  la  directrice  A,  les  quatre  points  d'un 
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même  groupe  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme  oblique;  de  sorte  que,  les 
axes  étant  rectangulaires  et  celui  des  abscisses  correspondant  aux  deux  points  d'un 
groupe  simple  [^  =  0)  par  suite  de  Forientation  que  nous  avons  donnée  aux  axes 
horizontaux  (art.  568),  chaque  groupe  ordinaire  est  caractérisé  par  une  valeur  de 
|3'%  mais  non  par  une  valeur  de  a^.  Nous  nous  trouvons  ainsi,  en  éliminant  d'abord 
a,  dans  les  mêmes  circonstances  qu'aux  articles  494  et  557. 

571.  Il  faut  maintenant  rechercher  les  conséquences  de  l'équation  (5)  pour  la 
position  des  axes  coordonnés. 

En  rapportant  la  directrice  A  aux  axes  de  sa  projection  horizontale  et  à  la  verti- 
cale de  son  centre,  nous  pourrons  la  représenter  parles  deux  équations 

(1:2)  ~  +  1^'  ==  I,         73=  ma  4-  7^P^ 

Si  nous  appelons  ç  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  les  axes  horizontaux  pour 
les  faire  coïncider  avec  ceux  du  système  auquel  se  rapportent  les  équations  (i), 
nous  aurons 

a!  z=L  OL  cos(p  —  ]3  sinç,  jS'  —  c^  sin^  +  |3  cosç. 

Portant  ces  valeurs  dans  les  équations  (  12),  et  égalant  leurs  coefficients  a  ceux  des 
équations  (i)  et  (:î),  on  trouve 

A  =  — -    ^  ,;,     — ^ 5       C  =  — rrr-  smç  COSÇ,        B  = ^TT ^5 

(  M  =  m  cosç  +  7z  sinç,  N  :=  —  ttz  sin<p-[- n  cos(p. 

Introduisant  enfin  ces  expressions  dans  l'équation  de  condition  (5),  on  obtient, 
toutes  réductions  faites, 

(i/|)    a-mni"^  tang^ç— [a^(i  —  m^ï^)"-6^(  I  --/i^i^)]  tang(p  — -è'^mm^  =r:  o. 

Il  existe  donc  deux  valeurs  pour  l'angle  9  qui  détermine  la  position  de  la  projec- 
tion horizontale  de  l'intersection  du  plan  de  la  ligne  double  représentée  par  les 

équations  (6)  et  (11),  avec  le  plan  de  la  directrice  A;  le  produit  de  leurs  tangentes 

52 
est  égal  à ^^  et  par  suite  les  droites  déterminées  dans  le  plan  de  A  sont  deux 

diamètres  conjugués  de  cette  conique,  comme  nous  savons  que  cela  doit  être. 

572.  On  peut  vérifier  les  formules  que  nous  avons  obtenues  en  y  supposant  n 
nulle,  ce  qui  nous  ramène  au  cas  étudié  dans  le  paragraphe  précédent. 

Les  deux  valeurs  de  «p  données  par  l'équation  (  i4)  sont  o  et  90^. 
En  faisant  9  —  0  dans  les  équations  (  i3),  on  obtient 

A  =  A;?  C™0,  B=:4;'  M=:m,  N=rO, 
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L'équation  (6)  du  plan  de  la  courbe  devient 

Y=^  o. 

Enfin  l'équation  (lo)  se  réduit  à  Téquation  (7)  de  Tarticle  557. 
Opérant  de  la  même  manière  sur  la  valeur  90''  de  y ,  on  trouve 

D'après  la  valeur  de  l'angle  ç»,  il  faut,  pour  rendre  les  formules  comparables  à  celles 
des  articles  556  et  558,  poser 

Ces  diverses  valeurs  étant  introduites  dans  les  équations  (6)  et  (11),  on  obtient  la 
seconde  des  équations  (4)  de  l'article  556  et  l'équation  (8)  de  l'article  558. 
Nous  trouvons  donc  tous  les  résultats  des  calculs  plus  simples  du  paragraphe  pré- 
cédent, et  nous  nous  serions  dispensé  de  les  établir  directement,  si  nous  n'avions  pas 
fait  du  cas  qu'elles  concernent  le  sujet  d'un  de  nos  principaux  exercices  gra- 
phiques. 

On  voit  du  reste  que  les  équations  des  articles  précédents  résolvent  complète- 
ment la  question.  Nous  aurions  pu  faire  disparaître  de  l'équation  (4)  le  troisième 
et  le  cinquième  terme,  au  lieu  du  premier  et  du  quatrième  :  le  facteur  supprimé  eût 
alors  été  a;  mais,  eu  égard  à  la  symétrie  qui  existe  jusque-là  dans  les  formules, 
nous  eussions  obtenu  un  système  d'équations  équivalent  à  celui  des  équations  (5), 
(6)  et  (10). 

575.  Pour  rendre  les  différentes  coniques  comparables  entre  elles,  il  faut  les  rap- 
porter à  un  même  système  d'axes  qui  sera  naturellement  celui  des  équations  (  ï:^). 
Cela  revient  à  faire  tourner  les  axes  horizontaux  de  l'angle  —9,  et  par  conséquent 
nous  avons  entre  les  anciennes  coordonnées  et  les  nouvelles,  que  nous  indiquons  par 
des  minuscules,  les  relations 

(i5)  X —  ii^  C0S9  4- jsinç,         Y  ~  —  a^sin  9 -i-ycos^,         Z===z. 

Ces  valeurs  et  celles  des  coefficients  données  par  les  équations  (i3)  doivent  être 
portées  dans  les  équations  (6)  et  (ii).  La  substitution  dans  l'équation  (6)  donne 
pour  l'équation  plan  de  la  conique 

(16)  a}  [mi^z  —  ^)tang(p  —  ¥  [nPz  —y)  —  o. 

Quelle  que  soit  celle  des  deux  valeurs  de  l'angle  y  que  l'on  considère,  le  plan 
représenté  par  l'équation  (16)  contiendra  la  droite  dont  les  équations  sont 

mr  z  —  00=  o^         ni^ z  -~-y=:o,         iix  —  7?2j  =  o. 
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Cette  ligne  est  donc  V intersection  des  plans  des  deux  directrices  t^'  et  A'"  ;  mais 
elle  est  évidemment  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  du  plan  de  A,  dont 
l'équation  est  d'après  (12) 

mx  -h  /2j  =  o  ; 

par  conséquent,  l'intersection  des  plans  de  deux  lignes  doubles  est  perpendiculaire  à  la 
trace  horizontale  du  plan  de  la  troisième, 

574.  Nous  allons  maintenant  transformer  l'équation  (i  i)  de  la  projection  hori- 
zontale de  la  ligne  double;  nous  en  éliminons  d'abord  i^  à  l'aide  de  l'équation  de 
condition  (5),  pour  que  les  constantes  soient  indépendantes  les  unes  des  autres,  et 
que  les  réductions  dont  l'équation  définitive  est  susceptible  se  présentent  d'elles- 
mêmes  : 

(D  — ABy^(NX  — MY)^ 
CM  — AN 

C(M^^— ÎS=^)  — (A  — B)MNr.        CN 


M 


[A^f-(C-AB)(x=.Y.^M<g^')]^ 


Introduisant  les  valeurs  (  1 3  )  et  (  1 5  )  et  réduisant  séparément  les  diverses  expressions 
qui  îlgurent  dans  l'équation,  nous  obtenons 

(  nx  —  myY  ^  {a-  —  b^  )  mn 


ci^  0^  (  ma^  sm  9  —  no^  cos  cp  )        a"  0'^  (  m  cos  cp  +  /i  sm  9  ) 
'    m 6-  cos 9  -\~  na^  sin  9         ^  ^  4-  j^       (a^  x  sin  9  —  5^  j  cos  (j^y  (m  cos  9  -f-  fi  sin  9  ) 


yy  _    __  ._     ^  _^___ __        _        .    .  _    _   

\a^Z?'(/ncos  9 -h^sin  9)  "       d'b-  a^b^  [a^--b^) sinc^ cos (^{ma^ sin (^  —  nb^ cos o) 

Ordonnant  par  rapport  aux  variables  et  réduisant,  on  trouve 

nx^  nif^    mn  [a^  —  b^) 

cos  9        sin  9        m  cos  9 -H  ^i  sin  9 

Cette  équation  montre  que  les  projections  des  trois  coniques,  lignes  doubles  de  la 
développable,  ont  les  mêmes  axes  en'  direction.  Si  nous  appelons  a^  et  &^  les  demi- 
axes  de  la  conique  représentée  par  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir,  et  consi- 
dérée comme  une  ellipse,  nous  aurons 

fjn]  ^2         m{a'  —  b')  j  n{a'  —  ¥)lm^<^ 

\^1  ]  a .  ==: ->  O .  •=^  — ^ •? 

'^    '  '  ^        m-h/itang9  ^  m-i-^tang9 

d'où 

a\~h\  ^a^-h\ 

Les  coniques  projections  horizontales  des  trois  lignes  doubles  sont  homofocales . 

575.  Pour  représenter  graphiquement  la  surface,  les  données  étant  l'inclinaison 
des  génératrices,  la  projection  horizontale  de  la  directrice  A  et  son  plan,  on  com- 
mencera par  déterminer  les  quatre  génératrices  qui  sont  tangentes  a  cette  courbe. 
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Comme  elles  ont  une  inclinaison  connue,  et  qu'elles  sont  dans  un  plan  donné,  on 
peut  construire  des  droites  qui  leur  soient  parallèles,  et  on  les  trace  ensuite  comme 
tangentes  à  A.  On  obtient  ainsi  sur  le  plan  horizontal  un  parallélogramme  circon- 
scrit à  la  projection  de  A,  et  analogue  à ^Q^<  P  {Jîg,  274)  ou  à  A'C'B^D'  {fig,2^5). 
Deux  des  sommets  de  ce  parallélogramme  appartiennent  a  la  projection  de  A'',  et 
les  deux  autres  à  la  projection  de  A"'.  Les  diagonales  sont  les  traces  des  plans  de 
ces  courbes  sur  celui  de  A. 

Cette  construction  fait  défaut,  lorsque  la  surface  n'a  pas  de  sommets  sur  A,  car 
alors  on  ne  peut  pas  mener  à  cette  directrice  des  tangentes  ayant  Tinclinaison  don- 
née. Dans  ce  cas,  pour  avoir  les  traces  des  plans„de  A''  et  de  A'",  il  faut  calculer  les 
valeurs  de  tang^p  à  l'aide  de  l'équation  (i4)>  ou  les  construire  par  termes. 

576.  Dans  l'épure  que  nous  présentons,  afin  de  donner  une  certaine  symétrie  à 
la  figure,  et  de  simplifier  les  constructions,  nous  avons  supposé  que  le  plan  de  A 
coupait  les  plans  verticaux  passant  par  les  axes  de  la  projection  horizontale  de  cette 
conique,  suivant  des  droites  ayant  l'inclinaison  des  génératrices  :  les  points  de  A 
situés  dans  ces  plans  verticaux  sont  alors  évidemment  des  sommets  de  la  dévelop- 
pable. 

D'après  l'hypothèse  admise,  nous  avons 


d'ailleurs  nous  pouvons  supposer  que  l'on  a  choisi  le  sens  des  ordonnées  posi- 
tives, de  manière  que  m  et  ;^  soient  de  même  signe. 
Les  équations  (  i4)  et  (  ï  7)  deviennent 

{ilihis)  tang9=:=qi-, 

(17  bis)  al  =a{a±b),         b\  =  b[b±.a). 

577.  La  projection  horizontale  de  la  directrice  donnée  est  l'ellipse  liï^t^ 
[fig.  286);  on  détermine  les  axes  des  projections  horizontales  des  autres  coniques 
par  les  constructions  faciles  qu'indiquent  les  équations  (17  bis)  :  nous  n'avons  pas 
conservé  ces  constructions  sur  la  figure.  La  projection  de  la  seconde  ligne  double  A'' 
est  l'ellipse  B^DABA^;  celle  de  la  troisième  A'%  l'hyperbole  JABB^  A^/i,. 

Les  coefficients  772  et  n  étant  égaux,  la  trace  horizontale  du  plan  de  A  est  la  droite 
P^OP,  qui  fait  avec  l'axe  des  abscisses  un  angle  de  —  4^^  •  l'intersection  des  plans 
des  directrices  A'^  et  A'"  se  projette,  par  conséquent,  sur  la  perpendiculaire  D,OD 
(art.  575).  Les  projections  AA,  et  BB^  des  deux  autres  arêtes  du  trièdre  formé  par 
les  plans  des  lignes  doubles  sont  construites  par  les  relations  qu'indiquent  les  équa- 
tions (j4  bis).  Les  droites  AA^,  BB»  et  DD^,  prises  deux  a  deux,  forment  des  systèmes 
de  droites  diamétrales  conjuguées  des  courbes. 

IL  î6 
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En  déterminant  avec  soin  les  extrémités  A,  A^  D  et  D^  des  diamètres  conju- 
gués de  riiyperbole  à!\  on  trouve  qu'ils  sont  en  projection  sur  Tellipse  A'';  de 
même  les  extrémités  B  etB^  du  diamètre  BBj  conjugué  de  DD<  pour  la  directrice 
A''  sont,  en  projection,  sur  Thyperbole  A'''.  On  peut  vérifier  a  Taide  des  formules  de 
l'article  576  ces  diverses  coïncidences;  elles  résultent  de  symétries  introduites 
dans  la  surface  par  les  hypothèses  de  cet  article.  D'après  cela,  les  projections  hori- 
zontales des  diamètres  conjugués  des  directrices  dirigés  sur  les  arêtes  du  trièdre 
formé  par  les  plans  de  ces  courbes,  sont  CC^  et  GG^  pour  l'ellipse  A,  DD4  et  BB^ 
pour  l'ellipse  ^\  AA|  et  DD^  pour  l'hyperbole  A''. 

Les  points  D  et  D^  étant  sur  l'intersection  des  plans  de  A'  et  de  A'',  sont  dans 
l'espace,  comme  en  projection,  les  extrémités  d'un  diamètre  de  l'ellipse  A''  et 
d'un  diamètre  non  transverse  de  l'hyperbole  A"\ 

Les  traces  horizontales  des  plans  de  A'  et  de  A''  sont  les  droites  V\  V"  et  P"(  P^'  res- 
pectivement perpendiculaires  à  A^  A  et  à  B^  B. 

578,  Nous  prenons  trois  plans  verticaux  auxiliaires  respectivement  perpendicu- 
laires aux  plans  des  trois  coniques:  leurs  lignes  de  terre  sont  P^^*,  P'^^'' etP^'^o?'". 
Nous  établissons  la  trace  P^  K  du  plan  de  A  sur  le  premier  plan  auxiliaire  :  l'angle 
KP|  oc  est  une  des  données  du  problème  (  i  )  ;  nous  obtenons  ensuite  la  trace  de  chacun 
des  plans  de  A''  et  de  A'''  sur  le  plan  vertical  qui  lui  est  perpendiculaire,  en  cherchant 
la  projection  d'un  point  pris  sur  son  intersection  avec  le  plan  de  A  (art.  59).  Ainsi 
la  trace  P"^  IC  du  plan  de  A''  passe  par  la  projection  V^  du  point  (G,  T^  )  de  la  droite 
(OB,  P^K),  et  la  trace  V"[li!"  du  plan  de  M"  passe  par  la  projection  n^  du  point 
(tt,  71,)  de  la  droite  (OA,  P^K). 

Il  faut  maintenant  établir  les  projections  des  arêtes  du  trièdre  formé  par  les  plans 
des  directrices,  et  de  ces  courbes  elles-mêmes  sur  le  plan  vertical  de  l'épure  qui 
est  celai  des  grands  axes  des  ellipses  IL,  et  ADA^  :  celte  construction  est  un  simple 
changement  de  plan  de  projection  (art.  59).  Nous  déterminons  le  point  G'  qui  cor- 
respond à  (G,  Ta),  nous  traçons  0'  G'  et  nous  relevons  les  points  B,  B,  et  G^  en 
B',  B'i  et  G'^ .  Nous  plaçons  ensuite  la  nouvelle  projection  n'  du  point  (rr,  tt,),  nous 
traçons  0' n\  et  nous  relevons  les  points  A,  G,  G,  et  A^  en  A',  C,  C^  et  A'^.  Nous 
établissons  d'une  manière  analogue  la  droite  O'D',  projection  de  l'arête  (OD,  P"^  K''), 
en  opérant  sur  un  point  de  cette  ligne,  et  nous  relevons  les  points  D  et  D^  en  D'  et 
D'^ .  On  pourrait  obtenir  par  la  même  construction  des  points  appartenant  aux 
courbes,  mais  il  vaut  mieux  remarquer  que  nous  avons  des  couples  de  diamètres 


(i)  Si,  pour  achever  de  déterminer  le  plan  de  A,  on  donnait  non  son  angle  avec  le  plan  horizon- 
tal, mais  la  tangente  m  de  l'inclinaison  de  sa  trace  sur  le  plan  vertical  de  l'épure,  on  construirait 
l'angle  KPiX,  comme  nous  l'avons  expliqué  à  l'article  i>8. 

Nous  n'avons  pas  à  nous  donner  la  pente  des  génératrices;  elle  résulte  de  la  position  du  plan 
de  A,  conformément  aux  relations  que  nous  avons  admises  à  l'article  870. 
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conjugués  :  C'C^  et  G^G'^  pour  la  projection  de  A;  D'D'^  et  B'B'^  pour  la  projection 
de  A'';  et  enfin  A'A'^  et  D'D'^  pour  la  projection  de  A'''.  A  Taide  de  ces  diamètres, 
on  détermine  facilement  la  projection  verticale  de  chaque  ligne  double. 

Deux  génératrices  de  la  surface  sont  parallèles  à  chaque  génératrice  du  cône 
directeur;  il  y  a  donc  quatre  génératrices  parallèles  au  plan  vertical;  elles  forment 
sur  ce  plan  le  contour  apparent  de  la  développable  (art.  545).  Les  projections 
verticales  des  lignes  doubles  sont  par  conséquent  inscrites  dans  un  même  parallélo- 
gramme, et  de  là  résultent  entre  ces  coniques  diverses  relations  à  l'étude  desquelles 
nous  ne  nous  arrêterons  pas. 

Les  directrices  A  et  A''  percent  respectivement  le  plan  de  A'''  aux  points  C,  C^  et 
D,  D,  (i)  ;  les  droites  CD,  C^  D, ,  DCi  et  D^  C  forment  donc  un  groupe  simple  :  ce  sont 
des  génératrices  tangentes  à  à!",  et  leurs  points  de  contact  y,  y,,  J,  et  J  sont  des  som- 
mets de  la  développable. 

Les  droites  (AB,  A'B'),  (A,Bo  A^B'J,  (BA^,  B'A'J,  et  (B,A,  B^  A')  sont  de 
même  des  génératrices  tangentes  à  A;  elles  déterminent  les  quatre  sommets  (I,  F), 
(I^,  rj,  (î,,  ï^),  et  (ï,  i').  Les  deux  dernières  sont  parallèles  au  plan  vertical,  et  par 
suite  leurs  projections  sur  ce  plan  forment  deux  des  côtés  du  quadrilatère  circonscrit 
dont  nous  venons  de  parler;  les  droites  B^V^  et  B'^A'  sont  donc  tangentes  à  la  pro- 
jection de  A'^'  en  A'^  et  en  A',  et  à  la  projection  de  M' en  B'  et  en  B'^  ;  le  diamètre  D'^D' 
respectivement  conjugué  à  A'^  A'  et  à  B'^  B',  est  par  conséquent  parallèle  a  B'A'^  et 
àB>'. 

L'angle  constant  formé  par  les  génératrices  de  la  surface  avec  le  plan  horizontal, 
est  égal  à  l'angle  que  forment  les  droites  B'A'^  et  B\  A'  avec  O'X',  ou  à  D'O'X'. 

579.  Sur  la  directrice  A  quatre  points  e,  c,  e^  etc^  d'un  groupe  sont  les  sommets 
d'un  parallélogramme  qui  a  ses  côtés  respectivement  parallèles  aux  diamètres  con- 
jugués B^B  et  A^A,  traces  des  plans  des  deux  autres  directrices  sur  celui  de  A 
(art.  562).  On  peut,  par  la  même  considération,  déterminer  sur  M'  quatre  points 
a,  65  a^  et  b^  qui  dépendent  d'un  groupe,  et  si  ce  groupe  est  le  même  que  celui  des 
points  e,  c,  e^  et  c^,  le  rapport  des  abscisses  Or  et  0/?  sur  le  diamètre  BOG^,  inter- 
section des  plans  de  A  et  de  A'',  sera  indépendant  de  la  position  des  points  consi- 
dérés sur  A  et  A''  (art.  516);  mais  les  points  i  et  B^  sont  sur  une  génératrice,  on 
doit  donc  avoir 

Or  __  0£  0^  _  Oi 

Op^OBi         ^^        Op"~"OB/ 

D'après  cela,  pour  obtenir  le  pointp  du  parallélogramme  aba^  b^  dont  les  sommets 


(i)  Quelques-unes  des  indications  se  rapportent  seulement  au  plan  horizontal,  mais  on  peut  suivre 
les  raisonnements  sur  les  deux  projections.  Le  point  J,,  symétrique  de  J,  n'a  pu  être  tracé  sur  la 
figure. 

16. 
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appartieonent  au  même  groupe  que  ceux  du  parallélogramme  ece^c^,  il  suffit  de 
tracer  sp  parallèle  a  îB^  . 

La  construction  se  simplifie  pour  la  directrice  A''\  parce  que  le  diamètre  DD|  est 
commun  à  A''  et  à  A'"  en  direction,  et  en  grandeur.  Les  carrés  désignés  par  p^  et 
q^  a  rarticle  516  sont  égaux,  mais  de  signe  contraire,  car  le  diamètre  DBi  n'est  pas 
transverse  pour  Thyperbole  A"'.  Il  résulte  de  là  que  les  points  de  A''  et  de  A"'  qui 
appartiennent  à  une  même  génératrice,  ont  sur  DD^  des  abscisses  égales  et  de  sens 
opposé.  OH  et  OH^  étant,  sur  le  diamètre  DDi,  les  abscisses  des  sommets  du  paral- 
lélogramme aba^bi,  si  Ton  mène  par  les  points  H  et  H^  des  parallèles  à  A|  A,  on 
déterminera  sur  A"'  les  points  m,  n^,m^  et  n  qui  appartiennent  au  groupe  considéré. 

Les  points  a  et  b^  de  A''  qui  ont  pour  abscisse  OH,  sont  sur  les  génératrices  qui 
passent  par  les  points  n^  et  m  de  A"'  dont  Tabscisse  est  —OH  ou  OH^. 

Nous  n'avons  pas  tracé  les  génératrices  de  ce  groupe  par  crainte  de  confusion  :  ce 
sont  les  huit  droites 

neav  nçb 


acm 

meb^ 

biC^  Tly 

n^e^a 

be^m^ 

a^  c^  w, 

Nous  avons  construit  la  trace  horizontale  de  la  surface;  elle  se  compose  de 
deux  branches  fermées  qui  se  coupent  aux  traces  s  et  v  de  A'',  et  de  deux  points 
isolés  a)<  et  0),  traces  des  arcs  parasites  de  A.  Nous  avons  indiqué  par  des  lettres  les 
traces  de  toutes  les  génératrices  du  groupe  qui  a  été  déterminé. 

580.  Cas  où  la  directrice  donnée  est  une  hyperbole.  Dans  tous  nos  exercices  nous 
avons  choisi  pour  première  directrice  A  une  ellipse,  parce  que  cette  conique  a  une 
certaine  analogie  de  forme  avec  les  courbes  que  Ton  rencontre  le  plus  souvent  dans 
les  applications.  Nous  allons  maintenant  examiner  sommairement  les  diverses 
dispositions  que  peut  présenter  la  surface  d'égale  pente  circonscrite  à  une 
hyperbole. 

Rappelons  d'abord  que  tout  plan  tangent  a  la  directrice  A,  et  faisant  avec  îe  plan 
horizontal  le  même  angle  que  la  développable,  touche  cette  surface  le  long  de  la 
génératrice  qui  passe  au  point  de  contact.  D'après  cela,  si  la  conique  A  est  une 
hyperbole  ayant  une  de  ses  asymptotes  plus  inclinée  que  les  génératrices,  on  pourra 
faire  passer  par  cette  droite  deux  plans  ayant  la  pente  des  plans  tangents  de  la  déve- 
loppable, et  chacun  d'eux  contiendra  une  génératrice  située  a  Tinfini.  La  surface  a 
donc  deux  génératrices  situées  à  l'infini,  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  A';  elles  sont 
tangentes  à  cette  directrice  (art.  457),  et  leurs  points  de  contact  sont  deux  sommets 
de  la  développable. 

Si  la  seconde  asymptote  de  A  est  moins  inclinée  que  les  génératrices,  la  surface 
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n'a  que  deux  sommets  sur  A',  et  par  suite  elle  appartient  à  la  variété  portée  sous  le 
numéro  5  à  l'article  521  (i);  les  groupes  sont  formés  de  quatre  génératrices,  et  les 
plans  de  A''  et  de  A"'  n'existent  plus  :  on  peut  en  effet  vérifier  que  les  racines  de 
l'équation  (i4)  (art.  573)  sont  imaginaires  quand  les  génératrices  sont  moins 
inclinées  que  l'une  des  asymptotes  de  A,  et  plus  inclinées  que  l'autre.  Enfin  si  l'on 
coupe  le  cône  directeur  par  un  plan  parallèle  à  celui  de  A,  on  aura  une  Hyperbole 
dont  les  asymptotes  seront  croisées  avec  celles  de  A  (art.  502);  il  est  en  effet  très- 
facile  de  reconnaître  que  lorsqu'on  coupe  un  cône  de  révolution  par  un  plan  conte- 
nant deux  droites,  l'une  plus  inclinée  que  les  génératrices  du  cône,  l'autre  moins 
inclinée  qu'elles,  la  section  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  croisées 
avec  les  droites. 

581.  Quand  la  seconde  asymptote  de  l'hyperbole  A  est,  comme  la  première,  plus 
inclinée  que  les  génératrices,  la  surface  a  quatre  génératrices  à  l'infini.  Ces  droites 
étant  dans  un  même  plan  (art.  565)  se  coupent  en  six  points  qui  sont  des  points 
doubles  étrangers  à  A'  :  chacune  des  coniques  A''  et  A'"  a  donc  comme  A  deux  points 
a  l'infini,  et  par  conséquent 'les  trois  coniques  concentriques  sont  des  hyperboles, 
lieurs  six  asymptotes  sont  les  intersections  mutuelles  des  quatre  plans  qui  touchent 
la  surface  le  long  des  génératrices  situées  à  Tinfini.  On  détermine  facilement  ces 
plans,  comme  nous  l'avons  vu  à  l'article  précédent,  quand  on  connaît  les  asymptotes 
d^une  directrice  et  la  pente  des  génératrices;  ils  sont  tangents  au  cône  directeur 
placé  de  manière  à  avoir  son  sommet  au  centre  de  la  surface.  Les  droites  de  contact 
de  ces  plans  avec  le  cône  sont  parallèles  aux  génératrices  situées  à  l'infini. 

L'arête  de  rebroussement  possède  deux  rebroussements  à  l'infini  dans  le  pre-- 
mier  des  cas  que  nous  venons  d'examiner,  et  quatre  dans  le  second.  Les  branches 
sont  paraboliques,  car  la  génératrice  tangente  est  tout  entière  à  l'infini  [2). 

582.  Quand  la  directrice  A  est  une  hyperbole  ayant  ses  deux  asymptotes  plus 
inclinées  que  les  génératrices,  la  section  du  cône  directeur  par  un  plan  parallèle  à 
celui  de  A  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  ayant  avec  A  un  système  de  diamètres 
conjugués  parallèles.  La  discussion  de  l'article  521  montre  que  la  surface  peut  être 
imaginaire;  lorsqu'elle  est  réelle,  elle  n'a  pas  de  génératrice  à  l'infini,  et  par  consé- 
quent elle  ne  possède  dans  le  plan  de  A',  outre  cette  conique,  que  deux  points  isolés 
appartenant  à  A.  Les  directrices  A''  et  A"'  sont  donc  des  ellipses.  C'est  à  ce  cas  que 
se  rapportent  les  surfaces  représentées  sur  les  figures  2^2,  2^74  et  syS,  286  et  ^287, 
si  l'on  y  considère  l'hyperbole  comme  étant  la  directrice  donnée  A. 

583.  Si  Ton  veut  déterminer  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  deux 

(i)  Nous  n'avons.pas  trouvé  cette  disposition  dans  la  discussion  de  l'article  508,  parce  que  nous 
ayons  supposé  que  les  plans  des  trois  directrices  concentriques  étaient  réels. 

[i)  Nous  avons  indiqué  à  l'article  184  comment  on  peut  étudier  la  disposition  des  branches  para- 
boliques lorsqu'il  y  a  un  rebroussement  à  l'infini. 
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coniques  concentriques  pour  que  la  développable  qui  leur  est  circonscrite  soit 
d'égale  pente,  on  exprimera  que  le  cône  directeur  dont  l'équation  en  coordonnées 
obliques  a  été  donné  à  Tarticle  545,  est  de  révolution.  On  trouve  deux  équations 
de  condition.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  question. 

584.  Cas  où  la  directrice  donnée  est  une  parabole.  —  Lorsque  la  directrice  A  est 
une  parabole,  la  surface  d'égale  pente  circonscrite  ne  possède  a  distance  finie  qu'une 
autre  ligne  double  qui  est  également  une  parabole.  Les  équations  de  la  première 
étant 

z  =:  moo  H-  ny,         y^  -f-  Q.pœ  ==  o  ; 

celles  de  la  seconde  sont 

I  —  m-  P  I  I  —  m^  i^  —  n^  r- 

mni^     ^         m  ^         i  —  m^i^ 


7,2  /2  -      T     m  2  /2  _ r,2  /2 


I  —  m^  V  —  n'  V 


Pour  éviter  d'entrer  dans  des  détails  trop  minutieux,  nous  avions  jusqu'à  présent 
supposé  que  les  coniques  directrices  étaient  des  courbes  à  centre,  et  si  nous  don- 
nons ces  derniers  résultats,  c'est  que  la  surface  d'égale  pente  circonscrite  a  une 
parabole  a  de  l'importance  dans  les  applications.  Nous  ne  développons  pas  les  caK 
culs,  parce  qu'ils  ne  présentent  aucun  intérêt  spécial  (i). 


(i)  Nous  faisons  allusion  aux  raccordements  paraboliques  dans  les  routes.  L^arête  de  l'accotement 
directrice  de  la  surface  d'égale  pente  n'est  pas,  il  est  vrai,  exactement  une  parabole,  ni  même  une 
courbe  plane;  néanmoins  les  formules  que  nous  donnons  feront  généralement  connaître  la  ligne  d'in- 
tersection des  talus  avec  une  approximation  suffisante. 
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Définition,  —  Double  système  de  génératrices  rectilignes,  —  Plans  tangents, 

585.  Nous  avons  dit  (art.  452)  que  Ton  appelle  surfaces  gauches  celles  qui, 
étant  réglées,  ne  peuvent  pas  être  développées  sur  un  plan,  et  nous  avons  montré  que 
les  surfaces  réglées  sont  en  général  gauches.  Il  résulte  de  là  que  les  surfaces  dévelop- 
pables  ne  sont  en  réalité  qu'une  variété  des  surfaces  gauches.  Une  surface  gauche 
peut  être  déterminée  par  trois  directrices  (art.  4S2),  ou  par  deux  directrices  et  un 
cône  directeur  (art.  467)  ;  mais  dans  chaque  cas  il  est  nécessaire  d'examiner  si  les 
données  sont  telles,  que  les  plans  tangents  aux  divers  points  d'une  génératrice  quel- 
conque se  confondent,  auquel  cas  la  surface  est  développable. 

Nous  avons  toujours  supposé  que  le  lecteur  connaissait  les  principales  propriétés 
des  surfaces  du  second  degré,  et  par  conséquent  du  paraboloïde  hyperbolique,  et  de 
l'hyperboloïde  à  une  nappe  ;  mais  comme  ces  surfaces  gauches  jouent  un  rôle  fort 
important  dans  les  arts  graphiques,  nous  devons  les  étudier  sous  le  rapport  des  con- 
structions auxquelles  leur  emploi  donne  lieu.  Nous  commencerons  par  le  parabo- 
loïde. 

586.  On  appelle /?ara6o/oMe  hyperbolique  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  deux  directrices  rectilignes,  et  en  restant  parallèle  à 
un  plan  qui  remplace  le  cône  directeur  de  l'article  467.  Cette  surface  admet  comme 
variétés  : 

i"^  Le  plan,  quand  les  directrices  sont  dans  un  même  plan,  et  non  parallèles  au 
plan  directeur  ; 

2^  Le  système  de  deux  plans  qui  se  coupent  Q  et  Q,  [fig,  ^07),  quand  une  des 
directrices  AB  est  parallèle  au  plan  directeur  P,  l'autre  A^B^  étant  quelconque; 

3^  Le  système  de  deux  plans  parallèles  Q  et  Q,  {fig^  i\\)  quand  les  deux  direc- 
trices AB  et  A^Bi  sont  parallèles  au  plan  directeur  P,  et  non  parallèles  entre  elles. 

Lorsque  les  directrices  sont  parallèles  entre  elles  et  au  plan  directeur,  toute  droite 
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qui  leur  est  parallèle  satisfait  aux  conditions  imposées  aux  génératrices,  et  par  suite 
la  surface  n'est  pas  déterminée. 

Nous  supposerons  toujours  que  les  directrices  n'ont  aucune  des  positions  relatives 
exceptionnelles  qui  viennent  d'être  énumérées,  et  alors  la  surface  sera  gauche 
comme  ayant  des  directrices  rectilignes  (art.  464).  Nous  la  désignerons  par  le  seul 
nom  àeparaboloïde, 

587.  Les  plans  coordonnés  que  nous  prendrons  dans  l'étude  du  paraboloïde, 
sont  le  plan  directeur  P,  et  un  plan  Q  parallèle  aux  deux  directrices.  Ces  plans  ne 
sont  pas  généralement  perpendiculaires  l'un  à  l'autre.  Un  point  M  aura  pour  pro- 
jetantes sur  les  plans  P  et  Q  {Jig.  280)  deux  droites  Mm  eiMm^ ,  perpendiculaires 
à  la  ligne  de  terre  et  respectivement  parallèles  aux  plans  Q  et  P. 

11  n'y  a  pas  d'ailleurs  dans  ce  système  de  modifications  à  apporter  aux  construc- 
tions ordinaires  relatives  aux  questions  dans  lesquelles  il  n'entre  aucune  considéra- 
tion de  perpendicularité  ou  de  grandeur  d'angle,  telles  que  la  recherche  de  l'inter- 
section de  deux  plans,  des  traces  d'une  droite,  etc.  Quand  on  fait  des  rabattements, 
il  faut  avoir  égard  à  l'obliquité  des  projetantes  qui  est  égale  à  l'angle  des  plans 
coordonnés,  que  l'on  doit  toujours  supposer  connu. 

Pour  la  facilité  du  langage,  nous  supposerons  que  le  plan  directeur  P  est  hori- 
zontal. 

588.  Les  directrices  sont  (A,  A')  et  (Ai,  A'J  {/ig,  276);  puisqu'elles  ne  se 
trouvent  pas  dans  un  même  plan,  et  qu'elles  ne  sont  pas  parallèles  au  plan  P,  leurs 
projections  horizontales  A  et  Ai  qui,  d'après  les  dispositions  adoptées,  doivent  être 
parallèles  à  la  ligne  de  terre,  sont  nécessairement  distinctes,  et  leurs  projections 
A'  et  A\  rencontrent  la  ligne  de  terre. 

Une  droite  quelconque  B',  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  est  la  projection  sur  le 
pian  Q  d'une  génératrice;  car  le  plan  horizontal  B'  coupe  les  directrices  en  deux 
points  (M,  M'),  (Mo  M'J,  et  la  droite  (B,  B')  qu'ils  déterminent  satisfait  aux  con- 
ditions. 

Du  point  de  concours  0'  des  projections  A'  et  A'^  abaissons  une  droite  O'O,  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  terre  :  les  triangles  semblables  M^  wO  etH^cM  donnent 

Ow  __  MtO) 

Me        MiC 

M'  €  «  N'  <^     . 

Le  second  rapport  est  égal  à  ^^r^,  et  par  suite  à  -^r^,]  il  est  donc  indépendant 

de  la  position  de  la  génératrice  considérée  (B,  B'),  et  en  conséquence  le  point  0 
est  fixe  sur  la  droite  0'^,  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Nous  voyons  ainsi  que 
les  projections  dû  toutes  les  génératrices  sur  le  plan  P  passent  par  un  même 
point  0. 

589.  Nous  allons  maintenant  déterminer  la  trace  de  la  surface  sur  un  plan  A 2 
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parallèle  à  Q.  La  génératrice  (B,  B')  le  rencontre  en  un  point  (Ma,  M'2),  et  Ton  a, 
en  ayant  égard  au  parallélisme  des  droites  MM',  M^M'i  etMsM'g  : 


MM.         M' M', 


MiM,  "~m;m; 

Le  premier  rapport  ne  dépend  que  des  distances  relatives  des  droites  A,  A^  et  A2, 
le  second  a  donc  la  même  valeur  quelle  que  soit  la  position  de  la  génératrice  consi- 
dérée (B,  B')j  et  par  suite  le  lieu  des  points  M^,  projection  sur  le  plan  Q  de  Tinter- 
section  de  la  surface  par  le  plan  A 2 ,  est  une  droite  qui  passe  au  point  de  concours  0' 
des  projections  A'  et  A'^ .  Tout  plan  parallèle  a  Q  coupe  donc  la  surface  suivant  une 
droite  ;  le  paraboloïde  admet  ainsi  un  système  de  génératrices  rectilignes  pour  les- 
quelles le  plan  Q  est  directeur.  Les  projections  de  ces  nouvelles  génératrices  sont 
parallèles  à  la  ligne  de  terre  sur  le  plan  P,  et  passent  par  un  même  point  sur  le 
plan  Q.  Les  directrices  (A,  A'),  (A,,  A'J  sont  des  génératrices  de  ce  second  système. 
Nous  voyons  que  le  paraboloïde  admet  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes. 
La  droite  B^  trace  horizontale  du  paraboloïde,  est  une  génératrice  du  système  P. 
590.  Deux  génératrices  de  systèmes  différents  se  rencontrent,  car  leurs  projections 
sur  le  planP  ont  nécessairement  un  point  commun  tel  queMs,  et  ce  point  n'est  la 
projection  que  d'un  seul  point  du  paraboloïde,  puisque  le  plan  parallèle  à  Q  et  pas- 
sant par  M2  coupe  la  surface  suivant  une  droite. 

Il  résulte  de  la  proposition  que  nous  venons  d'établir,  quV/ie  génératrice  de  l'un 
des  systèmes  rencontre  toutes  les  génératrices  de  Vautre  système,  et  par  suite  que  deux 
génératrices  quelconques  de  Vun  des  systèmes  peuvent  être  prises  pour  directrices  de 
celles  de  Vautre  système. 

Les  projetantes  des  points  0  et  0'  sont  des  génératrices  qui  appartiennent  respec- 
tivement aux  systèmes  Q  et  P,  et  par  conséquent  la  surface  sera  déterminée  si  Ton 
donne  sa  trace  B,  sur  Tun  des  plans  directeurs,  et  le  point  de  concours  0'  des  pro- 
jections de  ses  génératrices  sur  l'autre;  car  la  projetante  de  ce  point  étant  une 
génératrice  du  même  système  que  B^,  ces  deux  droites  peuvent  être  prises  pour 
directrices. 

Deux  génératrices  d'un  même  système  ne  se  rencontrent  pas ,  car  leurs  projections 
sont  parallèles  sur  l'un  des  plans  directeurs  et  convergentes  sur  l'autre. 

On  voit  qu'il  existe  entre  les  génératrices  des  deux  systèmes  un  parallélisme 
complet  de  propriétés  géométriques. 

591.  Un  paraboloïde  étant  donné  par  sa  trace  horizontale  OK  ifig.  ^279),  et  le 
point  de  concours  0'  sur  le  plan  Q,  on  déterminera  immédiatement  la  seconde  trace 
KO',  et  le  point  de  concours  0  sur  le  plan  horizontal. 

Pour  avoir  la  projection,  sur  le  plan  Q,  d'un  point  de  la  surface  dont  on  se  donne 
la  première  projection  M,  on  construit  la  projection  N'O'  de  la  génératrice  du  sys-- 
tème  Q  dont  la  projection  horizontale  est  MN,  et  on  relève  le  point  M  en  M'  sur  N'  0\ 
IL  î7 


l3o  LIVRE   VII.  —  SURFACES    GAUCHES. 

Il  y  a  toujours  une  solution,  et  par  conséquent  tout  point  de  l'un  quelconque  des 
plans  directeurs  est  la  projection  d'un  point  de  la  surface. 

La  génératrice  du  système  P  qui  a  pour  projection  horizontale  OME,  se  projette 
sur  le  plan  Q  suivant  l'horizontale  M'E'.  Si  la  droite  indéfinie  OME,  tournant  d'une 
manière  continue  autour  du  point  0,  se  place  sur  Om,  se  confond  avec  la  paral- 
lèle IJ  à  la  ligne  de  terre,  et  revient  à  sa  première  position  après  une  révolution 
de  i8o^,  la  génératrice  qu'elle  représente  s'élèvera,  se  projettera  sur  wle! ,  s'éloi- 
gnera à  rinfmi,  et,  reparaissant  au-dessous  du  plan  horizontal,  viendra  reprendre 
sa  position  initiale  (OME,  M'E'). 

Nous  voyons  donc  que  si  par  un  point  pris  dans  le  plan  directeur  de  l'un  des  sys- 
tèmes on  mène  des  droites  parallèles  aux  génératrices  de  ce  système,  elles  occuperont 
autour  du  point  toutes  les  positions  possibles,  et  qn' il  y  a  dans  chaque  système  une 
génératrice  située  tout  entière  à  V infini.  Les  deux  génératrices  à  V infini  sont  parlai- 
lèles  à  r intersection  des  plans  directeurs, 

592.  Un  plan  passant  par  la  génératrice  (OE,  M'E'  )  [fig,  379)  a  pour  trace  hori- 
zontale une  droite  LN  parallèle  à  OE.  La  génératrice  du  système  Q  dont  la  trace  est 
N,  rencontre  la  première  génératrice  en  un  point  (M,  M'),  et  a  ainsi  deux  points 
dans  le  plan  considéré.  Ce  plan  contenant  les  deux  génératrices  qui  se  croisent  au 
point  (M,  M')  est  tangent  en  ce  point  à  la  surface. 

Si  la  trace  du  plan  devient  successivement  N,L|,  N2L2....,  le  point  de  con- 
tact s'éloignera  en  (M^,  M'^),  (M2,  W^^),.,r,  il  se  trouvera  à  l'infini  quand  le 
plan  sera  horizontal,  puis  il  reparaîtra  de  l'autre  côté  du  point  (M,  M'),  et  il 
reviendra  à  ce  point  quand  le  plan  achèvera  une  rotation  de  180^.  Ainsi  donc 
tout  plan  qui  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  génératrice,  contient  une  généra- 
trice  de  l'autre  système,  et  est  tangent  à  la  surface  à  leur  point  de  rencontre  ;  quand 
il  est  parallèle  au  plan  directeur  du  système  auquel  appartient  la  génératrice  considé- 
rée^ l'autre  génératrice  et  le  point  de  contact  sont  à  V infini;  pendant  une  rotation  de 
1 80"  de  ce  plan  autour  de  la  génératrice,  le  point  de  contact  parcourt  la  longueur 
indéfinie  de  cette  droite. 

Le  plan  tangent  en  un  point  donné  (M,  M')  contient  les  deux  génératrices  qui 
se  croisent  en  ce  point;  on  détermine  ses  traces  NL  et  LE'  sans  difficulté. 

Sections  planes.  Diamètres.  Axe,  Plans  diamétraux, 

593.  Nous  allons  maintenant  chercher  l'intersection  par  un  plan  (HF,  HE') 
{fig,  181)  d'un  paraboloïde  déterminé  comme  précédemment  par  ses  traces  KJ, 
KF,  et  par  les  projections  0  et  0'  des  génératrices  perpendiculaires  à  l'intersection 
des  plans  directeurs. 

Un  plan  horizontal  x'f  coupe  le  paraboloïde  et  le  plan  sécant  suivant  deux  droites 
'NOn  et  Gm,  dont  le  point  de  rencontre  (M,  M')  appartient  à  l'intersection. 
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En  menant  par  le  point  0  une  parallèle  à  HF,  on  détermine  une  génératrice 
(16,  Vb')  parallèle  au  plan.  On  trouve  de  la  même  manière,  dans  le  système  Q,  une 
génératrice  {Jnb,  Vn'b')  parallèle  à  la  trace  HE'  et  au  plan.  A  chacune  de  ces  géné- 
ratrices correspond  une  branche  infinie. 

Pour  avoir  les  asymptotes,  il  faut  prendre  Tintersection  du  plan  sécant  avec  les 
plans  tangents  de  la  surface  aux  points  de  la  courbe  situés  a  l'infini,  c'est-a-dire 
avec  le  plan  passant  par  (16,  YV)  et  parallèle  a  P,  et  avec  le  plan  passant  par 
(J6,  Vb')  et  parallèle  à  Q.  On  trouve  les  droites  (EA,  E'A')  et  (FmA,  F'm^A'). 

Les  triangles  semblables  mnM  et  bnO  donnent 

mM  X  6/^  =  60  X  mn\ 

mais  les  droites  Vb  et  F' A'  sont  parallèles  à  la  trace  verticale  HE'  du  plan,  et  par 
conséquent  parallèles  entre  elles:  il  suit  de  là  que  les  longueurs  bnetAm  d'une  part, 
mn  et  FJ  de  l'autre,  sont  égales  comme  projections  de  segments  égaux  et  parallèles. 
L'équation  nous  donne  donc 

mW  X  Am  =-  60  X  FJ. 

Les  facteurs  du  premier  membre  sont  les  coordonnées  du  point  M  par  rapport 
aux  asymptotes  AE  et  AF  de  la  projection  horizontale.  Le  second  membre  est 
constant;  la  courbe  est  donc  une  hyperbole  sur  le  plan  P,  et  par  suite  dans  l'espace» 

Le  point  de  concours  0  étant  la  projection  d'une  génératrice  entière,  la  courbe 
cMrf  doit  nécessairement  y  passer.  Le  point  de  concours  0'  appartient  pour  le  mêipe 
motif  a  la  seconde  projection  c'Wd^  de  l'intersection.  La  génératrice  qui  se  pro- 
jette tout  entière  au  point  0,  perce  le  plan  sécant  en  un  point  dont  on  détermine 
facilement  la  projection  0'^  sur  le  plan  Q. 

On  peut  construire  une  tangente  soit  par  les  propriétés  spéciales  de  l'hyperbole, 
soit  comme  intersection  du  plan  tangent  et  du  plan  sécant.  Nous  avons  employé 
cette  dernière  méthode  pour  la  tangente  (0^,  O'J')  au  point  (0,  O'J. 

594.  Nous  prenons  un  plan  (Yi  Y,  YZ)  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  et 
nous  le  rabattons  sur  le  plan  horizontal  :  la  trace  YZ  se  place  sur  la  droite  YZ^  fai- 
sant avec  YYi  l'angle  connu  des  plans  directeurs.  Nous  désignerons  ce  nouveau  plan 
de  projection  par  la  lettre  R* 

Les  plans  tangents  du  paraboloïde  aux  points  de  la  courbe  situés  à  l'infini  sont, 
comme  nous  l'avons  vu,  le  plan  Va'  parallèle  à  P,  et  le  plan  JF''  parallèle  à  Q  ;  ils  ont 
pour  traces  sur  le  plan  R  les  droites  a  A"  et  F"  A''  respectivement  parallèles  a  YY, 
et  à  YZj,  et  ils  projettent  sur  ces  traces  toutes  les  lignes  qu'ils  contiennent,  notam- 
ment les  génératrices  (61,  6'F)  et  (6J,  b'T)  parallèles  au  plan  sécant,  et  les  asymp»« 
totes  (AE,  A'E'),  (AF,  A'F)  de  la  section. 

Si  l'oii  transporte  le  plan  (FH,  HE')  parallèlement  a  lui-même,  la  projection  de 
la  section  sur  le  plan  R  aura  les  mêmes  asymptotes  a  A"  et  F'' A'',  et  le  centre  de  Thy- 
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perbole  se  projettera  toujours  en  A'\  Le  lieu  des  centres  de  toutes  ces  sections 
parallèles  sera  donc  la  droite  dont  A''  est  la  projection,  et  comme  on  appelle  diamètre 
d'une  surface  le  lieu  des  centres  d'une  série  de  sections  parallèles,  nous  voyons  que 
tous  les  diamètres  du  paraholoïde  sont  des  droites  parallèles  à  V intersection  des  plans 
directeurs. 

Réciproquement,  toute  droite  parallèle  à  Tintersection  des  plans  directeurs  est 
un  diamètre,  car  si  par  sa  projection  A''  sur  le  plan  R  on  fait  passer  deux  droites  res- 
pectivement parallèles  à  YY^  et  à  YZ^ ,  les  sections  faites  par  les  plans  parallèles  aux 
génératrices  dont  ces  lignes  sont  les  projections,  auront  leurs  centres  projetés  en  A''. 

595.  Un  diamètre  est  un  axe,  quand  il  est  perpendiculaire  aux  plans  des  sec-- 
tions  dont  il  contient  le  centre.  Tous  les  diamètres  du  paraboloïde  étant  parallèles, 
cette  surface  a  un  seul  axe  lieu  des  centres  des  sections  faites  par  les  plans  qui  les 
coupent  à  angle  droit.  Les  génératrices  perpendiculaires  aux  diamètres,  et  par  suite 
parallèles  au  plan  R,  sont  projetées,  Tune  en  0  sur  P,  l'autre  en  0'  sur  Q.  Le  dia- 
mètre qui  passe  par  leur  point  de  rencontre  (0,  0',  0'')  est  donc  l'axe  delà  surface. 
Ce  point  est  appelé  le  sommet  du  paraboloïde. 

596.  On  sait  que  dans  une  hyperbole  le  milieu  d'une  corde  est  aussi  le  milieu 
du  segment  intercepté  sur  la  même  droite  par  les  asymptotes.  Mais  les  asymptotes 
des  sections  faites  par  des  plans  parallèles  à  (HF,  HE')  [fig-  ^aS^)  sont  dans  deux 
plans  perpendiculaires  aR,  ceux  qui  ont  pour  traces  uPl'  et  F'' A"  ;  le  lieu  des  milieux 
d'une  série  de  cordes  parallèles  entre  elles  et  a  un  plan  (HF,HE'),  est  donc  le  lieu  des 
milieux  des  segments  interceptés  sur  les  mêmes  droites  par  des  plans  ak"  et  F'' A'',  et 
par  conséquent  les  surfaces;  diamétrales  du  paraholoïde  sont  des  plans  parallèles  à  Vaxe. 

597.  Pour  déterminer  le  plan  diamétral  d'un  système  de  cordes,  on  commence 
par  chercher  la  projection  M,  sur  un  plan  R  perpendiculaire  a  Taxe,  de  l'un  des  points 
du  paraboloïde  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  ces  lignes  [fig.  270).  Il  suffit  pour 
cela  de  faire  passer  par  une  génératrice  quelconque  un  plan  parallèle  à  la  direction 
donnée,  et  de  chercher  son  point  de  contact  (art.  592).  Dans  ce  plan  sont  deux 
génératrices  et  une  tangente  parallèle  aux  cordes;  on  trace  leurs  projections  Ma, 
Mè  etM/?  :  la  droite  M 5^,  qui  partage  en  parties  égales  les  segments  parallèles  à  M/?, 
tels  que  gh,  est  la  trace  du  plan  cherché,  qui  est  d'ailleurs  perpendiculaire  au  plan 
de  projection  R. 

598.  Les  droites  Mp  et  Wq  forment  un  système  de  diamètres  conjugués  des 
hyperboles  qui  ont  pour  asymptotes  Ma  etMè,  et,  par  suite,  du  système  de  ces 
droites.  Il  est  du  reste  facile  de  voir  sur  la  figure  même,  et  sans  la  considération 
des  hyperboles,  que  le  point/ est  le  milieu  du  segment  ih  parallèle  à  Wq,  comme  le 
point  e  est  le  milieu  du  segment  gh,  parallèle  à  M/?. 

Ces  propriétés  sont  réciproques  entre  les  projections  Ma  et  Mè  des  génératrices 
d'une  part, "et  les  droites  M/>  et  M^  de  l'autre;  ainsi  la  droite  M6  divise  en  parties 
égales  les  segments,  tels  que  qp,  parallèles  à  Ma. 
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Les  quatre  droites  Ma,  Mb  et  Mp,  M  ^  forment  un  système  de  conjuguées  harmo- 
niques, 

599.  Les  sections  planes  des  surfaces  gauches  ont  des  branches  infinies  de  deux 
genres  généralement  très-distincts  :  les  unes  sont  déterminées  par  une  génératrice 
parallèle  au  plan  sécant,  les  autres  par  une  génératrice  à  l'infini.  Dans  le  parabo- 
îoïde,  chacun  des  deux  points  d'une  section  plane  situés  à  l'infini  est  sur  la  géné- 
ratrice a  l'infini  d'un  système,  et  sur  la  génératrice  de  l'autre  système  qui  est  paral- 
lèle au  plan.  Chaque  branche  réunit  ainsi  les  caractères  des  deux  genres. 

600.  Nous  avons  démontré  à  l'article  593  que  la  section  plane  du  paraboloïde 
est  une  hyperbole,  toutes  les  fois  qu'il  y  a,  à  distance  finie,  une  génératrice  du 
système  P  parallèle  à  la  trace  horizontale  HF  du  plan  sécant  {^g,  282),  et  une  géné- 
ratrice du  système  Q  parallèle  a  la  trace  HE',  c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  ces 
deux  traces  ne  sont  pas  parallèles  à  l'intersection  XY  des  deux  plans  directeurs 
(art.  591).  Lorsque  le  plan  sécant  sera  parallèle  à  XY  et  par  suite  à  l'axe  de  la 
surface,  la  génératrice  qui  se  trouvera  lui  être  parallèle  dans  l'un  des  systèmes,  tel 
que  P,  sera  précisément  celle  qui  est  à  l'infini.  La  courbe  n'aura  donc  qu'une 
branche  infinie.  Le  plan  contenant  la  génératrice  et  parallèle  à  P  sera  tout  entier  à 
l'infini;  l'asymptote  de  l'intersection  se  trouvera  donc  à  l'infini,  et  cette  courbe 
sera  une  parabole. 

Quand  on  examine  directement  cette  question,  on  trouve  facilement,  en  plaçant 
l'origine  au  point  0  (y?g'.  :28:2),  que  les  abscisses  de  la  section  projetée,  mesurées 
parallèlement  à  XY,  sont  proportionnelles  aux  carrés  des  ordonnées  parallèles  à  la 
tangente  0^. 

Les  sections  planes  du  paraboloïde  sont  ainsi  des  hyperboles  ou  des  paraboles 
suivant  la  position  du  plan  sécant,  dans  tous  les  cas  des  courbes  du  second  degré, 
et  par  conséquent  la  surface  est  elle-même  de  ce  degré. 

Digression  sur  les  faisceaux  harmoniques  (  r  ) . 

601.  Nous  avons  parlé  à  l'article  598  de  droites  conjuguées  harmonique^;  nous 
allons  montrer  les  relations  qui  existent  entre  ce  système  géométrique,  et  la  division 
harmonique  dont  nous  nous  sommes  occupés  précédemment  (art.  514). 

Considérons  les  quatre  droites  A,  B,  C  et  D  divergeant  d'un  même  point  0,  et 
coupées  par  une  sécante  TT  {/ig.  271  )  :  les  deux  triangles  aOc  et  aOd  donnent 

sinaOc  ac  sm<20<i  ad 

sine  aO  sind  aO' 


(1)  Ce  paragraphe  est  emprunté  presque  texUidlement 
de  Géométrie  supérieure  de  M.  Cha&les. 


aux  articles  13^  14,  13  et  110  du  Traité 
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î34 
d'où 

On  a  pareillement 
Donc 


Quand  des  droites  divergent  d'un  même  point,  pour  attribuer  des  signes  aux 
angles  qu'elles  forment,  on  prend  un  de  leurs  côtés,  celui  qui  est  écrit  le  premier, 
pour  origine,  et  chaque  angle  est  positif  ou  négatif  suivant  que  son  ouverture  à  par- 
tir de  ce  côté  est  dirigée  dans  un  même  sens  convenu  ou  en  sens  contraire.  Quand 
deux  angles  ont  la  même  origine,  leur  rapport  est  positif  ou  négatif  suivant  qu'ils 
ont  leur  ouverture  dirigée  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraire,  à  partir  du  côté 
commun. 

Il  est  facile  de  voir  sur  la  figure  que  les  rapports  7: — 1T7  ^^  'Td  ^^^^^^  toujours  le 

même  signe,  et  qu'il  en  est  de  même  des  autres  rapports  .  /  n  /  ^^  Td''  ^'^^  ^' 
résulte  que  les  deux  membres  de  l'équation  ci-dessus  sont  de  même  signe,  et  que 
cette  équation  doit  être  considérée  comme  complètement  exacte  et  non  pas  comme 
impliquant  seulement  une  égalité  de  grandeurs  absolues. 

r ,               .       sin  a  0  c  .  sin  bOc      ,   .  ,  .  .,  ,     . 

L  expression  ~ 7^-7  «  ~^ — xiTi  ^^^  ^^  rapport   anharmonique  des  quatre  droites 

A,  B,  C  et  D.  Nous  voyons  donc  que  si  par  quatre  points  en  ligne  droite  on  mène  qua- 
tre droites  concourantes  en  un  même  points  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 
droites  sera  égala  celui  des  quatre  points  et  aura  le  même  signe. 

Il  suit  de  là  que  quand  deux  transversales  rencontrent  un  faisceau  de  quatre  droites 
en  des  points  a,  è,  c,  d  et  a\  b\  c\  d\  le  rapport  anharmonique  des  quatre  premiers 
points  est  égal  à  celui  des  quatre  autres ^  et  de  même  signe. 

Ainsi  l'on  a 

ac  .   bc  a^  c'  ^   b'  c' 

ad  '   bd'~~  âTd/  '  ¥d'  ' 

La  transversale  T'T'  est  quelconque.  Si  nous  considérons  une  transversale  Ï''T'' 
parallèle  à  la  droite  B,  le  point  b"  où  elle  rencontre  cette  ligne  sera  à  l'infini,  le 

b'^  c" 
rapport  p-^  sera  égal  a  l'unité,  et  nous  aurons 

ac  ,   bc  ____  a"  c" 
ad'   bd~~  Z^'  ' 

Si  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  l'unité  négative^  la  division  des  transver- 
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sales  sera  harmonique  (art.  514),  et  le  faisceau  sera  aussi  harmonique.  Les  seg- 
ments a"c"  et  a"d!'  seront  alors  égaux  et  de  signe  contraire.  Réciproquement,  si  ces 
segments  sont  égaux  et  de  sens  opposé,  le  rapport  anharmonique  des  droites  sera 
égal  à  —  I,  et  le  faisceau  sera  harmonique  :  tel  est  le  cas  des  quatre  droites  Ma, 
M.b,Wq  et  Wp  de  \^ figure  270. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  deux  droites  situées  dans  un  plan  sont  conjuguées 
harmoniques  des  bissectrices  des  deux  angles  qu'elles  comprennent. 

602.  Les  lignes  PA  et  PB  de  \d.  figure  226  sont  coupées  par  les  quatre  droites 
QP,  QA,  QD  et  QG  qui  divergent  du  point  Q,  et  par  suite  on  a  entre  les  segments 
déterminés  par  ces  droites  sur  les  premières  la  relation 

PD  .  AD_PE  .  BE 
PG  •  AG~PH  •  BH' 

Si  Ton  considère  les  mèrnes  lignes  PA  et  PB  comme  coupées  par  les  droites  Px^^ 
DMB,  AME  et  GMH  qui  se  croisent  en  M,  on  pourra  écrire 

PA  .  DA  __  PE  .  BE 
PG  •  BG""  PH  •  BH' 

Égalant  les  premiers  membres  de  ces  équations,  et  remarquant  que  Ton  a 

AD  r=:  -^  DA,       DG  =-  -  GD,       AG  ^  -  GA, 
on  obtient 

PD  .  GD  ___  ___ 

,  PA  •  GA  ""  "~  ^  ' 

Les  droites  PQ,  GQ,  DQ  et  AQ  forment  donc  un  faisceau  harmonique,  et  une 
droite  quelconque  telle  que  PM  est  divisée  harmoniquement  par  ces  lignes;  par 
conséquent,  si  la  droite  QG  est  peu  éloignée  de  la  bissectrice  de  Pangle  DQA,  la 
droite  PQ  sera  rapprochée  de  la  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire,  ce  qui  justifie 
Tobservation  que  nous  avons  présentée  à  rarticle421e 

Représentation  du  paraholoïde.  Plans  principaux ,  Paraboles  principales. 

603.  Considérons  un  paraboloïde  donné  comme  précédemment  par  ses  traces 
GK  et  KF  sur  deux  plans  coordonnés  P  et  Q  respectivement  parallèles  aux  deux 
plans  directeurs  {fig,  288),  par  l'angle  de  ces  plans  et  par  les  projections  0  et  0' 
du  sommet:  nous  déterminons  la  projection  0''  de  ce  point,  sur  un  troisième  plan  R, 
perpendiculaire  aux  deux  autres  et  rabattu  sur  P,  et  nous  allons  représenter  par  un 
certain  nombre  de  génératrices  la  partie  de  la  surface  qui  est  projetée  sur  le  losange 
A''B''G'D"  dont  le  centre  est  en  0",  qui  est  appuyé  sur  la  ligne  de  terre  YY^  et  dont 
les  côtés  A''B''  et  A''D''  comprennent  un  angle  égal  a  celui  des  plans  directeurs. 

Nous  divisons  les  côtés  du  losange  en  un  même  nombre  de  parties  égales,  et,  joi- 
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gnant  par  des  droites  les  points  correspondants  des  côtés  opposés,  nous  obtenons 
deux  séries  de  lignes  qui  sont  respectivement  parallèles  aux  traces  YY,  et  YZ^  des 
plans  P  et  Q,  et  qui  représentent  les  unes  des  génératrices  du  système  P,  les  autres 
des  génératrices  du  système  Q. 

Il  est  facile  d'avoir  sur  les  plans  P  et  Q  les  projections  des  lignes  considérées;  on 
peut  opérer  comme  il  suit  :  mener  par  les  points  de  division  de  A''B''  des  parallèles 
a  XY  qui  seront  sur  le  plan  P  les  projections  des  génératrices  indéfinies  du  système 
Q;  projeter  sur  XY  les  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  AB,  et  joindre  ces 
projections  au  point  0'  par  des  droites  qui  seront  les  secondes  projections  des  géné- 
ratrices du  système  Q;  par  les  points  de  division  de  A''D''  ramenés  sur  YZ  tracer  des 
parallèles  a  XY,  et  ne  conserver  de  ces  lignes  que  les  segments  compris  entre  les 
droites  indéfinies  A'O'  et  B'O';  enfin  ramener  les  points  de  division  des  lignes  A'D' 
et  C'B'  sur  AD  et  CB,  et  joindre  les  points  de  division  correspondants  par  des 
droites  qui  passeront  nécessairement  par  0. 

Pour  faire  comprendre  la  disposition  de  la  surface  dans  l'espace,  nous  avons  sup- 
posé que  l'une  de  ses  faces  était  blanche  et  l'autre  noire. 

604.  Nous  prenons  un  nouveau  plan  de  projection  S  perpendiculaire  à  R,  et 
parallèle  a  la  diagonale  k"ÇI' ,  Pour  la  facilité  du  langage,  nous  considérons  R  comme 
un  plan  horizontal,  P  et  S  comme  des  plans  verticaux.  Nous  pouvons  appliquer, 
pour  construire  la  projection  S  la  méthode  très-simple  de  l'article  59.  Les  proje- 
tantes sur  le  plan  P  ne  sont  pas,  il  est  vrai,  perpendiculaires  à  ce  plan,  mais  elles 
sont  parallèles  àR,  et  la  distance  d'une  projection  à  la  ligne  de  terre  YY<  indique 
bien  la  hauteur  du  point  dans  l'espace  au-dessus  du  plan  horizontal  R. 

Nous  avons  diminué  toutes  les  hauteurs,  sur  le  plan  S,  d'une  longueur  égale  à 
AA^ 

Par  suite  des  symétries  que  nous  avons  pu  introduire  sur  les  figures,  les  côtés  du 
quadrilatère  gauche  (A''B'X''D",  ABCD)  ont  deux  à  deux  une  même  projection  sur 
le  plan  S;  les  points  de  division  coïncident  aussi  deux  a  deux,  et  par  suite  les  dif- 
férentes génératrices  des  deux  systèmes  se  superposent. 

Un  point  m,  sommet  de  l'un  des  losanges  élémentaires  de  la  figure  R,  a  par  rap- 
port à  A''C  une  position  symétrique  d'un  autre  sommet  m,  ;  les  génératrices  qui 
passent  par  l'un  de  ces  points,  se  confondent,  en  projection  sur  le  plan  S,  avec  les 
génératrices  qui  passent  par  l'autre;  la  corde  mm^  de  l'espace  est  donc  projetée  sur 
un  seul  point  m! ,  de  là  résulte  qu'elle  est  perpendiculaire  au  plan  k"G\  et  coupée 
par  lui  en  deux  parties  égales  comme  sa  projection  mm,.  D'ailleurs  on  peut  dispo- 
ser la  figure  de  manière  qu'un  point  quelconque  donné  sur  la  surface  soit  au  som- 
met de  l'un  des  losanges;  le  plan  A!' CI'  perpendiculaire  à  R  est  donc  principal, 
c'est-a-dire  qu'il  partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  de  la  surface  qui  lui 
sont  perpendiculaires. 

605.  La  construction  des  projections  des  génératrices  sur  le  plan  T  perpendicu- 
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laire  à  R,  et  passant  par  la  diagonale  WD'  du  losange,  se  fait  de  la  même  manière, 
et  donne  lieu  aux  mêmes  considérations.  Le  plan  T  est  donc  un  second  plan  princi- 
pal, et  le  paraboloïde  a  ainsi  deux  plans  principaux  rectangulaires  entre  eux,  con- 
tenant l'axe,  et  parallèles  aux  plans  bissecteurs  des  angles  des  deux  plans  directeurs. 
Un  troisième  plan  principal  (s'il  pouvait  exister)  couperait  au  moins  un  des  pre- 
miers, et  l'intersection  serait  un  axe  de  la  surface;  mais  comme  le  paraboloïde  n'a 
qu'un  axe  (art.  595),  le  nouveau  plan  principal  devrait  contenir  cette  ligne.  Main- 
tenant si  l'on  remarque  que  les  sections  par  des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont 
des  hyperboles  (art.  593),  on  verra  que  les  plans  des  axes  de  ces  courbes  sont  seuls 
des  plans  principaux. 

606.  Deux  génératrices  qui  sur  le  plan  R  se  croisent  en  un  point  n  de  A''C  ont 
une  même  projection  verticale  sur  S;  le  plan  qu'elles  déterminent  est  donc  per- 
pendiculaire à  S,  et  le  point  n  où  il  touche  la  surface  appartient  au  contour  appa- 
rent sur  ce  plan.  L'enveloppe  des  projections  des  génératrices  sur  le  plan  S  est 
donc  précisément  la  section  de  la  surface  par  le  plan  A''C''  qui  contient  l'axe,  c'est- 
à-dire  une  parabole  (art.  600). 

Le  contour  apparent  sur  le  plan  T  est  également  une  parabole,  section  de  la  sur- 
face par  le  plan  B''D''.  Quand  l'angle  des  plans  directeurs  est  droit,  ces  deux  para™ 
boles  sont  évidemment  superposables,  et  le  paraboloïde  est  isocèle.  Dans  le  cas 
général,  lorsque  les  plans  directeurs  ne  sont  pas  rectangulaires,  les  paraboles  prin- 
cipales ont  des  paramètres  inégaux,  et  le  paraboloïde  est  scalène. 

Cônes  et  cylindres  circonscrits.  Courbes  d'ombre. 

607.  Considérons  une  parabole  section  du  paraboloïde  par  un  plan  parallèle  a 
l'axe  {fig,  277),  un  de  ses  diamètres  A^,  les  tangentes  SM  et  Sftf  issues  d'un  point 
de  cette  droite,  et  la  sécante  de  contact  MM'  polaire  du  point  S  :  on  sait  que  cette 
droite  est  parallèle  à  la  tangente  en  A,  et  que  les  segments  SA  et  AP  sont  égaux. 

Si  le  plan  tourne  autour  de  A^,  il  coupera  la  surface  suivant  des  paraboles  de 
différents  paramètres,  mais  les  polaires  du  point  S  passeront  toujours  par  le  point 
P,  et  comme  elles  doivent  être  parallèles  au  plan  tangent  en  A,  elles  formeront  un 
plan  qui  est  \q plan  polaire  du  point  S. 

L'intersection  de  la  surface  par  le  plan  polaire  est  le  lieu  des  points  de  contact 
des  tangentes  issues  du  point  S,  et  par  conséquent  la  courbe  de  contact  du  cône 
circonscrit  qui  a  son  sommet  au  point  S;  cette  ligne  est  une  hyperbole,  parce  que  le 
plan  est  parallèle  aux  génératrices  qui  se  croisent  en  A. 

En  résumé,  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  un  paraboloïde  est  une 
hyperbole  située  dans  un  plan  parallèle  à  celui  qui  touche  la  surface  au  point  où  elle  est 
rencontrée  par  le  diamètre  qui  passe  au  sommet  du  cône.  Les  segments  interceptés  sur 
le  diamètre  entre  le  sommet,  la  surface  et  le  plan  de  la  courbe  de  contact  sont  égaux. 
IL  18 
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608.  Quand  le  sommet  S  est  sur  le  paraboloïde,  le  point  P  se  confond  avec  lui, 
et  la  courbe  de  contact  se  compose  de  deux  génératrices;  Pour  comprendre  com- 
ment il  peut  y  avoir  une  ligne  d'ombre  quand  le  point  lumineux  est  sur  la  surface, 
il  faut  concevoir  qu'elle  recouvre  un  corps  opaque,  qui  sera,  par  exemple,  du  côté 
noir  [fig^  sè88).  Un  point  lumineux  placé  en  (0'',  0'%  C^)  n'éclairera  pas  les  points 
B'^^  et  D''',  tandis  qu'il  enverra  librement  des  rayons  aux  points  A'''  et  G", 

609.  Si  une  sécante  d'un  paraboloïde  se  transporte  parallèlement  à  elle-même 
jusqu'à  devenir  tangente,  les  deux  points  situés  sur  la  surface  se  confondront  avec 
le  point  milieu  qui  est  dans  le  plan  diamétral  conjugué  à  sa  direction  (art.  596). 
La  courbe  de  contact  cVun  cylindre  circonscrit  à  un  paraboloïde  est  donc  située  dans 
le  plan  diamétral  conjugué  avec  la  direction  des  génératrices  du  cylindre  :  c'est  par 
conséquent  une  parabole,  car  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles  à  l'axe. 

On  arrive  au  même  résultat  en  remarquant  que  quand  le  point  S  s'éloigne  indé- 
finiment sur  la  tangente  MS  [fig,  ^77),  le  point  M'  s'éloigne  aussi  sur  la  parabole, 
et  qu'à  la  limite  la  droite  MM'  est  parallèle  à  l'axe. 

On  voit  que  la  courbe  d'ombre  d'un  paraboloïde  est  toujours  plane. 

Diverses  générations  du  paraboloïde, 

610.  La  surface  déterminée  par  trois  directrices  rectilignes  A,  A^  A^'  qui  sont  paral- 
lèles à  un  planV  [fig*  281),  et  dont  deuoc  quelconques  ne  se  trouvent  pas  dans  un 
même  plan,  est  un  paraboloïde,  car  les  droites  A,  A'  et  A''  appartiennent  à  un  para- 
boloïde dont  le  plan  P  est  directeur,  et  qui  a  pour  directrices  deux  génératrices  quel- 
conques B  et  B'  de  la  surface;  les  droites  qui  rencontrent  les  directrices  données 
sont  donc  les  génératrices  du  second  système  de  ce  paraboloïde. 

Les  droites  A,  A'  et  A''  déterminent  sur  B  etB'  des  segments  que  l'on  peut  con- 
sidérer comme  interceptés  par  trois  plans  parallèles.  On  a  donc 

E^^E'       E'E 


Il  résulte  de  là  qu'au  lieu  de  donner  un  plan  P  auquel  la  génératrice  doit  rester 
parallèle,  on  peut  assigner  deux  de  ses  positions  A  et  A',  et  l'assujettir  à  se  mouvoir 
de  manière  à  intercepter  sur  les  directrices  B  et  B'  des  segments  E''E'  et  F''F'  pro- 
portionnels à  E'E  et  FF. 

611.  Si  les  droites  B  etB'  sont  projetées  sur  un  plan  quelconque  [fig.  28.5),  en 
portant  sur  leurs  projections  B,  etB'^  une  suite  de  longueurs  respectivement  égales 
aux  projections  des  segments  EE'  et  FF'  {fig.  i%i),  et  joignant  les  points  de  divi- 
sion, nous  aurons  les  projections  des  génératrices  parallèles  au  plan  P,  qui  sont 
aussi  celles  de  l'autre  système,  car  chacun  de  leurs  plans  projetants  contient  deux 
droites  de  la  surface  (art.  592). 
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L'enveloppe  des  projections  des  génératrices  est  le  contour  apparent  du  parabo- 
loïde,  ou  la  trace  du  cylindre  circonscrit  perpendiculaire  au  plan  de  projection,  et 
par  conséquent  une  parabole  (art.  609).  Le  point  où  une  des  droites  est  tangente 
à  cette  courbe,  est  la  projection  du  point  où  le  plan  projetant  dont  elle  est  la  trace 
touche  la  surface,  et  où  les  deux  génératrices  qu'il  contient  se  croisent. 

Nous  avons  ponctué  \^  figure  ^85,  en  ne  considérant  les  diverses  droites  que 
comme  des  projections  de  génératrices  parallèles  au  plan  P. 

Quand  le  plan  de  projection  est  perpendiculaire  au  plan  directeur  parallèle  à  B 
et  aB'  [fig\  281),  les  projections  B^  et  B'^  [fig.  ^85)  sont  parallèles,  et  les  généra- 
trices du  système  P  sont  projetées  suivant  des  droites  convergentes.  La  figure  se 
trouve  par  conséquent  disposée  comme  les  projections  obliques  P  ou  Q  [fig^  288), 
mais  le  point  de  concours  n'est  pas  la  projection  du  sommet. 

612.  Si  nous  prenons  sur  les  directrices  B  et  B'  [fig.  281)  deux  points  fixes 
quelconques  b  et  6',  en  appelant  x  et  x'  les  longueurs  hW  et  b'¥\  et  k  le  rapport 
de  E'E  a  FT,  Téquation  de  l'article  610  deviendra 

d'où,  en  désignant  par  g' le  binôme  {k  x  b'¥'  —  èÉ')  qui  est  constant,  ainsi  que  k^ 
lorsque  l'on  suppose  que  la  génératrice  A''  est  seule  mobile, 

X  —  kx'  -\~  g  =  o. 

Cette  équation  détermine  les  positions  successives  de  la  génératrice,  et  toutes  les 
fois  qu'il  y  aura  sur  deux  directrices  rectilignes  des  séries  de  points  liées  par  une 
relation  de  cette  forme,  les  droites  passant  par  les  points  qui  se  correspondent  for- 
meront un  paraboloïde;  car  il  suffit  de  déplacer  l'origine  b  de  la  longueur  g,  pour 
que  les  segments  mesurés  sur  les  deux  directrices  soient  proportionnels. 

Un  second  paraboloïde  qui  aurait  les  mêmes  directrices  B  et  B'  serait  déterminé 
par  une  équation  analogue  du  premier  degré 

X  —  k>,x'  -\-  g",    =:  O. 

Il  y  aura  toujours  un  système  de  valeurs  de  x  et  de  x'  qui  satisferont  à  ces  équations, 
et  par  conséquent  deux  paraboloïdes  qui  ont  deux  directrices  rectilignes  com- 
munes, se  coupent  suivant  une  génératrice,  de  sorte  que  leur  intersection  se  compose 
de  trois  droites.  On  doit  de  plus  considérer  comme  appartenant  aux  deux  surfaces 
la  droite  qui  passe  par  les  points  situés  à  l'infini  sur  les  directrices. 
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CHAPITRE  IL 
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Raccordement  des  surfaces  gauches,  Paraboloïdes  de  raccordement. 
Paraboloïdes  normaux, 

615.  On  dit  que  deux  surfaces  se  raccordent  le  long  d'une  courbe  commune, 
lorsqu'elles  ont  les  mêmes  plans  tangents  en  tous  les  points  de  cette  ligne.  Une 
surface  qui  se  raccorde  avec  une  autre,  peut  être  considérée  comme  lui  étant  ins- 
crite ou  circonscrite. 

Deux  surfaces  gauches  qui  ont  les  mêmes  plans  tangents  en  trois  points  m,  n  et  p 
d'une  génératrice  commune  G,  se  raccordent  le  long  de  cette  droite. 

Si  nous  coupons  les  surfaces  par  trois  plans  passant  respectivement  par  les  points 
m,  n  et  p  [fig-  ^78),  nous  aurons  trois  couples  de  courbes  tangentes  A  et  A',  B  et 
B',  C  et  C/  que  nous  pourrons  considérer  comme  des  directrices.  Si  la  génératrice 
se  meut  en  glissant  sur  les  courbes  A,  B  et  C  de  la  première  surface,  elle  s'éloi- 
gnera progressivement  des  lignes  A',  B'  et  C  ;  mais,  dans  sa  position  infiniment  voi- 
sine de  G,  on  devra  la  considérer  comme  les  rencontrant  encore,  parce  qu'elles  sont 
respectivement  tangentes  aux  premières.  Les  deux  surfaces  ont  donc  deux  géné- 
ratrices consécutives  communes,  et  leurs  sections  par  un  plan  quelconque  ayant  en 
commun  deux  points  situés  sur  ces  droites  ont  la  même  tangente,  ce  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

614.  Deux  surfaces  gauches  se  raccordent  le  long  d'une  génératrice  commune  G 
lorsqu  elles  ont  les  mêmes  plans  tangents  en  deux  points  m  et  n  de  cette  ligne,  et  que 
leurs  cônes  directeurs  C  et  G  ont  des  plans  tangents  parallèles,  le  long  des  génératrices 
correspondantes  g  et  g' , 

On  peut  considérer  les  surfaces  comme  déterminées  par  des  couples  de  directrices 
A  et  B  pour  l'une,  A'  et  B'  pour  l'autre,  respectivement  tangentes  aux  points  m  et 
n  [fig,  289),  et  par  des  cônes  directeurs  tangents  le  long  d'une  droite  g,  parallèle 
à  G.  Lorsque  la  génératrice  se  meut  sur  la  première  surface,  en  glissant  sur  les 
courbes  A  et  Bj  elle  s'éloigne  progressivement  de  la  seconde,  mais  elle  lui  appar- 
tient encore  dans  sa  position  infiniment  voisine  de  G,  parce  qu'elle  rencontre  les 
lignes  A'  et  B'  qui  sont  respectivement  tangentes  à  A  et  à  B,  et  qu'elle  est  parallèle 
a  une  génératrice  du  cône  C  qui,  étant  infiniment  rapprochée  de  g,  se  trouve  sur  le 
second  cône.  Nous  sommes  donc  conduit  aux  mêmes  conséquences  qu'à  l'article 
précédent. 

Quand  les  surfaces  considérées  ont  un  même  cône  directeur,  ou  un  même  plan 
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directeur,  il  suffit,  pour  qu'elles  se  raccordent  le  long  d'une  génératrice  commune, 
qu'elles  aient  les  mêmes  plans  tangents  en  deux  points  de  cette  droite. 

615.  Si  l'on  coupe  une  surface  gauche  par  une  série  de  plans  parallèles  à  un  plan 
donné  Q,  les  tangentes  de  toutes  les  sections ,  aux  points  situés  sur  une  même  généra- 
trice, formeront  un  paraboloïde, 

La  surface  gauche  dont  trois  de  ces  tangentes  mR,  72S  et/>T  [fig,  283)  sont  les 
directrices,  est  un  paraboloïde  (art.  610)  qui  a  les  mêmes  plans  tangents  que  la 
surface  aux  points  m,  n  et/?,  et  qui  par  conséquent  se  raccorde  avec  elle  le  long  de 
la  génératrice  G.  Tout  plan  parallèle  à  Q  coupera  ce  paraboloïde  suivant  une  droite 
tangente  k  la  section  correspondante  de  la  surface,  ce  qui  démontre  le  théorème 
énoncé. 

Le  paraboloïde  a  en  commun  avec  la  surface  la  génératrice  G  et  une  autre  géné- 
ratrice infiniment  voisine;  le  second  plan  directeur  P  du  paraboloïde  est  paral- 
lèle à  ces  deux  droites,  ou  au  plan  tangent  du  cône  directeur  de  la  surface  gauche, 
le  long  de  la  génératrice  parallèle  à  G.  Le  plan  P  est  encore  parallèle  au  plan  qui 
passe  par  la  génératrice  G,  et  qui  est  tangent  au  paraboloïde  (ou  a  la  surface  avec 
laquelle  il  se  raccorde),  au  point  de  cette  droite  située  à  l'infini  (art.  592).  On 
voit  ainsi  que  les  plans  tangents  du  cône  directeur  sont  respectivement  parallèles  aux 
plans  passant  par  les  différentes  génératrices  de  la  surface  gauche  et  tangents  à  V  infini. 

616.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  qiïune  suif  ace  gauche  a  le  long  d'une  généra- 
trice quelconque  une  infinité  de  paraboloïdes  de  raccordement.  Un  de  leurs  plans  direc- 
teurs est  le  plan  tangent  du  cône  directeur  le  long  de  la  génératrice  parallèle;  l'autre 
est  parallèle  aux  plans  sécants,  et  par  suite  complètement  arbitraire.  On  peut  le 
prendre  perpendiculaire  au  premier  dans  une  infinité  de  positions,  et  en  consé- 
quence la  surface  admet,  le  long  de  chaque  génératrice,  une  infinité  de  parabo- 
loïdes isocèles  de  raccordement. 

617.  Si  un  plan  contient  une  génératrice,  sa  courbe  d'intersection  avec  la  surface 
rencontrera  cette  droite,  car  elle  a  un  point  sur  chacune  des  autres  génératrices, 
si  rapprochées  qu'elles  soient  de  celle  qui  est  dans  le  plan.  Au  point  de  rencontre, 
le  plan  contiendra  la  tangente  de  l'intersection  et  la  génératrice;  il  sera  donc 
tangent. 

La  considération  des  paraboloïdes  de  raccordement  conduit  à  un  résultat  ana- 
logue, et  montre  de  plus  comment  le  point  de  contact  se  déplace  quand  le  plan 
tourne  autour  de  la  génératrice  (art.  592). 

En  résumé,  tout  plan  contenant  une  génératrice  d'une  surface  gauche  est  tangent 
en  un  point  et  en  un  seul;  la  courbe  suivant  laquelle  il  coupe  la  surface  passe  par  le 
point  de  contact;  s'il  fait  une  rotation  de  180^  autour  de  la  génératrice,  le  point  de 
contact  parcourra  la  longueur  indéfinie  de  cette  droite, 

La  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  avec  une  surface  gauche  est  le  lieu 
des  points  de  tangence  des  plans  qui  passent  par  le  sommet  donné,  et  par  les  diffé- 
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rentes  génératrices;  cette  courbe  a  par  conséquent  un  point  sur  chacune  de  ces 
droites. 

618.  Si  une  surface  gauche  est  algébrique  et  de  Tordre  n,  sa  section  par  un  plan 
contenant  une  génératrice  rencontrera  cette  droite  en  (^  -—  i)  points  réels  ou  imagi- 
naires; Tun  d'eux  est  celui  où  le  contact  a  lieu  :  il  est  mobile  quand  le  plan  tourne; 
les  autres  sont  des  points  doubles  de  la  surface,  car  s'ils  étaient  simples,  chacun 
d'eux  serait  un  point  de  contact,  et  le  plan  toucherait  la  surface  en  plus  d'un 
point  de  la  génératrice.  On  voit  ainsi  qu'une  surface  gauche  de  l'ordre  n  a  sur 
chaque  génératrice  {n  —  i)  points  doubles,  ou  plutôt  des  points  multiples  repré- 
sentant (71  —  2)  points  doubles. 

619.  Les  paraboloïdes  de  raccordement  deviennent  normaux  quand  on  les  fait 
tourner  de  90*^  autour  de  la  génératrice.  Une  surface  gauche  admet  donc  une  infinité 
de  paraholoïdes  normaux  le  long  de  chaque  génératrice  :  un  de  leurs  plans  directeurs 
est  le  plan  normal  du  cône  directeur  le  long  de  la  génératrice  parallèle,  l^ autre  peut 
être  pris  arbitrairement. 

On  peut  considérer  un  paraboloïde  normal  comme  engendré  par  une  droite  qui 
se  meut  de  manière  à  rencontrer  la  génératrice  considérée  G  de  la  surface  gauche, 
à  être  parallèle  à  un  plan  arbitraire  Q,  et  à  se  trouver  successivement  dans  les  dif~ 
férents  plans  passant  par  G  et  normaux  à  la  surface.  Ces  plans  étaient  tangents 
avant  la  rotation. 

Il  y  a  une  infinité  de  paraboloïdes  normaux  isocèles. 

620.  Nous  aurons  souvent  à  considérer  le  paraboloïde  normal  pour  lequel  le  plan 
directeur  Q  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  G  :  chaque  génératrice  de  ce  para- 
boloïde est  l'intersection  de  deux  plans  normaux  à  la  surface,  l'un  parallèle  à  Q, 
l'autre  contenant  G  ;  elle  est  donc  normale.  De  là  ce  théorème  :  Les  noijnales  à  une 
surface  gauche  aux  différents  points  d'une  génératrice  forment  un  paraboloïde.  Nous 
rappellerons  para&o/oic/e  des  normales  :  il  est  évidemment  isocèle. 

Point  central  dune  génératrice.  Ligne  de  striction.  Paramètre  de  distribution 

des  plans  tangents, 

621.  On  appelle  point  central  d'une  génératrice,  le  pied  de  la  commune  perpendi- 
culaire à  cette  droite  et  à  la  génératrice  voisine,  ou  la  limite  des  positions  du  pied  de  la 
commune  perpendiculaire  à  la  droite  considérée^  et  à  une  autre  génératrice,  lorsque 
celle-ci,  se  rapprochant  de  la  première,  vient  se  confondre  açec  elle.  Le  lieu  des  points 
centraux  des  génératrices  est  la  ligne  de  striction  de  la  surface  (i). 

Soient  G  et  G'  deux  génératrices  d'une  surface  gauche,  AB  leur  plus  courte  dis- 
tance, et  kg'  une  droite  parallèle  à  G'  [fig.  i%[\), 

(i)  I,es  expressions  de  point  central  et  de  ligne  de  striction  sont  de  M.  Chasles;  celle  de  plan  central 
que  nous  employons  plus  loin  est  de  M.  Bour. 
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Si  nous  concevons  que  des  différents  points  de  G'  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  G,  ces  droites  formeront  un  paraboloïde  dont  les  plans  directeurs  seront  l'un  Q 
perpendiculaire  à  G,  l'autre  P  parallèle  à  G  et  à  G'.  On  peut  prendre  pour  ce  dernier 
le  plan  des  droites  G  et  g^'. 

Les  diamètres  du  paraboloïde  qui  passent  par  les  différents  points  a,  a^ ,  eu,..,,  de 
G,  sont  les  droites  an^  a^Ti,,,..,  intersections  du  planP  avec  des  plans  parallèles  a 
Q.  Toutes  ces  droites  sont  perpendiculaires  à  G,  et  celle  qui  passe  par  le  point  A  est 
de  plus  perpendiculaire  à  la  génératrice  AB  du  second  système,  car  cette  ligne,  par 
sa  définition,  est  perpendiculaire  à  P.  Le  diamètre  AN  rencontre  donc  normalement 
le  paraboloïde  en  A,  et  est  par  conséquent  l'axe  de  cette  surface. 

Si  nous  supposons  que  la  génératrice  G^  se  meuve  sur  la  surface  gauche  en  se 
rapprochant  de  G,  le  paraboloïde  se  modifiera,  et  à  la  limite  se  raccordera  avec  elle  : 
son  sommet  A  sera  alors  le  point  central  de  la  génératrice  G. 

Les  génératrices  du  système  Q  sont  perpendiculaires  à  G;  par  conséquent,  si 
nous  faisons  tourner  le  paraboloïde  de  90^  autour  de  cette  ligne,  de  tangentes 
elles  deviendront  normales  a  la  surface  gauche;  mais  dans  ce  mouvement  le  sommet 
ne  change  pas;  donc  le  point  central  d' une  génératrice  est  le  sommet  du  paraboloïde 
des  normales. 

622,  Appelons  : 

0  l'angle  des  plans  BilX  et  èaX  tangents  au  paraboloïde  aux  points  A  et  a; 

Q  l'angle  des  génératrices  G  et  G'  qui  est  égal  a  eAX; 

X  l'abscisse  ka  d'un  point  considéré  a\ 

p  la  longueur  de  la  commune  perpendiculaire  AB. 


Le  triangle  abe  donne 


7  ae        X  tango- 

tan^e^a  —  — ,-  ~  — — ^'-"' 
^  eb  p 


Les  droites  AB  et  eb  étant  parallèles,  l'angle  eba  est  égal  à  celui  des  lignes  AB  et 
a&,  et  par  suite  à  0;  car  les  droites  AB  et  ab  sont  respectivement  situées  dans  les 
plans  tangents  considérés,  et  perpendiculaires  a  leur  intersection  AX.  Nous  avons 

donc 

..       ^tango- 
tans  5  = -^-• 

Supposons  maintenant  que  G'  se  rapproche  de  G,  et  appelons  k  la  limite  du 

rapport  ~~ — ?  nous  aurons 
^^        tango- 

(0  tango  ::=|. 

Nous  appellerons  plan  central  celui  qui  passe  par  la  génératrice  considérée  et  par 
la  commune  perpendiculaire  à  cette  droite  et  à  la  génératrice  voisine;  et  obliquité 
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d'un  plan  tangent,  l'angle  Q  compris  entre  ce  plan  et  le  plan  central  de  la  généra- 
trice da  point  de  contact. 

L'équation  (i)  montre  que  la  tangente  de  V obliquité  cVun  plan  tangent  en  un 
point  dhine  génératrice  est  proportionnelle  à  l'abscisse  de  ce  point,  mesurée  à  partir 
du  point  central  (*). 

En  faisant  x  nul,  on  reconnaît  que  le  plan  central  est  tangent  au  point  central;  cela 
résulte  d'ailleurs  de  la  définition  de  ce  plan. 

La  formule  montre  encore  que  les  plans  tangents  en  deux  points  d'une  génératrice 
situés  de  part  et  d'autre  du  point  central  et  à  égales  distances,  ont  des  obliquités  égales 
et  de  sens  opposé,  et  que  le  plan  central  et  le  plan  tangent  à  l'infini  sont  rectangu- 
laires. 

623.  Nous  avons  désigné  par  k  la  limite  du  rapport  ^  ;  par  suite,  si  l'on  re- 
garde/) et  a  comme  représentant  la  distance  de  la  génératrice  considérée  à  celle 
qui  lui  est  infiniment  voisine  et  l'angle  de  ces  deux  droites,  on  aura  simplement 

(  2  )  /C  :=  £. 

Le  rapport  des  grandeurs  infiniment  petites  p  ^i  a  est  une  longueur  finie,  que 
nous  appellerons  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents  aux  divers  points  de 
la  génératrice,  ou  plus  simplement  paramètre  de  la  génératrice. 

L'équation  (i)  montre  que  Ton  peut  définir  le  paramétre  d'une  génératrice,  la 
distance  du  point  central  au  point  où  l'obliquité  du  plan  tangent  est  de  45*\ 

Nous  considérerons  toujours  le  paramétre  k  comme  positif  quand,  en  plaçant 
l'œil  en  un  point  de  la  génératrice,  et  en  regardant  dans  la  direction  de  cette 
droite  d'un  côté  ou  de  l'autre,  on  verra  le  plan  tangent  tourner  dans  le  même  sens 
que  les  aiguilles  d'une  montre  que  l'on  aurait  devant  soi,  lorsque  le  point  de  con- 
tact s'éloignera  du  côté  où  l'on  regarde. 

624.  En  appelant  x'  et  0'  l'abscisse  d'un  second  point  de  la  génératrice,  et  l'obli- 
quité du  plan  qui  est  tangent  en  ce  point  à  la  surface,  on  a 

tango  tangS'  =  -77- 

Les  deux  plans  seront  à  angle  droit  lorsque  le  produit  des  tangentes  des  angles 
0  et  Q'  sera  égal  a  l'unité  négative.  Nous  voyons  alors  que  quand  deux  plans  con- 
tenant une  même  génératrice  sont  rectangulaires,  leurs  points  de  contact  se  trouvent 
situés  départ  et  d'autre  du  point  central,  et  à  des  distances  de  ce  point  dont  la  moyenne 
géométrique  est  égale  au  paramètre  de  la  génératrice, 

(*)  M.  Chasles  :  Mémoire  sur  les  surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite,  p.  54  {Correspondance 
mathématique  et  pJiysirjae,  t.  XI). 
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Le  premier  plan  étant  normal  au  point  où  le  second  est  tangent,  on  peut  énoncer 
ce  théorème  en  disant  que  lorsqu'un  plan  contient  une  génératrice  d'une  surface 
gauche,  le  produit  des  distances  au  point  central  des  deux  points  où  il  est  tangent  et 
normal  est  constant,  et  égal  au  carré  du  paramètre  (*). 

62S.  Nous  allons  maintenant  considérer  deux  surfaces  gauches  ayant  une  géné- 
ratrice commune  XY  [fig.  '^9^).  Nous  appelons  : 

k  et  k'  les  paramètres  de  cette  droite  dans  les  deux  surfaces; 

a  la  distance  des  points  centraux  A  et  A'  ; 

X  Tabscisse  AM  d'un  point  considéré  M; 

0  et  Q'  les  obliquités  des  plans  tangents  des  deux  surfaces  en  M; 

y?  Tangle  que  forme  le  plan  central  de  la  deuxième  surface  avec  celui  de  la  pre- 
mière; 

s  l'angle  du  plan  tangent  de  la  deuxième  surface  en  M,  avec  celui  de  la  première 
au  même  point. 

Le  plan  de  la  figure  est  le  plan  central  de  la  première  surface.  Nous  supposons 
qu'un  second  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  XY  est  rabattu  sur  celui-là  par 
une  rotation  autour  de  sa  trace  MZ,  de  manière  que  sa  partie  antérieure  se  trouve 
amenée  à  la  droite  de  MZ.  Les  lignes  M;^,  M/z'  et  Me'  sont  les  traces,  sur  ce  nou- 
veau plan,  des  plans  tangents  en  M  et  du  plan  central  de  la  deuxième  surface. 

D'après  la  convention  que  nous  avons  faite  à  l'article  625  les  paramètres  k  et  k' 
sont  positifs  pour  les  surfaces  auxquelles  se  rapporte  \^  figure  292,  et  les  abscisses 
étant  mesurées  positivement  de  A  vers  Y,  l'équation  (1)  donne  des  valeurs  positives 
pour  0  et  0' ,  Les  angles  s  et  yj  sont  positifs,  car,  d'après  leur  définition  et  les  dis- 
positions de  la  figure,  le  sens  dans  lequel  on  doit  les  mesurer  est  le  même  que 
celui  des  angles  positifs  ô  et  <5'. 


Nous  avons 


X 


tange  =  -ç, 
tangS' 


-a 


d'où 

Ordonnant  par  rapport  à  o?^,  et  observant  que  la  différence  {$'  —  $)  est  égale  a 
(g  —  yj),  on  a 

x^  i2Lr\g{è  —  r})--x[k  —  k'-hat2ing{B  —  Y})]  -h  [ak -h kk' Ung  {î  —  y))]  =  o. 


(*)  M.  Chasles  :  Journal  de  M.  Liounlle^  t.  II,  p.  4i3. 
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L'équation  est  du  second  degré;  par  conséquent  il  existe  deux  points  où  Tangle 
£  des  surfaces  a  une  valeur  donnée.  Ces  points  d'ailleurs  peuvent  se  confondre  ou 
devenir  imaginaires. 

Si  l'angle  s  a  une  même  valeur  en  trois  points  différents,  l'équation  doit  être 
satisfaite  quelle  que  soit  l'abscisse  œ,  et  l'on  a 

yj  r=  s,  k  =^  k'         a  ~  o; 

par  conséquent,  quand  deux  surfaces  gauches  se  coupent  sous  un  angle  constant  le 
long  d'une  génératrice  commune,  cette  droite  a  un  même  paramètre  et  un  même 
point  central,  quand  on  la  considère  comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre 
de  ces  surfaces. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidemment  vraie  :  ainsi  deux  surfaces 
gauches  se  coupent  suivant  un  angle  constant  en  tous  les  points  d'une  génératrice 
commune,  quand  le  paramètre  et  le  point  central  de  cette  droite  sont  les  mêmes 
lorsqu'on  la  considère  comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces  surfaces. 
Pour  obtenir  le  raccordement,  il  suffit  de  faire  tourner  l'une  des  deux  surfaces  de 
cet  angle  autour  de  la  génératrice. 

626.  On  peut  résoudre  les  questions  que  nous  venons  d'examiner,  par  des  con- 
structions et  des  considérations  géométriques  très-simples. 

A  chaque  point  central  A  et  A'  {Jig.  268)  élevons  a  la  génératrice  GX,  et  dans  un 
même  plan,  deux  perpendiculaires  AE,  A'E'  respectivement  égales  aux  paramètres 
k  et  k',  et  joignons  les  points  E  et  E'  à  un  point  quelconque  M  de  GX  :  les  angles 
AEM,  A'E'M  sont  les  valeurs  de  9  et  de  ô'  pour  le  point  M,  et  par  conséquent  leur 
différence  EME'  est  (s  —  v^).  D'après  cela,  lorsque  l'angle  y}  sera  connu,  si  l'on  veut 
déterminer  le  point  où  les  surfaces  comprennent  un  angle  d'une  grandeur  donnée  s, 
on  décrira  sur  EE'  un  segment  capable  de  l'angle  (s—*/?);  les  points  cherchés 
seront  ses  intersections  avec  la  génératrice  :  on  en  trouvera  généralement  deux 
M  et  M,. 

Si  l'angle  (s  —  vj)  était  négatif,  on  tracerait  le  segment  capable  de  l'autre  côté  de 
la  corde  EE',  et  on  obtiendrait  deux  points  m  etm^  tels  que  la  direction  des  segments 
Nm  et  N/n^  serait  celle  des  abscisses  négatives. 

Si  du  point  N  nous  menons  une  tangente  a  l'un  des  cercles,  sa  longueur  Nq  sera 
moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  NE  et  NE'.  En  portant  cette  longueur 
sur  NX,  on  aura  un  point  P  tel,  que  le  cercle  qui  passerait  par  les  points  E,  E' 
et  P  toucherait  NX  en  ce  dernier  point.  L'angle  EPE'  est  évidemment  la  plus  grande 
valeur  de  (s  -—  vj).  L'angle  EpE',  obtenu  en  portant  la  longueur  N^  sur  NG',  est  le 
maximum  absolu  des  valeurs  négatives  de  (s  -—  y?). 

On  voit  d'après  cela  que  les  surfaces  se  couperont  en  deux  points  sous  un 
angle  donné  s,  si  (s  —  vj)  est  positif  et  plus  petit  que  EPE',  ou  négatif  et  d'une 
grandeur  absolue  plus  petite  que  E/>E'. 
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Au  point  N  Tangle  (s  —  '/î)  est  nul^  et  les  surfaces  comprennent  un  angle  égal  à 
celui  que  font  les  plans  centraux  ou  les  plans  tangents  au  point  commun  situé  à 
l'infini  (i). 

627.  Quand  les  paramètres  k  et  k'  sont  de  signe  différent  ?  on  doit  les  porter  de 
côtés  opposés  de  la  génératrice  GX  {/ig\  ^69).  La  construction  du  reste  est  la  même  : 
un  cercle  qui  passe  par  E  et  par  E'  détermine  sur  la  génératrice  deux  points  M  et  M^ 
où  les  surfaces  se  coupent  sous  une  même  inclinaison.  En  ayant  égard  aux  signes 
des  angles,  on  trouve  que  la  valeur  de  (9'  —  Q)  est  —  EME'  pour  le  point  M,  et 
H-E'MiE  pour  le  point  M^  :  ces  angles  sont  supplémentaires  et  de  sens  contraire, 
par  suite  leur  différence  algébrique  est  de  180^;  mais  cette  différence  est  égale  à 
celle  des  deux  valeurs  de  s  en  M  et  en  M^ ,  les  plans  tangents  en  ces  deux  points 
ont  donc  une  même  position  relative. 

Quand  les  paramétres  sont  de  signe  contraire,  quelle  que  soit  la  valeur  des,  on 
trouve  sur  la  génératrice  deux  points  où  les  surfaces  se  coupent  sous  cet  angle. 

628.  Lorsque  deux  génératrices  G  et  G'  de  deux  surfaces  gauches  A  et  A'  ont 
des  paramétres  égaux,  on  peut,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  a  l'article  625, 
placer  ces  surfaces  de  manière  qu'elles  se  touchent  le  long  des  lignes  G  et  G',  con- 
fondues en  une  seule  droite.  Alors  si,  A  restant  fixe,  on  fait  tourner  A'  de  180"^ 
autour  de  la  normale  commune  au  point  central,  il  y  aura  encore  raccordement, 
car  les  plans  tangents  situés  de  part  et  d'autre  du  point  central  et  k  égales  dis- 
tances, ont  des  obliquités  égales  et  de  sens  opposé.  Ensuite,  si,  considérant  la  sur-» 
face  A'  dans  sa  première  position  et  dans  celle  que  nous  venons  de  lui  donner,  on 
la  fait  tourner  de  180''  autour  de  la  génératrice  commune,  les  plans  tangents  aux 
divers  points  de  cette  droite  accompliront  une  demi-révolution  qui  les  ramènera 
a  leurs  positions  premières.  Les  surfaces  A  et  A'  peuvent  donc  se  raccorder  le  long 
des  génératrices  G  et  G'  dans  quatre  positions  relatives  différentes. 

Si  A'  est  le  paraboloïde  formé  par  les  tangentes  aux  sections  faites  dans  A  par 
des  plans  perpendiculaires  à  G,  la  rotation  de  1 80"^  autour  de  la  normale  au  point 
central  amènera  chaque  génératrice  tangente  a  une  position  précédemment  occu- 
pée par  une  autre  génératrice,  et  la  rotation  autour  de  G  ne  changera  pas  la  posi- 
tion d'une  génératrice  tangente  considérée  comme  une  droite  indéfinie.  La  surface 
A  et  le  paraboloïde  A'  placé  successivement  dans  ses  quatre  positions  de  raccorde- 
ment, ne  formeront  donc  qu'un  seul  système  géométrique. 


(i)  Les  points  M  et  Mi  où  les  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  même  angle  forment  sur  la  géné- 
ratrice deux  divisions  du  genre  de  celles  que  M.  Chasles  a  appelées  dwisions  homographiques  en 
involution  [Géométrie  supérieure,  p.  121  et  167).  P  et  p  sont  les  points  doubles^  et  N  le  point  cen- 
tral des  divisions.  Les  points  où  deux  plans  contenant  une  génératrice  d'une  surface  gauche,  et 
perpendiculaires  Tun  à  l'autre,  touchent  cette  surface  (art.  624),  forment  également  deux  divisions 
homographiques  en  involution. 

19. 
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Sommets  et  arêtes, 

629.  Nous  appellerons  sommets  d'une  surface  gauche  les  points  singuliers  où 
deux  génératrices  consécutives  G  et  G'  se  rencontrent.  Le  plan  déterminé  par  ces 
droites  est  tangent  tout  le  long  de  G  ;  cependant  la  largeur  de  l'élément  superficiel, 
qui  dans  ce  cas  est  a?  a  au  point  dont  l'abscisse  est  x ,  devient  nulle  au  sommet 
qui  est  évidemment  le  point  central,  et  on  ne  voit  pas  si  le  plan  des  génératrices 
est  tangent  en  ce  point  à  la  surface. 

La  distance/?  de  la  génératrice  G  à  la  génératrice  voisine  G'  étant  nulle,  le  para- 
mètre k  est  également  nul  d'après  l'équation  (2);  la  formule  (i)  donne  par  suite  une 
obliquité  indéterminée  pour  le  plan  tangent  au  sommet  et  une  obliquité  de  90*^ 
pour  les  plans  tangents  à  tous  les  autres  points  de  la  génératrice. 

Afin  d'éclaircir  cette  question,  nous  allons  rechercher  comment  se  modifient  les 
positions  du  plan  tangent  aux  divers  points  d'une  génératrice,  quand  le  paramètre  k 
diminue  indéfiniment. 

630.  Supposons  qu'aux  différents  points  d'une  génératrice,  et  dans  un  même 
plan,  on  élève  à  cette  droite  des  perpendiculaires  égales  aux  cotangentes  de  Tangleô  : 
en  considérant  ces  perpendiculaires  comme  des  ordonnées  correspondantes  aux 
abscisses  mesurées  sur  la  génératrice  à  partir  du  point  central,  nous  obtiendrons 
une  courbe  dont  l'pquation  sera 

xy  =  V^k, 

R  étant  le  rayon  du  cercle  par  rapport  auquel  la  cotangente  de  l'angle  0  aune  lon- 
gueur y. 

Cette  ligne  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  la  génératrice  et  la  droite 
qui  lui  est  perpendiculaire  au  point  central.  Lorsque  le  paramètre  k  est  petit,  les 
branches  de  l'hyperbole  sont  rapprochées  de  ces  droites,  ce  qui  indique  que  le 
plan  tangent  accomplit  presque  entièrement  sa  demi-révolution  de  180''  (art.  617) 
quand  le  point  de  contact  parcourt  une  petite  longueur  près  le  point  central,  et 
qu'au  delà,  sur  presque  toute  la  longueur  de  la  génératrice,  les  plans  tangents 
diffèrent  peu  du  plan  tangent  à  Tinfini.  A  la  limite,  quand  le  paramètre  est  nul, 
l'hyperbole  se  confond  avec  ses  asymptotes,  le  point  central  est  un  sommet,  et  le 
plan  tangent  fait  son  évolution  complète  quand  le  point  de  contact  y  est  parvenu  (*). 

On  peut  remarquer  que  tout  point  ayant  une  abscisse  nulle  appartient  à  la  se- 
conde asymptote;  cela  indique  que  tout  plan  contenant  la  génératrice  qui  passe  au 
sommet  doit  être  considéré  comme  tangent  en  ce  point,  quelle  que  soit  son  incli- 
naison sur  le  plan  central.  Nous  verrons  cependant  que  l'un  des  plans  qui  con- 


{*)  M.  Boiir  a  remarqué  le  premier  que  Ton  devait  considérer  le  plan  tangent  d'un  surface  gauche 
en  un  point  de  la  génératrice  qui  passe  à  un  sommet  comme  faisant  une  rotation  de  i^o"^  pendant 
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tiennent  la  génératrice  a,  en  général,  un  contact  plus  intime  que  les  autres  avec 
la  surface.  Nous  nous  bornerons  ici  à  examiner  ce  qui  se  passe  sur  les  clévelop- 
pables. 

631 .  Le  sommet  d'un  cône  est  un  sommet  sur  chaque  génératrice,  et  la  surface  y 
admet  une  infinité  de  plans  tangents  dont  aucun  ne  se  distingue  des  autres. 

Sur  une  développable  a  arête  de  rebroussement,  une  génératrice  rencontre  la  gé- 
nératrice qui  lui  est  infiniment  voisine  au  point  où  elle  touche  Faréte.  Chaque 
point  de  cette  courbe  est  donc  un  sommet;  nous  avons  vu  que  la  développable  y  a 
une  infinité  de  plans  tangents,  mais  que  l'un  d'eux,  le  plan  de  rebroussement,  a  un 
contact  plus  intime  que  les  autres  avec  la  surface  (art.  442). 

Le  paramètre  k  est  évidemment  nul  pour  les  génératrices  d'un  cône;  il  est  infi- 
niment petit  du  second  ordre  pour  celles  d'une  développable  a  arête  de  rebrousse- 
ment, car  lorsque  l'angle  c  de  deux  génératrices  est  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  leur  distance/?  est  infiniment  petite  du  troisième  (art.  48S).  Lorsque,  dans 
la  question  dont  on  s'occupe,  il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  des  infiniment  petits 
de  différents  ordres,  on  doit  regarder  le  paramètre  des  génératrices  des  surfaces 
développables  comme  nul. 

632.  Considérons  une  surface  gauche  déterminée  par  trois  directrices  ky  B  et  C  : 
les  génératrices  qui  passent  par  un  point  m  de  A  sont  les  intersections  de  deux  cônes 
qui  ont  leurs  sommets  en  ce  point,  et  respectivement  pour  directrices  les  courbes 
B  et  C.  Ces  cônes  peuvent  se  couper  suivant  plusieurs  génératrices,  ou  ne  pas 
avoir  d'autre  point  commun  que  leur  sommet;  il  en  résulte  qu'une  directrice 
considérée  dans  toute  son  étendue  géométrique  est  composée,  en  général,  d'arcs 
multiples  et  d'arcs  parasites. 

Les  deux  cônes  auxiliaires  qui  ont  leur  sommet  commun  en  un  point  limite  sont 
tangents,  et  déterminent  deux  génératrices  consécutives  qui  se  coupent  :  unpoint 
limite  est  donc  un  sommet. 

Quelquefois  le  nombre  de  génératrices  qui  se  croisent  en  chaque  point  de  la  direc- 
tricediminue  de  deux  unités,  sans  que  cette  courbe  devienne  pm^asite.  Ainsi,  quand 
les  lignes  B  et  C  sont  du  second  degré,  la  directrice  A  peut  avoir  des  arcs  quadruples , 
des  arcs  doubles  et  des  arcs  parasites  :  tous  les  points  limites  sont  des  sommets. 

633.  Réciproquement,  si  les  directrices  nont  ni  inflexion,  ni  rebroussement,  toui 
sommet  est  l'extrémité  de  Varc  utile  dune  ligne  double. 

Pour  le  prouver,  considérons  la  surface  donnée  par  trois  directrices  A,  B  et  C 
[fig,  293),  et  supposons  que  la  génératrice  G  rencontre  en  I  la  génératrice  qui  lui  est 


que  son  point  mobile  de  contact  est  an  somraet  [Théorie  de  la  déformation  des  surfaces,  art.  pa). 
Nous  avons  emprunté  à  M.  Bour  les  dénominations  de  sommets  et  à' arêtes,  mais,  ainsi  qu'il  le  dit^ 
nous  avons  le  premier  signalé  l'importance  de  ces  points  et  de  ces  droites  dans  l'étude  des  courbes 
d'ombre  des  surfaces  gauches. 
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infiniment  voisine  :  les  deux  cônes  qui  ont  leur  sommet  en  ce  point,  et  respective- 
ment pour  directrices  les  courbes  A  et  B,  se  touchent  le  long  de  G,  et  si  Ton  trans- 
porte successivement  leur  sommet  commun  à  une  distance  infiniment  petite  dans 
deux  directions  opposées  et  d'ailleurs  quelconques  projetées  sur  1 A  et  le,  le  résultat 
de  l'un  de  ces  déplacements  sera  de  séparer  les  cônes,  et  celui  de  Tautre  de  les  faire 
se  pénétrer  suivant  deux  droites  situées  de  part  et  d'autre  de  G.  Occupons-nous 
d'abord  de  celle  de  ces  droites  qui  coupe  A  et  B  en  deçà  de  m  et  de  n^  c'est-a-dire 
du  côté  où  sont  les  lettres  A  et  B  :  généralement  elle  ne  rencontrera  pas  la  troi- 
sième directrice  C,  mais  en  faisant  varier  la  direction  du  déplacement  dans  le  plan 
projetant  dont  la  trace  sur  le  plan  de  la  figure  est  eh,  on  fera  décrire  à  cette  droite 
une  surface,  et  dans  une  certaine  position  G^  elle  coupera  C;  elle  appartiendra  alors 
à  la  surface  gauche. 

Nous  voyons  qu'à  toute  projection  eh  correspond  dans  l'espace,  pour  le  sommet 
des  cônes,  une  position  telle,  que  leur  droite  d'intersection  située  en  deçà  de  m  et 
de  n  se  trouve  sur  la  surface  gauche  ;  tous  ces  points  infiniment  voisins  de  I  sont  sur 
une  surface.  Mais  en  considérant  la  droite  d'intersection  située  au  delà  de  m  et  de 
n,  on  trouve  que  les  positions  du  sommet  qui  satisfont  à  la  même  condition  sont  sur 
une  autre  surface,  et  par  conséquent  si  le  sommet  des  cônes  se  transporte  sur  la 
ligne  d'intersection  de  ces  surfaces,  les  deux  droites  qui  leur  sont  communes  appar- 
tiendront à  la  surface  gauche.  Le  point  I  est  donc  sur  une  ligne  double,  et  cette 
courbe  devient  parasite  au  delà  de  I,  car  les  cônes  se  sépareraient  si  leur  sommet 
glissait  sur  elle  dans  cette  direction. 

634.  Une  surface  gauche  étant  supposée  éclairée  par  un  point  lumineux,  le 
contour  de  son  ombre  sur  un  plan  quelconque  est  l'enveloppe  des  ombres  de  ses 
génératrices.  Si  deux  génératrices  consécutives  G  et  G'  se  coupent  en  un  point  I, 
leurs  ombres  g' et  g'  se  rencontreront  sur  l'ombre  i  de  I,  et  le  point  i  appartiendra 
au  contour  de  l'ombre  portée;  le  sommet  I  sera  donc  un  point  de  la  ligne  d'ombre 
propre. 

Chacune  des  droites  g  et  g'  touche  la  courbe  d'ombre  portée  en  un  point,  et  par 
suite  la  courbe  d'ombre  propre  à  deux  points  distincts  sur  les  génératrices  G  et  G'  ; 
comme  d'ailleurs  le  point  de  rencontre  I  est  l'un  des  deux,  cette  courbe  y  est 
tangente  à  G.  Nous  avons  par  conséquent  ce  théorème  : 

Toute  ligne  d ombre  et  de  contour  apparent  d'une  surface  gauche  passe  par  chaque 
sommet,  et  y  est  tangente  a,  la  génératrice. 

En  considérant  les  surfaces  développables  comme  formant  une  variété  de  surfaces 
gauches,  on  voit  que  leurs  lignes  d'ombre  et  de  contour  apparent  doivent  com- 
prendre, outre  un  certain  nombre  de  génératrices,  l'arête  de  rebroussement  qui 
est  une  ligne  de  sommets. 

655.  Si  l'on  suppose  qu'un  sommet  s'éloigne  sur  la  génératrice  et  disparaisse  à 
l'infini,  cette  droite  deviendra  parallèle  à  la  génératrice  infiniment  voisine,  et  sera 
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asymptote  de  toutes  les  courbes  de  contact  des  cônes  et  des  cylindres  circonscrits. 
Par  conséquent,  en  appelant  arêtes  les  génératrices  qui  sont  respectivement  paral- 
lèles a  celles  qui  leur  sont  infiniment  voisines,  nous  avons  ce  théorème  : 

Les  arêtes  dune  surface  gauche  sont  asymptotes  de  toutes  les  courbes  d'ombre  et  de 
contour  apparent. 

Le  point  d'une  arête  situé  à  Tinfini  est  un  sommet  et  par  conséquent  Textrémité 
de  l'arc  utile  d'une  ligne  double,  mais  cette  courbe  peut  n'avoir  que  ce  point  à  l'in- 
fini ou  y  être  tout  entière.  De  là  deux  dispositions  que  nous  étudierons  plus  loin. 
Nous  supposons  toujours  que  les  directrices  n'ont  ni  inflexions  ni  rebronssements. 

656.  Quand  une  génératrice  G  est  parallèle  à  la  génératrice  voisine  G\  un  même 
plan  est  tangent  tout  le  long  de  cette  droite,  et  on  ne  peut  déterminer  la  position 
du  point  central  qu'en  le  considérant  comme  appartenant  à  la  ligne  de  striction.  Ce 
point  peut  être  a  une  distance  finie  ou  a  l'infini;  dans  le  premier  cas,  p  reste  un 
infiniment  petit  de  premier  ordre,  et  comme  a  est  nul,  la  formule  (2)  montre 
que  k  est  infini;  dans  le  second,  les  génératrices  se  rencontrent  au  point  central, 
par  conséquent  p  devient  nul  comme  o-,  et  l'équation  (2)  ne  donne  aucune  indica- 
tion sur  la  valeur  de  k.  Nous  verrons  plus  loin,  en  étudiant  diverses  surfaces,  com- 
ment on  peut  reconnaître  quelle  est  alors  la  valeur  du  paramètre;  nous  nous  bor- 
nerons, quant  à  présent,  à  remarquer  que  l'asymptote  de  Tarête  de  rebroussement 
d'une  développable  est  une  génératrice  parallèle  à  la  génératrice  voisine,  et  que 
son  paramètre  est  nul,  comme  celui  de  toutes  les  autres  génératrices  de  la 
surface. 

Un  sommet  a  distance  finie  est  nécessairement  le  point  central  d'une  génératrice 
dont  le  paramètre  est  nul  (art.  630)  ;  mais  un  sommet  à  l'infini  peut  être  distinct 
du  point  central  de  l'arête,  qui  est  déterminé  par  la  ligne  de  striction,  et  se  trouve 
quelquefois  à  distance  finie. 

637.  On  ne  peut  considérer  une  ligne  de  striction  et  des  paramètres  sur  un 
cylindre  que  quand  il  fait  partie  d'une  série  de  surfaces  réglées.  S'il  appartient  à 
un  système  de  cônes  ayant  une  même  directrice  et  un  sommet  mobile  sur  une  droite, 
sa  ligne  de  striction  se  trouvera  à  l'infini  et  les  paramètres  seront  nuls.  S'il  dépend 
d'un  système  d'hyperboloïdes  de  révolution  ayant  même  centre  et  même  axe,  et 
dans  lesquels  le  rayon  du  cercle  de  gorge  et  l'angle  de  la  génératrice  avec  l'axe  sont 
liés  par  une  certaine  loi,  la  ligne  de  striction  aura  une  position  déterminée  à  dis- 
tance finie,  et  les  paramètres  seront  infinis. 

658.  Le  point  où  la  ligne  d'ombre  d'une  surface  gauche  rencontre  une  généra- 
trice s'éloigne  à  l'infini  dans  trois  circonstances  différentes  :  i""  lorsque  le  plan 
tangent  de  la  surface  au  point  situé  à  l'infini  sur  la  génératrice  contient  le  point 
lumineux;  :}p  quand  la  génératrice  est  tout  entière  a  l'infini;  3"^  quand  la  généra- 
trice est  une  arête.  Les  courbes  d'ombre  des  surfaces  gauches  ont  donc  des  branches 
infinies  de  trois  espèces  différentes. 
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Déçeloppable  asymptote. 

639.  Supposons  qu'on  trace  sur  une  surface  gauche  une  courbe  0  qui  ait  un 
point  sur  chaque  génératrice,  et  considérons  la  développable  2  circonscrite  le  long 
de  cette  courbe,  c'est-à-dire  enveloppe  des  plans  tangents  aux  différents  points  de 
0.  Si  l'on  conçoit  que  la  courbe  ù  se  modifie^  de  telle  sorte  que  tous  ses  points  glis- 
sent sur  les  génératrices,  et  arrivent  ensemble  à  l'infini,  la  développable  2  se  trou- 
vera tangente  tout  le  long  d'une  courbe  située  à  l'infini,  ou  asymptote. 

La  développable  asymptote  étant  l'enveloppe  des  plans  tangents  à  l'infini,  ses 

génératrices  sont  respectivement  parallèles  aux  génératrices  du  cône  directeur  qui 

est  enveloppe  de  plans  parallèles  a  ceux-là  (art.  613).  La  développable  asymptote 

.  a  donc  ses  génératrices  parallèles  à  celles  de  la  surface;  on  dit  qu'elle  est  directrice. 


CHAPITRE  IIL 

CONOÎDE. 


Propriétés  générales»  Retour  sur  le  paraboloïde. 

640.  Lorsqu'une  surface  réglée  a  un  plan  directeur,  si  elle  est  développable, 
deux  génératrices  consécutives  quelconques  étant  dans  un  même  plan  et  parallèles 
a  un  autre  plan  sont  parallèles,  et  la  surface  est  un  cylindre.  Par  conséquent,  toute 
surface  réglée  à  plan  directeur  qui  n  est  pas  un  cylindre  est  gauche. 

On  appelle  conoïde  général  ou  simplement  conoïde  la  surface  gauche  qui  a  un 
plan  directeur.  Le  cône  directeur  de  la  surface  se  réduit  a  ce  plan. 

Le  paraboloïde  ayant  un  plan  directeur  dans  chacun  de  ses  deux  systèmes  de 
génération  rectiligne,  peut  être  considéré  comme  un  conoïde  de  deux  manières 
différentes. 

641.  Nous  avons  reconnu  que  tout  plan  contenant  une  génératrice  d'une  sur- 
face gauche,  et  tangent  au  point  de  cette  droite  situé  a  l'infini,  est  parallèle  au  plan 
tangent  du  cône  directeur  le  long  de  la  génératrice  correspondante  (art.  615); 
il  suit  de  la  que  tous  les  plans  tangents  d'un  conoïde  aux  points  situés  à  V infini  sont 
parallèles  au  plan  directeur,  et  que  ce  plan  est  directeur  de  tous  les  paraboloïdes  de 
raccordement  comme  de  la  surface  elle-même.  Nous  voyons  de  plus  qu'ion  conoïde 
napas  de  développable  asymptote,  parce  que  tous  les  plans  dont  cette  surface  est 
l'enveloppe  sont  parallèles. 
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Une  surface  réglée  et  son  cône  directeur  sont  coupés  suivant  une  même  ligne  par 
un  plan  situé  à  Finfini  (art.  466);  un  conoïde  a  donc  une  directrice  rectiligne 
située  à  l'infini  dans  son  plan  directeur. 

642.  Les  droites  sur  lesquelles  se  mesurent  les  plus  courtes  distances  entre  deux 
génératrices  consécutives  d'un  conoïde  sont  des  tangentes  perpendiculaires  au  plan 
directeur;  elles  forment  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface  le  long  de  la  ligne  de 
striction  ;  par  conséquent,  la  ligne  de  striction  d'un  conoïde  est  le  contour  apparent 
de  cette  surface  par  rapport  à  son  plan  directeur ^  et  sa  projection  sur  ce  plan  est  V en- 
veloppe des  projections  des  génératrices. 

Nous  ajouterons  que  les  plans  centraux  de  toutes  les  génératrices  sont  perpendicu- 
laires au  plan  directeur,  ce  qui  résulte  d'ailleurs  immédiatement  des  considérations 
présentées  à  l'article  641 . 

643.  Un  paraboloïde  a  une  ligne  de  striction  pour  chacun  de  ses  deux  systèmes 
de  génératrices.  Sur  l^/igure  288,  nous  avons  pris  un  nouveau  plan  de  projection  U 
parallèle  au  plan  directeur  Q  du  paraboloïde,  et  par  conséquent  perpendiculaire 
au  plan  R  que  nous  considérons  comme  horizontal  (art.  605)  :  l'enveloppe  if  des 
projections  orthogonales  des  génératrices  sur  le  plan  U,  est  la  projection  de  la 
ligne  de  striction  du  système  Q. 

La  ligne  de  striction  elle-même  est  une  parabole  située  dans  le  plan  diamétral 
conjugué  aux  cordes  perpendiculaires  au  plan  Q  (art.  609).  Les  deux  génératrices 
ab  et  eh  qui  se  croisent  au  sommet  0''  sont  horizontales  :  la  droite  ae  perpendi- 
culaire à  YZ^,  et  limitée  à  ces  génératrices,  est  donc  la  projection  d'une  corde 
perpendiculaire  à  Q;  et  par  conséquent  son  point  milieu /appartient  au  plan  de  la 
ligne  de  striction;  mais  ce  plan  étant  diamétral  doit  être  perpendiculaire  au  plan 
R  (art.  596),  le  point  /  appartient  donc  à  sa  trace  sur  R.  Nous  avons  déterminé 
de  la  même  manière  un  second  point  ^  de  cette  trace. 

En  relevant  sur  les  droites  A^D"^  et  C^B""  les  points  ieij  où  la  trace /g-  coupe  les 
génératrices  A'W  et  CB'\  nous  avons  les  extrémités  i'  et/  de  l'arc  de  la  parabole 
représenté  sur  la  projection  U. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  les  projections  de  la  ligne  de  striction  du 
système  P.  Ces  deux  paraboles  se  croisent  au  sommet  0'';  car  le  plan  tangent  en 
ce  point  est  perpendiculaire  à  l'axe,  et  par  conséquent  à  chacun  des  plans  direc- 
teurs. 

Si  le  paraboloïde  était  isocèle,  les  deux  projections  faites  sur  les  plans  P  et  Q 
seraient  orthogonales,  et  par  suite  les  génératrices  qui  se  projettent  aux  points  0  et 
0'  couperaientrespectivement  a  angle  droit  les  génératrices  des  systèmes  P  et  Q; 
chacun  de  leurs  points  serait  donc  le  point  central  de  la  génératrice  sur  laquelle  il 
se  trouve. 

Nous  voyons  ainsi  que  les  lignes  de  striction  du  paraboloïde  isocèle  sont  les 
génératrices  qui  se  croisent  au  sommet. 

IL  20 
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Plans  tangents  et  lignes  d'ombre. 

644.  Un  conoïde  étant  donné  par  deux  directrices  A  et  B,  et  un  plan  directeur  P 
[fig^  ^94)>  on  obtient  un  paraboloïde  de  raccordement  le  long  d'une  génératrice 
G,  en  prenant  pour  directrices  les  tangentes  R  et  S,  et  le  plan  P  pour  plan  direc- 
teur (art.  614).  Alors  pour  construire  le  plan  tangent  H  en  un  point  /x  de  G,  il 
suffit  de  connaître  la  génératrice  du  second  système  qui  passe  à  ce  point.  On  y  par- 
vient en  déterminant  d'abord  une  génératrice  G'  du  premier  système,  et  menant 
ensuite  par  [x  un  plan  parallèle  à  R  et  à  S;  ce  plan  coupe  la  droite  G^  en  un  point  pJ 
de  la  génératrice  cherchée. 

Si,  au  contraire,  on  veut  connaître  le  point  de  contact  d'un  plan  H  contenant  une 
génératrice  G,  après  avoir  construit  comme  précédemment  une  génératrice  G',  on 
cherchera  son  intersection  p/  avec  le  plan  donné.  La  génératrice  du  second  système 
contenue  dans  le  plan  H  passe  par  le  point  p/,  et  est  dans  un  plan  parallèle  aux 
tangentes  R  et  S;  on  peut  donc  la  déterminer  :  le  point  de  contact  fx  est  son  point 
de  rencontre  avec  G. 

Nous  allons  développer  les  constructions  que  nous  venons  d'indiquer,  en  dispo- 
sant les  données  de  manière  à  simplifier  le  problème. 

645.  Nous  prenons  le  plan  directeur  pour  plan  vertical,  et  nous  supposons  la 
surface  déterminée  par  deux  directrices  planes  A  et  B  [fig»  297)  situées  dans  des 
plans  verticaux  xy  et^^J^  que  nous  supposons  rabattus  sur  le  plan  horizontal.  Le 
point  pour  lequel  on  doit  construire  le  plan  tangent  est  donné  par  sa  projection 
horizontale  [l. 

La  droite  Jfx  parallèle  à  la  ligne  de  terre  XY  est  la  projection  horizontale  de  la 
génératrice  qui  passe  par  le  point  considéré.  Cette  droite  rencontre  les  directrices 
en  des  points  dont  les  projections  horizontales  m  et  n  font  trouver  les  rabattements 
M  etN;  on  détermine  ensuite  leurs  projections  verticales  m'  ein'  (art.  59).  La  pro- 
jection verticale  [x'  du  point  de  la  surface  est  sur  la  droite  m'n\ 

La  paraboloïde  qui  a  pour  directrice  les  tangentes  M  ^  etNFdes  courbes  A  et  Baux 
points  M  etN,  et  pour  plan  directeur  le  plan  vertical,  se  raccorde  avec  la  surface  le 
long  de  la  génératrice  (mn,  m'n').  Le  plan  horizontal  étant  perpendiculaire  au  plan 
directeur  du  premier  système,  les  projections  horizontales  des  génératrices  du 
second  système  divergent  d'un  même  point  (art.  611);  et  comme  nous  connaissons 
deux  d'entre  elles  xy  et  x^y^  projections  des  tangentes  directrices  Me  ^t  NF,  nous 
avons  immédiatement  le  point  de  concours  L,  et  nous  pouvons  tracer  la  projec- 
tion horizontale  Lp,  de  la  génératrice  du  second  système  qui  passe  par  le  point 
donné. 

Le  paraboloïde  coupe  le  plan  vertical  suivant  la  droite  qui  passe  par  les  traces  E'  et 
C/  des  tangentes  directrices;  la  trace  verticale  de  la  génératrice  Lp.  est  en  G'  sur 
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cette  ligne;  il  n'y  a  plus  qu'a  faire  passer  un  plan  par  la  droite  [mn,  m'n')  et  par  le 
point  (G,  G')  :  sa  trace  verticale  est  la  droite  FK  parallèle  a  m'n' , 

Les  données  peuvent  être  disposées  d'une  manière  différente^  mais  les  construc- 
tions devront  toujours  être  établies  sur  les  mêmes  principes. 

646.  Si  l'on  demande  le  point  de  tangence  d'un  plan  contenant  une  généra- 
trice [mn,  m'n')  et  ayant  une  trace  verticale  FK  nécessairement  parallèle  a  m'n' ,  on 
déterminera  comme  précédemment  la  trace  verticale  E'C  du  paraboloide  de  rac- 
cordement qui  a  pour  directrices  les  tangentes  Me  etNF,  et  pour  plan  directeur  le 
plan  vertical.  L'intersection  G'  des  droites  WG  et  FK  sera  la  trace  de  là  seconde 
génératrice  contenue  dans  le  plan  donné.  On  cherchera  la  projection  horizontale 
GL  de  cette  droite,  et  son  intersection  (p.,  p/)  avec  la  génératrice  {mn,  m'n')  sera  le 
point  de  contact  demandé. 

Cette  construction  donne  un  moyen  facile  d'obtenir  la  courbe  d'ombre  de  la 
surface.  Après  avoir  choisi  un  certain  nombre  de  génératrices  convenablement  espa- 
cées, on  détermine  la  trace  FK  d'un  plan  passant  par  l'une  d'elles  [mn,  m'n')  et 
par  le  point  lumineux  (S,  S'),  et  l'on  cherche  son  point  de  contact  {[x,  p-').  On 
répète  ensuite  cette  opération  sur  les  autres  génératrices. 

647.  La  courbe  d'ombre  ne  rencontre  qu'à  l'infini  les  génératrices  dont  les  pro- 
jections horizontales  passent  par  le  point  S,  car  le  plan  qui  contient  une  de  ces 
droites  et  le  point  lumineux  est  parallèle  au  plan  directeur,  et  par  conséquent 
tangent  à  l'infini  (art.  641). 

La  courbe  a  aussi  des  branches  infinies  correspondant  aux  arêtes  et  aux  généra- 
trices situées  tout  entières  a  Finfini. 

Si  la  droite  [mn,  m'n')  était  une  arête,  le  paraboloide  de  raccordement  se  trans- 
formerait en  un  plan,  et  sa  trace  E'C  serait  parallèle  à  la  projection  m'n'  de  la  géné- 
ratrice et  à  la  trace  FK  du  plan  d'ombre;  les  points  G',  G  et  f/-  disparaîtraient  donc  a 
l'infini,  comme  cela  doit  être. 

Lorsque  le  point  lumineux  est  dans  le  plan  tangent  le  long  d'une  arête,  cette 
droite  forme  une  branche  de  la  courbe  de  contact. 

Quand  les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  entre  eux,  mais  non  au  plan  direc- 
teur, les  plans  d'ombre  des  génératrices  ne  peuvent  pas  être  tangents  a  l'infini,  et 
les  arêtes  sont  les  seules  génératrices  à  distance  finie  qui  ne  rencontrent  la  courbe 
qu'à  l'infini;  elles  lui  sont  d'ailleurs  asymptotes  (art.  635).  On  peut  donc  obtenir 
leur  position  d'une  manière  approximative  en  construisant  avec  soin  l'ombre  que 
projetterait  sur  un  plan  la  surface  éclairée  par  des  rayons  parallèles  entre  eux, 
mais  non  au  plan  directeur,  et  traçant  les  asymptotes  de  cette  courbe.  On  peut 
aussi  employer  des  courbes  d'erreur  disposées  de  diverses  manières» 

648.  Pour  déterminer  les  points  d'un  conoïde  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à 
un  plan  donné  P,  on  construit  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  direc- 
teur pris  pour  plan  de  projection,  et  menant  à  cette  courbe  des  tangentes  parallèles 

20, 
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a  la  traee  da  plan  P,  on  obtient  les  projections  des  génératrices  parallèles  à  ce  plan  ; 
on  fait  passer  par  chacune  d'elles  un  plan  parallèle  à  P,  et  Ton  cherche  son  point 
de  contact. 

Cylindroïde, 

649,  Considérons  un  cylindre  parallèle  à  la  ligne  de  terre  XY  {fig,  î^qS),  cou- 
pons-le par  deux  plans  verticaux  OP  et  Op,  et  supposons  que  Ton  élève  parallèle- 
ment à  elle-même  la  courbe  (AG,  A''G'')  d'une  hauteur  arbitraire  A'A''  :  si  une 
droite  mobile  rencontre  constamment  les  sections  directrices  en  deux  points  situés 
précédemment  sur  une  même  génératrice  du  cylindre,  elle  engendrera  une  surface 
que  Frézier  a  appelée  cylindroïde  (i). 

Les  génératrices  du  cylindroïde  sont  parallèles  au  plan  vertical,  et  d'ailleurs  iné- 
galement inclinées;  cette  surface  est  donc  un  conoïde  (art.  640). 

650.  Tout  plan  passant  par  l'intersection  des  plans  des  directrices,  tel  que 
(0  /,  //'  ) ,  coupe  le  cylindroïde  et  le  cylindre  primitif  suivant  deux  courbes  identiques, 
car  un  point  (L,  L")  appartenant  à  une  génératrice  (B&,  Wb')  du  cylindre,  e$t 
élevé  en,(L,  L'),  et  Ton  a 

LL=.B'B'^. 

Or  le  rapport  ^  est  constant  pour  les  différentes  génératrices,  donc  tous  les 

points  de  la  section  faite  dans  le  cylindre  sont  élevés  d'une  même  hauteur,  et  la 
courbe  est  transportée  sans  altération. 

Dans  un  cylindroïde  elliptique  (c'est  celui  qm  résulte  de  la  déformation  d'un 
cylindre  elliptique),  toutes  les  sections  faites  par  des  plans  passant  par  l'intersec- 
tion des  plans  des  directrices  sont  des  ellipses.  Sur  la  j^g-wre  298,  la  section  droite 
du  cylindre  est  le  cercle  Çï  rabattu  sur  le  plan  horizontal.  Ce  cercle  nous  a  servi  à 
construire  et  à  diviser  les  ellipses  directrices. 

La  section  par  le  plan  (01,  ol^  a')  perpendiculaire  a  la  ligne  de  terre,  est  identique 
avec  le  cercle  D.  Le  segment  a^  a',  limité  au  contour  apparent,  est  donc  égal  au 
diamètre  d\d',  et  ses  extrémités  à^  et  a'  sont  sur  les  génératrices  d\J)\^i  d' \)\ 

651.  On  peut  obtenir  la  tangente  au  point  L'  de  la  section  par  le  plan  0/,  soit  en 
construisant  la  tangente  en  h"  à  la  section  du  cylindre  par  le  même  plan,  et  l'élevant 
parallèlement  à  elle-même,  soit  en  recourant  au  paraboloïde  de  raccordement  déter- 
miné par  le  plan  directeur  de  la  surface,  et  par  les  tangentes  des  directrices  aux 
points  (B,  B')  et  (è,  b').  Dans  la  première  méthode,  nous  construisons  la  trace 
horizontale  Q^  du  plan  tangent  au  cylindre,  le  long  de  la  génératrice  ^"b',  puis  la 


(î)  Coupe  des  pierres  ^  livre  IV,  chap.  VIT. 
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trace  verticale  ï"  de  la  tangente  au  point  L",  et  nous  élevons  l"  en  /',  d'une  hauteur 
égale  à  H'U .  Dans  la  seconde,  nous  remarquons  que  les  projections  horizontales 
des  génératrices  du  deuxième  système  du  paraboloïde  passent  toutes  par  le  point  0, 
et  que  par  suite  celle  de  ces  droites  qui  se  projette  sur  0/  est  la  tangente  de  la 
section.  La  trace  verticale  V  de  cette  droite  est  sur  la  trace  V'p'  du  paraboloïde. 

La  position  spéciale  du  plan  sécant  rend  ainsi  la  construction  de  la  tangente 
très-simple.  Dans  le  cas  général,  il  faudrait  déterminer  le  plan  tangent  à  la  surface 
(art.  645),  et  prendre  ensuite  son  intersection  avec  le  plan  de  la  courbe. 

6S2.  Les  sections  du  cylindroïde  et  du  cylindre  primitif  par  un  plan  vertical  sont 
équivalentes,  car  les  éléments  dans  lesquels  on  peut  concevoir  ces  aires  décompo- 
sées par  des  droites  verticales  infiniment  rapprochées,  ne  différent  que  de  quantités 
infiniment  petites  d'un  ordre  élevé.  Il  suit  de  là  que  les  sections  du  cylindroïde  par 
plans  verticaux  et  parallèles  sont  équivalentes, 

655.  Sur  le  cylindre  primitif,  chaque  génératrice  est  parallèle  à  la  génératrice 
voisine;  mais  ces  droites  étant  inégalement  distantes  de  la  verticale  du  point  0, 
sont  après  la  déformation  inégalement  inclinées;  cependant  la  génératrice  (G^,  G'^') 
et  celle  qui  en  est  infiniment  rapprochée  sont  a  la  même  distance  de  cette  verticale, 
et  par  suitQ  elles  restent  parallèles  sur  le  cylindroïde. 

La  droite  {G g,  Gi' g')  est  donc  une  arête;  il  en  est  de  même  de  (Aa,  k' a').  Ces 
génératrices  forment  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal,  et 
sont  asymptotes  du  contour  apparent  sur  le  plan  vertical. 

Les  autres  génératrices  sont  parallèles  deux  à  deux  de  part  et  d'autre  de  chaque 
arête,  et  leurs  intersections  mutuelles  forment  une  ligne  double  qui  est  la  droite 
située  à  l'infini  dans  le  plan  directeur  (art.  641).  Les  extrémités  du  segment  utile 
de  cette  ligne  sont  sur  les  arêtes  (art.  632). 

En  général,  une  surface  a  deux  plans^  tangents  en  chaque  point  d'une  ligne  dou- 
ble; mais  dans  le  cas  que  nous  examinons,  deux  génératrices  parallèles  sont  telles, 
que  le  plan  tangent  au  point  de  l'une  situé  à  l'infini  contient  l'autre,  parce  qu'elles 
sont  a  la  même  distance  du  plan  directeur.  Il  en^  résulte  que  la  ligne  double  située 
à  l'infini  est  une  ligne  de  contact. 

On  peut  rendre  cette  circonstance  très-sensible  en  coupant  le  cylindroïde  par 
un  plan  oblique  &ur  le  plan  directeur,  et  parallèle  a  deux  génératrices  qui  seront, 
par  exemple, /'F'  et  /'^F^  :  la  section  aura  deux  branches  infinies,  et  l'intersection 
du  plan  sécant  par  le  plan  vertical  F/ sera  asymptote  de  ces  deux  branches. 

La  courbe  de  section  de  la  surface  par  un  plan  contenant  une  génératrice,  a  cette 
droite  pour  asymptote  (i).. 

(i)  On  reconnaît  facilement  que  le  cylindroïde  de  la  figure  298  est  une  surface  algébrique  du 
quatrième  degré;  chaque  génératrice  doit  par  conséquent  avoir  deux  points  doubles  (art.  618).  Ces 
points  sont  réunis  l'un  à  l'autre,  à  l'infini. 
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Un  cylindroïde  n'a  pas  de  sommets  a  distance  finie,  car  si  deux  génératrices  con- 
sécutives se^ coupaient,  leurs  homologues  sur  le  cylindre  se  rencontreraient  au 
point  correspondant. 

654.  La  ligne  de  striction  contour  apparent  de  la  surface  par  rapport  au  plan 
vertical,  est  facilement  déterminée,  sur  ce  plan,  comme  enveloppe  des  projections 
des  génératrices.  Pour  avoir  sa  projection  horizontale,  il  faut  chercher  par  un  pa- 
raboloïde  de  raccordement  le  point  où  le  plan  qui  projette  verticalement  chaque 
génératrice  considérée  touche  la  surface.  On  pourrait,  il  est  vrai,  rapporter  sur  la 
projection  horizontale  de  la  génératrice  le  point  où  sa  projection  verticale  est  tan- 
gente à  l'enveloppe,  mais  la  position  de  ce  point  est  trop  incertaine  pour  que  l'on 
puisse  s'en  servir  si  l'on  veut  mettre  un  peu  d'exactitude  dans  les  tracés. 

Si  nous  considérons  la  génératrice  (Ee,  E'e'),  nous  remplacerons  les  deux  direc- 
trices courbes  parleurs  tangentes  (EP,  ET^),  [ep,  e'p^),  La  trace  du  paraboloïde 
ainsi  obtenu  sur  le  plan  vertical,  qui  est  toujours  plan  directeur,  sera  la  droite  V^p^, 
La  génératrice  du  deuxième  système  contenue  dans  le  plan  projetant  de  la  généra- 
trice considérée  a  sa  trace  verticale  à  l'intersection  r'  des  droites  V^p^  et  E'^'.  Sa 
projection  horizontale  est  déterminée  par  le  point  r  et  par  le  point  de  concours  0 
des  droites  de  ce  système  ;  le  point  [i,  où  elle  rencontre  la  ligne  Ee,  est  la  projec- 
tion horizontale  du  point  où  le  plan  qui  projette  la  génératrice  sur  le  plan  vertical 
touche  le  paraboloïde,  et  par  suite  le  cylindroïde.  La  ligne  de  striction  a  d'ailleurs 
deux  branches  infinies  dont  les  arêtes  sont  les  asymptotes;  elle  passe  parles  points 
(a,  a'),  (a,  à^)  :  sa  projection  est  la  courbe  p.0LÙ,,  .^as..  .7.a. 

653.  En  général,  pour  déterminer  le  paramètre  d'une  génératrice  d'une  surface 
gauche,  on  cherche  le  point  de  contact  d'un  plan  qui  fait  un  angle  de  45"^  a'^ec  le 
plan  central,  et  l'on  détermine  la  vraie  grandeur  du  segment  compris  entre  ce 
point  et  le  point  central.  Puis,  si  l'on  veut  avoir  l'expression  du  paramètre,  on  fait 
la  traduction  analytique  des  constructions.  Mais  dans  le  cas  des  conoïdes,  le  calcul 
peut  se  faire  d'une  manière  directe  et  très-simple. 

Appelant  a  l'angle  que  fait  avec  le  plan  horizontal  la  génératrice  considérée 
(Bè,  Wb')  du  cylindroïde,  et/j  l'ordonnée  OH  qui  est  la  distance  de  la  génératrice 
à  la  verticale  du  point  0,  nous  aurons 

tans^o-  =:• 


'^^  "    bB    "  dJ) 

ou 

^         p 


P 


en  représentant  par  g  le  premier  facteur  du  second  membre,  qui  est  constant. 

La  distance  de  deux  génératrices  consécutives  et  leur  angle  sont  les  différen- 
tielles dp  et  da\  le  paramètre  k  étant  le  rapport  de  ces  grandeurs  infiniment  petites 


CHAPITRE    m.   —    GOINOIDE.  \  5ij 

(art.  624),  on  obtient  par  une  clifférentiation 
enfin,  éliminant  o-  entre  ces  deux  équations, 


On  remarquera  que  le  paramètre  ne  dépend  pas  de  la  forme  des  directrices,  qu'ii 
n'est  jamais  nul,  et  qu'il  ne  devient  infini  que  quand  une  génératrice  s'éloigne  k 
l'infini.  Sur  notre  cylindroïde,  il  est  toujours  fini,  et  à  cet  égard  les  arêtes  ne  se 
distinguent  des  autres  génératrices  que  parce  que  leur  paramètre  est  un  maximum 
ou  un  minimum. 

D'après  la  convention  faite  à  Tarticle  625,  le  paramètre  d'une  génératrice  du 
paraboloïde  représenté  sur  \^  figure  298  est  positif.  Pour  établir  l'accord  entre  cette 
convention  et  la  formule,  il  suffit  de  considérer  les  ordonnées  Oa  et  A''A'  comme 
positives,  et  la  projection  dï)  qui  est  dirigée  de  droite  à  gauche  comme  négative, 
car  alors  la  longueur  g  sera  négative. 

656.  Si  le  cylindre  primitif  était  un  plan  P,  le  cylindroïde  serait  un  paraboloïde 
dont  le  second  plan  directeur  serait  le  plan  P,  et  dont  le  sommet  se  projetterait  hori- 
zontalement en  0;  l'équation  de  l'article  précédent  est  donc  applicable  au  parabo- 
loïde. Elle  montre  que  toutes  les  génératrices  d'un  même  système  ont  des  para- 
mètres de  même  signe,  que  celle  de  ces  droites  qui  passe  au  sommet  a  le  plus  petit 
paramètre,  et  que  deux  génératrices  situées  de  part  et  d'autre  du  sommet  et  à  des 
distances  égales  ont  un  même  paramètre. 

Conoïde  oblique. 

657.  On  appelle  conoïde  oblique^  le  conoïde  qui  a  une  directrice  rectiligne  non 
perpendiculaire  au  plan  directeur. 

Un  conoïde  oblique  étant  déterminé  par  son  plan  directeur  P  et  deux  directrices 
D  et  C,  dont  la  première  est  rectiligne,  il  est  facile  de  voir  que  par  chaque  point  de 
C  passe  une  génératrice  intersection  de  deux  plans,  l'un  parallèle  à  P  et  l'autre  con- 
tenant D  :  la  directrice  curviligne  C  ne  peut  donc  avoir  ni  arc  double,  ni  arc  para- 
site. Il  suit  de  là  qu'on  peut  prendre  pour  seconde  directrice  une  courbe  tracée  sur 
la  surface  de  manière  à  rencontrer  toutes  les  génératrices,  et  d'ailleurs  quelconque. 
Nous  choisirons  pour  directrice  la  trace  de  la  surface  sur  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  directeur  que  nous  supposerons  toujours  horizontal. 

658.  Les  directrices  étant  la  droite  (^F,  q'¥)  et  la  courbe  A'B'  située  dans  le 
plan  vertical  [fig,  296),  on  obtient  des  génératrices  en  coupant  ces  lignes  par  des 
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plans  horizontaux  et  joignant  les  points  de  section.  Quand  la  trace  du  plan  sécant 
est,  telle  que  TUJ',  comprise  entre  les  tangentes  horizontales  Py  et  Q'/,  on  trouve 
deux  génératrices  (LI,  L'F)  et  (LJ,  L'J'),  mais  si  le  plan  était  au-dessus  du  point  P' 
ou  au-dessous  de  Q',  il  ne  contiendrait  pas  de  génératrices  :  le  segment  [pq^p'q')  de 
la  directrice  rectiligne  est  donc  seul  utile,  et  par  suite  ses  extrémités  {p,  p')  et 
{q,  q')  sont  des  sommets. 

Lorsqu'une  génératrice  se  meut  pour  passer  d'une  position  à  la  suivante,  on  peut 
supposer  qu'elle  glisse  sur  la  directrice  rectiligne,  et  sur  la  tangente  à  la  directrice 
courbe,  en  restant  d'ailleurs  toujours  horizontale.  En  général,  elle  s'élève  ou  elle 
s'abaisse,  et  par  suite  deux  génératrices  consécutives  sont  dans  des  plans  horizon- 
taux différents  et  ne  se  rencontrent  pas.  Mais  la  tangente  au  point  P'  étant  horizon- 
tale, la  génératrice  passe  de  la  position  [Vp.V'p')  a  la  suivante,  par  un  simple 
mouvement  de  rotation  autour  du  point  (/?,  p'),  et  par  suite  deux  génératrices 
consécutives  se  coupent  en  ce  point.  On  peut  faire  la  même  observation  pour  le 
sommet  [q,  q'). 

Quand  la  directrice  rectiligne  et  la  tangente  de  la  directrice  courbe  sont  dans  un 
même  plan,  la  génératrice  reste  parallèle  à  elle-même  dans  un  mouvement  infini- 
ment petit,  et  dans  le  cas  contraire  elle  décrit  un  élément  gauche.  On  voit  d'après 
cela  que  la  tangente  de  la  directrice  courbe  A'BT,  au  point  situé  sur  une  arête, 
doit  rencontrer  la  directrice  rectiligne  (F^,  F' y'),  ce  qui  exige  qu'elle  passe  par  sa 
trace  verticale  F'.  Les  génératrices  (AM,  A'M')  et  (BN,  B'N'),  qui  rencontrent  la 
courbe  aux  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  F',  sont  donc  des  arêtes,  et  les 
seules  arêtes  que  la  surface  puisse  avoir. 

659»  Si  au  lieu  d'une  directrice  courbe  on  donnait  une  surface  a  laquelle  le 
conoïde  dût  être  circonscrit,  on  obtiendrait  des  génératrices,  en  faisant  des  sections 
par  des  plans  horizontaux,  et  menant  à  chacune  d'elles  des  tangentes  du  point  de  son 
plan  situé  sur  la  directrice  rectiligne. 

En  raisonnant  comme  précédemment  on  reconnaît  que  les  plans  tangents  horizon- 
taux  a  la  surface  directrice  contiennent  les  génératrices  qui  passent  aux  sommets, 
et  que  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  par  la  directrice  rectiligne 
appartiennent  aux  arêtes. 

660.  Une  courbe  d'ombre  peut  avoir  des  branches  infinies  dépendant  de  la  posi- 
tion du  point  lumineux  (S,  S')  [fig.  296),  en  outre  de  celles  qui  correspondent  aux 
arêtes  (art.  638). 

Tous  les  plans  tangents  à  l'infini  étant  parallèles  au  plan  directeur  sont  horizon- 
taux, la  droite  menée  par  le  point  S'  parallèlement  a  la  ligne  de  terre,  est  la  trace 
du  seul  plan  horizontal  qui  contienne  le  point  lumineux.  La  courbe  d'ombre  a  donc 
deux  branches  infinies  du  premier  genre  (art.  658);  elles  correspondent  aux  géné- 
ratrices qui  ont  leurs  traces  en  Y  et  en  V. 

661.  Si  les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  entre  eux  et  verticaux  ou  inclinés, 
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aucun  des  plans  d'ombre  des  génératrices  n'est  tangent  a  Tinfini.  S'ils  sont  hori- 
zontaux, tous  les  plans  d'ombre  touchent  la  surface  à  l'infini,  et  ceux  des  généra- 
trices (Pjo,  V'p')y  [Qq,  Q'q')  sont  de  plus  tangents  aux  divers  points  de  ces  droites, 
car  nous  avons  vu  que  chacune  d'elles,  pour  passer  à  la  position  voisine  sur  la  sur- 
face, décrivait  un  élément  horizontal  plan  en  tournant  autour  du  sommet.  La  ligne 
d'ombre  pour  des  rayons  horizontaux,  se  compose  ainsi  d'une  courbe  située  a  l'in- 
fini, et  des  génératrices  (P/?,  P'/>'),  {Qq,  Q!q')'  Rien  ne  distingue  ici  les  arêtes  des 
autres  génératrices,  parce  que  la  courbe  dont  elles  sont  asymptotes  disparaît  à  l'in- 
fini. 

662.  La  solution  que  nous  avons  exposée  a  l'article  648  pour  le  problème  du  plan 
tangent  parallèle  à  un  plan  donné,  se  simplifie  beaucoup  pour  le  conoïde  oblique. 

Les  génératrices  parallèles  au  plan  donné  (P,  F)  {Jig.  3oo)  sont  parallèles  à  sa  trace 
P,  et  se  trouvent  dans  le  plan  (GE,  EF')  mené  par  la  directrice  rectiligne  (GF,  G'F'), 
parallèlement  à  la  droite  P.  Les  traces  verticales  de  ces  génératrices  sont  donc  aux 
points  A'  et  B'  où  la  trace  EF'  de  ce  dernier  plan  rencontre  la  seconde  directrice  qui 
est  dans  le  plan  vertical.  Les  génératrices  parallèles  au  plan  donné  sont  par  con- 
séquent les  droites  (  AM,  A'M')  et  (BN,  B'N'):  Pour  achever  la  solution,  il  faut  faire 
passer  par  chacune  d'elles  un  plan  parallèle  à  (P,  P')  ;  on  détermine  ensuite  chaque 
point  de  contact  à  l'aide  d^un  paraboloïde  de  raccordement  (art.  646). 

663.  On  peut  trouver  l'équation  aux  paramètres  par  un  calcul  analogue  à  celui 
de  l'article  655. 

Nous  plaçons  l'origine  en  un  point  quelconque  0  de  la  ligne  de  terre  X/X 
{fig,  2(^6)\  nous  prenons  pour  axes  les  droites  rectangulaires  OX,  OY  et  OZ  :  les 
deux  dernières  sont  respectivement  dans  les  deux  plans  coordonnés.  Si  nous  appe- 
lons X,  Y,  Z  et  a,  |3,  7  les  coordonnées  courantes  de  la  directrice  droite  et  de  la 
directrice  courbe,  nous  pourrons  représenter  ces  lignes  par  les  équations 

Les  lettres  a  et  i^  représentent  l'abscisse  OF  et  l'ordonnée  FF'  de  la  trace  verticale  F' 
de  la  directrice  rectiligne. 

Désignant  par  a  l'angle  formé  avec  la  ligne  de  terre,  par  la  génératrice  qui  est  à 
la  hauteur 7,  nous  avons 

tang  c  =  —7 ^\  , 

Différentiant,  éliminant  c,  et  écrivant!  à  la  place  de  y-?  nous  obtenons 

T,  __  l     /i'  (y  --  ^)'-4-[m(y  ~~  t;)  —  (g— ■  u)Y  dy 
"^  n  ^  .        .  .dy  da' 

II*  'lî 
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k  est  nul  en  même  temps  que  ^9  et  par  conséquent  quand  la  tangente  de  la  direc- 
trice curviligne  est  horizontale;  il  est  infini  quand  on  a 


o. 


Cette  équation  exprime  que  la  tangente  de  la  directrice  curviligne  au  point  con- 
sidéré passe  par  la  trace  verticale  F'  de  la  directrice  rectiligne.  Le  paramètre  d'une 
arête  de  la  surface  est  donc  infini. 

664.  Représentation  d'un  conoïde  oblique  circonscrit  à  un  cercle.  Sur  X^i  figure  299, 
nous  avons  représenté  par  seize  génératrices  un  conoïde  oblique  dont  les  directrices 
sont  le  cercle  (AI,  AT)  et  la  droite  (NiN,  N'^N').  Les  génératrices  sont  disposées 
de  manière  à  intercepter  des  arcs  égaux  sur  le  cercle. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  (art.  658),  pour  déterminer  les  arêtes,  il  faut 
mener  des  tangentes  à  la  directrice  curviligne,  du  point  où  la  droite  (N^N,  N'^N') 
perce  le  plan  vertical  AL  Ce  point  situé  a  la  rencontre  des  lignes  TT'  et  N'^N'  étant 
éloigné,  nous  avons  fait  une  réduction  d'échelle  (art.  66),  en  prenant  le  point  0 
pour  centre  de  similitude  :  le  rapport  est  celui  de  4  à  i .  Les  points  T'  et  J^  ont  ainsi 
été  transportés  en  t  et  j  au  quart  de  leur  distance  du  point  0.  La  construction  a 
fait  trouver  les  points  de  contact  p  et  q',  qui,  ramenés  en  P'  et  Q'  sur  le  cercle  pri- 
mitif, déterminent  les  arêtes  (PR,  FW)  et  (QS,  Q'S'). 

De  part  et  d'autre  de  ces  droites,  les  génératrices  sont  parallèles  deux  à  deux  en 
projection  horizontale  et  par  suite  dans  l'espace.  La  directrice  rectiligne  que  la  sur- 
face possède  à  l'infini,  est  donc  une  ligne  double  comme  dans  le  cas  du  cylindroïde  ; 
mais  c'est  une  ligne  d'intersection  et  non  de  contact,  car  le  plan  de  deux  généra- 
trices parallèles  n'est  pas  parallèle  au  plan  directeur,  et  par  suite  la  surface  a  deux 
plans  tangents  distincts  au  point  situé  a  l'infini  où  ces  droites  se  rencontrent  (*). 
Les  points  (N,  N')  et  (N^N'J  sont  des  sommets, 

665.  La  projection  horizontale  de  la  ligne  de  striction  est  donnée  immédiate- 
ment comme  enveloppe  des  projections  des  génératrices.  On  détermine  par  points 
la  projection  verticale  de  cette  courbe  à  l'aide  de  paraboloïdes.  La  construction  est 
analogue  à  celle  que  nous  avons  expliquée  à  l'article  654  pour  le  cylindroïde. 

Considérons  la  génératrice  (FM,  F^M');  il  suffit  de  remplacer  la  directrice  courbe 
par  la  tangente  (FU,  F'U'),  pour  changer  le  conoïde  en  un  paraboloïde  de  raccor- 
dement. La  trace  ç'U  de  cette  surface  auxiliaire  sur  le  plan  horizontal  xy  rencontre 
en  u  la  trace  du  plan  qui  projette  horizontalement  la  génératrice.  La  projection 
verticale  de  la  génératrice  du  second  système  du  paraboloïde  est  déterminée  par  le 

(*)  Nous  verrons  que  la  surface  est  algébrique  et  du  quatrième  degré  ;  chaque  génératrice  a  donc 
deux  points  doubles  (art,  618)  :  l'un  est  sur  la  directrice  rectiligne,  l'autre  à  l'infini. 
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point  u!  relevé  de  u  et  par  le  point  de  concours  s;  elle  fait  trouver  le  point  de  con- 
tact d'.  La  projection  verticale  de  la  ligne  de  striction  est  N'c?'F....  N'^^  A'....  d'W . 
666.  Quand  une  courbe  continue  tracée  sur  une  surface  gauche  passe  à  un 
sommet,  ce  point  appartenant  au  contour  apparent  de  la  surface  sur  un  plan 
quelconque,  la  projection  de  la  courbe  y  est  tangente  à  la  projection  de  la  géné- 
ratrice, ou  possède  un  rebroussement;  la  courbe  elle-même  a  donc  un  rebrousse- 
ment  dans  l'espace  lorsqu'elle  n'est  pas  tangente  a  la  génératrice. 

Nous  avons  limité  le  conoïde  de  Xd.  figure  299  au  plan  vertical  N,  d  qui  passe  au 
sommet  inférieur.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  la  trace  de  la  surface  a  un 
rebroussement  en  ce  point;  la  tangente  au  rebroussement  est  l'intersection  du  plan 
sécant  N^^i  avec  le  plan  déterminé  par  la  génératrice  (EN^  E'^N'^  )  et  par  la  direc- 
trice (N^N,  N'iN').  Nous  avons  obtenu  le  point  V  de  cette  ligne  en  prenant  pour 
plan  horizontal  de  construction  celui  qui  contient  le  point  (L,  L'). 

Un  cône  n'a  pas  de  plan  tangent  unique  à  son  sommet,  parce  que  quand  un 
plan  sécant  se  meut  parallèlement  à  lui-même,  jusqu'à  passer  par  ce  point,  la  sec- 
tion se  réduit  à  un  point  ou  a  des  droites  divergentes,  et,  dans  un  cas  comme 
dans  l'autre,  une  infinité  de  droites  peuvent  être  considérées  comme  lui  étant  égale- 
ment tangentes.  Si  l'on  coupe  un  conoïde  oblique  par  un  plan  parallèle  à  la  direc- 
trice rectiligne,  et  qu'on  fasse  mouvoir  ce  plan  parallèlement  à  lui-même,  la  sec-- 
tion  aura  toujours  en  chaque  point  une  tangente  unique;  à  un  certain  moment,  la 
courbe  se  réduira  à  un  segment  de  droite,  et  alors  la  tangente  au  point  extrême 
aura  un  changement  brusque  de  position;  mais  elle  ne  sera  pas  indéterminée,  car 
les  droites  qui  passent  par  ce  point  (autres  que  la  directrice),  n'ont  pas  tous  les 
caractères  d'une  tangente. 

Un  même  plan  est  tangent  le  long  de  la  génératrice  (EN^  E'^N'^  )  depuis  le  point 
situé  à  l'infini  jusqu'au  sommet  (N^,  N\)  qui  est  le  point  central;  là  le  plan  tan- 
gent tourne  subitement  jusqu'à  la  position  déterminée  par  la  directrice  rectiligne. 
Au  delà  le  plan  revient  de  la  même  manière  à  sa  première  position  en  achevant  une 
rotation  de  180^.  Si  l'on  parvient  au  point  (N,,  N\)  en  suivant  sur  la  surface  une 
direction  non  tangente  à  la  génératrice,  la  position  du  plan  tangent  se  modifiera 
d'une  manière  graduelle. 

Par  des  considérations  analogues  à  celles  que  nous  avons  présentées  à  l'ar- 
ticle 442,  nous  appellerons /?/an  de  rebroussementXe  plan  qui  contient  les  tangentes 
aux  rebroussements  des  sections  qui  passent  à  un  sommet  (i). 

Un  sommet  est  un  point  de  rebroussement  isolé.  On  trouve  des  points  de  même 


(i)  L'expression  de  plan  de  rebroussement  est  due  à  M.  Bour;  mais,  comme  il  l'indique,  c'est  nous 
qui  lui  avons  signalé  l'existence  d'un  plan  contenant  les  tangentes  aux  rebroussements  des  différentes 
sections,  et  l'analogie  qui  résulte  de  cette  circonstance  entre  un  sommet  d'une  surface  gauche  et  un 
point  de  Faréte  de  rebroussement  d'une  déveîoppable. 

:2I. 
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nature  sur  des  surfaces  de  tout  genre,  quand  deux  génératrices  consécutives  se 
coupent,  ou  quand  une  génératrice  curviligne  se  trouve  avoir  subitement  un  re~ 
broussement. 

667.  Équation  du  conoïde  oblique  circonscrit  à  une  conique.  Génération  de  cette 
surface  par  des  coniques.  Il  est  facile  d'obtenir  une  équation  du  conoïde,  même 
en  supposant  que  le  cercle  (AI,  k!V)  soit  remplacé  par  une  conique  située  d'une 
manière  quelconque  par  rapport  au  plan  directeur.  Nous  nous  servirons  de  la 
figure  ^296  en  ne  faisant  aucune  hypothèse  sur  l'angle  des  plans  de  projection  qui 
sont  le  plan  directeur  et  celui  de  la  conique  directrice. 

Nous  plaçons  l'origine  à  la  trace  F'  de  la  directrice  rectiligne  [qp,  q'p')*  Nous 
prenons  pour  axe  des  abscisses  l'horizontale  Ycc\  pour  axe  des  z,  la  droite  ¥ z  pa- 
rallèle au  diamètre  Q'P'  qui,  dans  la  conique,  est  conjugué  aux  cordes  horizon- 
tales; et  enfin,  pour  axe  des  j,  la  droite  (Fj,  ¥x),  intersection  du  plan  horizontal 
passant  par  l'origine,  avec  le  plan  qui  contient  la  directrice  rectiligne  et  l'axe  des  z. 

Nous  pouvons  représenter  les  directrices  par  les  équations 

[x  —  ^tP        [z- 


a' 


x^  et  z^  sont  les  coordonnées  du  centre  de  la  conique. 

L'équation  de  la  projection  horizontale  de  l'une  des  deux  génératrices  qui  sont 
à  la  hauteur  z  est 


— nz 

y  —  nz  =^ -"  .„     ,■  ,07. 


Xi-\-a 


v/' 


C' 


Si  l'on  regarde  le  radical  comme  affecté  du  double  signe,  cette  équation  repré- 
sentera les  deux  génératrices  qui  sont  à  une  hauteur  quelconque  z,  et  par  suite  le 
conoïde  lui-même.  En  la  mettant  sous  la  forme  d'un  polynôme  entier,  on  obtient 

a^  [y — nzY  [c'^  —  [z  —  ^1  )^]  — -  c^  [yx.^  ~hnz{x  —  x^  )Y  =  o.  ^ 

Considérons  maintenant  un  plan  contenant  l'axe  des  abscisses  :  nous  pouvons  le 
représenter  par  l'équation 

y  =  az,. 

L'équation  de  la  projection  verticale  de  l'intersection  du  conoïde  par  ce  plan  se 
divise  en  deux 

^2  ^  o,  a^[a  —  ny  [c^  —  [z  —  z^Y]  ■—  c^  [ax^  -^  n[x  —  x.^)Y  =  o; 

la  seconde  est  du  deuxième  degré,  et  par  conséquent  tout  plan  passant  par  l'axe  des 
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abscisses  coupe  la  surface  suivant  une  conique.  Le  conoïde  admet  ainsi  un  mode 
de  génération  par  des  lignes  du  second  ordre;  Tellipse  directrice  FQ'  et  le  segment 
utile  de  la  directrice  rectiligne  appartiennent  a  la  série  de  ces  courbes. 

La  première  des  deux  équations  que  nous  avons  obtenues  représente  deux  fois 
la  droite  F'^,  qui  cependant  paraît  être  étrangère  à  la  surface.  Pour  expliquer  ce 
résultat,  nous  remarquerons  que  si  le  point  F'  se  trouvait  placé  entre  les  hori- 
zontales Py  et  Q,q\  la  droite  Y'x  rencontrerait  deux  fois  Tellipse  directrice  et 
serait  une  génératrice  double,  intersection  de  deux  nappes  de  la  surface;  tout  plan 
contenant  cette  droite  aurait  un  point  de  contact  avec  chaque  nappe,  et  couperait 
le  conoïde  suivant  une  conique  qui  passerait  a  ces  points.  La  droite  Y x  ne  dépend 
en  aucune  manière  de  la  position  que  la  conique  directrice  occupe  dans  son  plan; 
elle  est  donc  encore  une  génératrice  double  quand  elle  ne  rencontre  pas  cette 
courbe  en  des  points  réels,  comme  cela  a  lieu  pour  le  conoïde  de  la  yîgwre  299,  mais 
elle  est  alors  éloignée  des  autres  génératrices,  de  sorte  qu'elle  fournit  un  point 
isolé  a  toute  section  de  la  surface  par  un  plan  qui  ne  la  contient  pas,  et  qui  ne 
passe  pas  par  la  directrice  rectiligne. 

Une  génératrice  simple  n'est  jamais  isolée,  parce  que  son  point  unique  de  ren- 
contre avec  la  directrice  curviligne  ne  peut  pas  devenir  imaginaire.  Il  y  a  une  grande 
analogie  entre  une  génératrice  isolée  et  les  segments  parasites  d'une  directrice  (i). 

668.  Nous  avons  représenté  sur  la^gwre  299  une  des  sections  elliptiques  du 
conoïde;  pour  cela,  nous  avons  pris  un  second  plan  vertical  de  projection  perpen- 
diculaire au  premier,  et  nous  y  avons  placé  la  projection  N'^N''  de  la  directrice 
rectiligne.  Tout  plan  perpendiculaire  a  ce  plan  vertical,  et  dont  la  trace  passe  par 
le  point  de  rencontre  dès  droites  N"^N''  et  VX coupe  la  surface  suivant  une  conique. 
Pour  avoir  la  trace  (p^?'  d'un  tel  plan,  il  suffit  de  diviser  la  ligne  de  terre  N"^V  et 
sa  parallèle  N''X  en  parties  proportionnelles.  Nous  avons  établi  sur  de  petites  lon- 
gueurs les  nouvelles  projections  verticales  des  génératrices,  et  ramenant  sur  le  plan 
horizontal  le&  points  de  rencontre  de  ces  droites  avec  o\(f",  nous  avons  obtenu  des 
points  de  la  projection  horizontale  de  l'ellipse  d'intersection.  Nous  avons  ensuite 
construit  la  projection  verticale  de  cette  courbe. 

Les  tangentes  de  1-ellipse  sont  horizontal  es  aux  points  (9,  Ç^')  et  (9^  ?'i)  où  elle 
rencontre  les  génératrices  supérieure  et  inférieure;  la  droite  (f?o  ?'?'i)  est  donc 
le  diamètre  conjugué  aux  cordes  horizontales,  et  comme  elle  est  partagée  en  parties 


(i)  Oq  peut  démontrer  Irès-facilement  qu'un  conoïde  droit  circonscrit  à  une  conique  A  située 
dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  directeur,  est  coupé  suivant  une  conique  par  tout  plan  paral- 
rallèle  à  celui  de  A,  et  en  faisant  une  déformation  homologique  dans  des  conditions  convenables,  on 
obtient  le  théorème  général  relatif  aux  sections  du  second  ordre  du  conoïde  oblique.  On  peut  môme 
rétablir  directement  pour  cette  dernière  surface,  mais  ces  modes  de  démonstration  ne  font  pas  suffi- 
samment ressortir  la  nature  de  la  droite  que  nous  avons  prise  pour  axe  des  abscisses. 
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égales  par  le  plan  horizontal  OJ',  on  voit  que  le  diamètre  qui  lui  est  conjugué  a 
pour  projections  ij>/  et  ^'y^. 

Les  diamètres  qui  sont  conjugués  aux  cordes  horizontales  dans  les  sections  du 
second  ordre  faites  dans  le  conoïde  forment  un  paraboloïde,  car  ils  rencontrent 
tous  trois  droites  horizontales  :  les  génératrices  (EN^,  E'^N'J,  (EN,  E'N')  et  la  com- 
mune intersection  des  plans  des  coniques. 

Conoïde  droit, 

669.  On  appelle  conoïde  droit  \e  conoïde  qui  a  une  directrice  rectiligne  per- 
pendiculaire a  son  plan  directeur. 

Sur  l^ijigure  290,  le  plan  horizontal  est  pris  pour  plan  directeur,  et  la  surface  est 
donnée  par  sa  trace  verticale  A  et  par  le  point  d,  projection  horizontale  de  sa  direc- 
trice rectiligne  que  Ton  appelle  quelquefois  son  acce. 

En  menant  à  la  directrice  A  des  tangentes  verticales,  on  détermine  les  traces  &'  et 
c'  des  arêtes.  Ces  droites  forment  le  contour  apparent  de  la  surface  par  rapport  au 
plan  horizontal. 

L'axe  d  rencontre  à  angle  droit  toutes  les  génératrices,  et  est  par  conséquent  la 
ligne  de  striction  de  la  surface.  Le  point  central  d'une  arête  est  donc  à  distance 
finie;  son  paramètre  est  infini  (art.  636). 

670.  On  obtient  facilement  l'intersection  d'une  surface  réglée  avec  un  cône,  en 
faisant  passer  un  plan  auxiliaire  par  chaque  génératrice  considérée  et  par  le  som- 
met du  cône;  mais  souvent  les  intersections  des  surfaces  réglées  entre  elles  et  avec 
les  surfaces  de  révolution  ne  peuvent  être  déterminées  qu'à  l'aide  de  sections  planes 
auxiliaires  construites  par  points.  Toutefois,  lorsqu'il  s'agit  de  deux  conoides  ayant 
un  même  plan  directeur,  ou  d'un  conoïde  et  d'une  surface  de  révolution  placés  de 
manière  que  l'axe  de  celle-ci  soit  perpendiculaire  au  plan  directeur  de  celui-là,  en 
coupant  les  deux  surfaces  par  des  plans  parallèles  au  plan  directeur,  on  obtient  des 
droites  ou  des  cercles  faciles  à  déterminer. 

671.  Conoïde  de  la  voûte  d'arêtes  en  tour  ronde.  Pour  présenter  un  exemple  de 
cette  construction,  nous  allons  déterminer  l'intersection  d'un  conoïde  droit  avec  un 
tore  elliptique  de  même  axe. 

Nous  prenons  pour  plan  horizontal  de  projection  celui  du  cercle  décrit  par  le 
centre  de  l'ellipse  méridienne  {Jig,  3oi).  L'axe  commun  des  surfaces  s'y  projette 
en  un  point  0.  Nous  traçons  sur  un  plan  méridien  OX^,  rabattu  sur  le  plan  hori- 
zontal, la  moitié  supérieure  P^'Q  de  l'ellipse  qui  engendre  le  tore. 

Le  conoïde  a  pour  directrice  curviligne  la  ligne  dans  laquelle  se  transforme  l'el- 
lipse A'V'B'  lorsque  l'on  enroule  son  plan  sur  le  cylindre  vertical  dont  la  trace 
horizontale  est  le  cercle  décrit  par  le  centre  de  la  méridienne.  L'axe  vertical  V'V 
reste  droit;  l'axe  horizontal  devient  l'arc  ab  :  il  faut  concevoir  que  cet  axe  est 
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d'abord  transporté  sur  la  tangente  AB,  puis  courbé  sur  le  cercle,  de  manière  que 
chacun  de  ses  points  décrive  une  développante.  Les  axes  verticaux  VV  et  ^^  des 
ellipses  sont  égaux. 

Les  plans  sécants  auxiliaires  sont  horizontaux.  Celui  qui  passe  par  le  point  R' 
de  la  méridienne  PQ  coupe  le  tore  suivant  deux  cercles  décrits  du  point  0  comme 
centre,  avec  les  rayons  OR  et  OS.  Si  Ton  détermine  sur  Fellipse  A'B'  les  points  G'  et 
D'  qui  sont  à  la  même  hauteur  que  R'  et  S',  et  que  Ton  prenne  les  arcs  Vc  et  Vrf  égaux 
aux  abscisses  VCi  etV''D^,  les  points  c  et^  seront  les  projections  des  points  où  la 
directrice  du  conoïde  est  rencontrée  par  le  plan  sécant  considéré,  et  par  suite  les 
droites,  suivant  lesquelles  cette  surface  est  coupée,  seront  projetées  sur  Oc  et  Orf. 
Les  sections  circulaires  précédemment  obtenues  rencontrent  ces  lignes  en  quatre 
points  M,  N,  I  et  J  qui  appartiennent  à  la  projection  de  l'intersection. 

Les  axes  verticaux  des  deux  ellipses  étant  égaux,  les  points  Y'  et  k^'  sont  dans  un 
plan  horizontal  qui  touche  le  conoïde  le  long  de  la  génératrice  UVO  et  le  tore  le 
long  du  cercle  (^V.  Le  point  de  rencontre  V  de  ces  lignes  appartient  aux  deux  arcs 
EF  et  GH  qui  composent  la  projection  de  l'intersection  (i). 

Le  plan  horizontal  est  un  plan  principal  pour  les  deux  surfaces,  et  par  suite 
chaque  point,  tel  que  M,  est  la  projection  de  deux  points  de  l'intersection  situés 
l'un  au-dessus  de  lui,  l'autre  au-dessous,  et  à  égales  distances. 

Le  conoïde  prolongé  au  delà  de  l'axe  0  rencontre  une  seconde  fois  le  tore,  suivant 
une  autre  courbe  symétrique  de  la  première,  et  dont  on  obtiendrait  la  projection 
en  considérant  les  intersections  des  différents  cercles  avec  les  prolongements  des 
droites  sur  lesquelles  se  projettent  les  génératrices  du  conoïde. 

672.  La  tangente  de  la  courbe  en  un  point  quelconque  M  est  l'intersection  des 
plans  tangents  au  tore  et  au  conoïde  en  ce  point.  La  trace  du  premier  de  ces  plans 
est  la  droite  rt  perpendiculaire  à  OM,  et  passant  par  le  point  r  ramené  par  un  arc  de 
cercle  de  la  trace  r'  de  la  tangente  RV  à  la  méridienne.  Pour  construire  le  plan 
tangent  du  conoïde,  nous  remplaçons  d'abord  la  directrice  curviligne  de  cette  sur- 
face par  sa  tangente  au  point  projeté  horizontalement  en  d,  en  conservant  d'ailleurs 
la  directrice  rectiligne  qui  est  projetée  sur  le  point  0,  et  le  plan  horizontal  comme 
plan  directeur  :  nous  avons  ainsi  un  paraboloïde  de  raccordement  le  long  de  la 
génératrice  OM. 

Quand  on  enroule  sur  le  cylindre  aV^  la  surface  de  l'ellipse  A'B',  la  sous-tangente 
D^T  conserve  sa  longueur  et  se  place  sur  la  tangente  (fT^  du  cercle  :  le  point  T^  est 
donc  la  trace  horizontale  de  la  tangente  à  la  directrice  curviligne;  et  comme  le  point 
0  est  la  trace  horizontale  de  la  directrice  rectiligne,  on  voit  que  la  droite  OTi  est  la 
génératrice  du  paraboloïde  contenue  dans  le  plan  horizontal.  La  droite  Wt^  parai- 

(i)  Nous  avons  déjà  remarqué  aux  articles  200  et  256  que  la  courbe  de  section  de  deux  surfaces 
tangentes  Fane  à  l'autre  avait  un  point  double  au  point  de  contact. 
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lële  à  c?T^  est  la  trace  d'un  plan  vertical  qui,  étant  parallèle  aux  deux  directrices  du 
paraboloïde,  le  coupe  suivant  une  génératrice  du  second  système.  Cette  droite  qui 
a  sa  trace  en  t^  et  la  génératrice  horizontale  OM,  déterminent  le  plan  tangent  dont 
la  trace  est,  par  conséquent,  la  droite  t^t  parallèle  à  OM.  La  tangente  delà  courbe 
au  point  M  passe  par  le  point  ^,  intersection  de  t^  t  et  de  rt, 

673.  La  projection  de  l'intersection  s'arrête  aux  points  E,  F,  G  et  H;  au  delà 
s'étendent  des  parties  parasites  que  nous  pourrons  déterminer  en  cherchant  la  loi 
de  génération  de  la  courbe.  Les  axes  verticaux  des  ellipses  A'B'  et  PQ  étant  égaux, 
les  abscisses  des  points  de  ces  courbes  qui  ont  des  ordonnées  égales  sont  propor- 
tionnels aux  axes  horizontaux.  Nous  pourrons  donc  écrire 


Mais  on  a  évidemment 

V'^D,  =1^  zzzÔV  X  VOM,         vVl  -  dW  =  OM  -  OV. 

Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  ci-dessus,  et  résolvant  par  rapport  a  OM,  on 
obtient 

OM=:OV^(^  +  fWl). 

Si  nous  traçons  par  l'origine  0  une  droite  OL  telle,  que  l'angle  LOV  soit  égal  a 
—Y"'  ^^  si  nous  posons 

( 
l'équation  deviendra 


OM  =-  p;        OV  ^^^  R,         LOM  ^ 


p  z=z  Rw. 


Si  l'on  prend  le  point  0  pour  origine,  et  la  droite  OL  pour  axe,  p  et  w  seront  le 
rayon  vecteur  et  l'azimut  du  point  considéré  M;  comme  d'ailleurs  la  longueur  R 
est  constante,  l'équation  montre  que  la  courbe  à  laquelle  appartient  Tare  EF  est 
une  spirale  d'Archimède,  L'axe  OL  tangent  au  sommet  0  fait  avec  la  droite  OV  un 
angle  qui  est  exprimé  en  degrés  par 

V'^B'       i8o- 
—TT-X 

c^Q  t: 

L'arc  HG  appartient  à  une  spirale  qui  a  le  même  paramètre  R,  et  dont  la  tangente 
au  sommet  fait  avec  OV  et  de  l'autre  côté  de  cette  droite,  un  angle  L^OV  égal  à 

LOV.  Quand  la  valeur  du  rapport  de  Y'W  à  ^Q  est  -rr,  les  deux  parties  HG  et  EF 
de  la  projection  sont  des  arcs  d'une  même  spirale. 

Étant  donnée  une  spirale  d'Archimède,  on  peut  déterminer  une  infinité  de  sys- 
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tëmes  de  tores  et  de  conoïdes  dont  rintersection  se  projette  sur  un  arc  de  cette 
courbe. 

674.  11  est  facile  de  dégager  la  construction  de  la  tangente  des  considérations 
relatives  aux  surfaces,  de  manière  à  avoir  un  tracé  applicable  aux  parties  parasites 
de  la  projection  de  la  courbe  d'intersection. 

On  a  dans  le  triangle  rectangle  rMt 

tang^M)  ^  ^  :=:  2.1-J  ^  2M21M . 
^  Mr  Rr'  OV  X  Rr' 

Sur  les  ellipses  A'B'  et  PQ,  les  longueurs  horizontales  homologues  telles  queD.T 
et  Rr'  sont  proportionnelles  aux  demi-axes  VB'  et  ^Q.  D'après  cela,  l'égalité  que 
nous  avons  trouvée  devient 

tangrM^=.^X-g-=f 

Si  nous  élevons  en  M  et  en  0  des  droites  MK  et  OK  respectivement  perpendicu- 
laires à  M  i^  et  à  OM,  la  longueur  OK  interceptée  sur  la  seconde  de  ces  lignes  est 
appelée  sous-normale,  et  il  est  facile  de  voir,  d'après  l'équation  précédente,  que  sa 
longueur  est  égale  a  R,  par  conséquent  dans  la  spirale  d'Archimêde  la  sous-normale 
est  constante  et  égale  au  paramétre. 

Ce  théorème  permet  de  déterminer  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la 
courbe,  et  nous  ferons  remarquer  que  ce  n'est  pas  seulement  dans  les  parties  para- 
sites que  la  construction  par  les  plans  tangents  se  trouve  en  défaut,  mais  encore  au 
point  double  V  où  ces  plans  se  confondent,  et  aux  extrémités  E,  F,  G  et  H  ou  la 
tangente  est  verticale  (i). 

675.  Si  l'on  coupe  le  conoïde  par  un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la 
verticale  du  point  0,  et  si  l'on  développe  le  cylindre,  la  transformée  de  la  section 
sera  une  ellipse,  car  les  points  de  cette  courbe  et  ceux  de  la  directrice  aplanie 


(i)  Nous  avons  déjà  vu  à  l'article  256  que  l'on  ne  peut  pas  déterminer  par  les  plans  tangents 
les  tangentes  au  point  double  de  l'intersection  de  deux  surfaces  qui  se  touchent.  La  méthode  par 
une  courbe  d'erreur  que  nous  avons  exposée  à  cet  article  est  souvent  commode  ;  quant  à  celle  dont 
nous  venons  de  donner  une  application,  et  qui  consiste  à  rechercher  la  loi  du  tracé  des  tangentes 
de  la  courbe  considérée  en  elle-même,  et  indépendamment  de  ses  relations  avec  les  surfaces,  elle 
présente  généralement  des  difficultés.  Nous  verrons  dans  le  VHP  livre  une  troisième  méthode  pour 
l'explication  de  laquelle  les  droites  Uw  et  «V  ont  été  tracées  sur  la  figure  3or. 

La  tangente  en  un  point  extrême  tel  qne  G  est  la  trace  horizontale  du  plan  osculateur  de  la  courbe 
d'intersection  [voir  l'article  220  et  les  articles  précédents).   Si  nous  n'avions  pas  pu  trouver  la  loi 
générale  des  tangentes,  il  aurait  fallu  recourir  à  la  construction  exposée  à  l'article  448,  ou  chercher 
une  détermination  plus  exacte  du  plan  oscillateur,  d'après  les  propriétés  des  surfaces  considérées. 
II.  2  a 
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A'B'  qui  appartiennent  à  une  même  génératrice,  ont  des  ordonnées  égales,  et  des 
abscisses  dans  un  rapport  constant. 

L'axe  horizontal  de  cette  ellipse  est  ç^  A'B',  en  désignant  par  r  le  rayon  du 

cylindre.  L'axe  vertical  ne  varie  pas,  et  par  conséquent,  suivant  la  valeur  de  r,  le 
rapport  des  deux  axes  peut  avoir  toutes  les  grandeurs  possibles. 

Le  conoïde  que  nous  venons  d'étudier  est  quelquefois  appelé  conoïde  de  la  voûte 
d'arêtes  en  tour  ronde  parce  que  Hachette,  qui  avait  remarqué  les  propriétés  géomé- 
triques de  son  intersection  avec  un  tore,  a  proposé  de  l'employer  pour  la  surface  de 
cette  voûte  (i). 

67B.  Emploi  dun  conoïde  droit  comme  surface  auxiliaire^  pour  la  solution  d'un 
problème  de  géométrie  plane.  La  considération  d'un  conoïde  droit  permet  de  faire 
dépendre  la  construction  des  rayons  de  courbure  de  la  courbe  de  l'ombre  portée 
d'une  surface  de  révolution,  sur  un  plan  perpendiculaire  a  son  axe,  de  celle  des 
tangentes  a  la  courbe  de  l'ombre  propre. 

Si  la  sphère  (0,  0')  [fig,  220)  est  éclairée  par  des  rayons  parallèles  au  plan  ver- 
tical, la  séparatrice  sera  le  grand  cercle  projeté  sur  la  droite  A' G'  perpendiculaire  à 
la  projection  verticale  R'  de  l'un  des  rayons,  et  l'on  obtiendra  facilement  sur  le  plan 
horizontal  l'ombre  m  de  l'un  quelconque  (M,  M')  de  ses  points. 

Nous  savons  que  les  normales  de  la  courbe  d'ombre  portée  sont  les  ombres  des 
horizontales  qui  joignent  les  points  de  la  séparatrice  avec  l'axe  (0,  O'I)  (art  550). 
Le  lieu  général  de  ces  lignes  forme  un  conoïde  droit.  La  courbe  uu\ ,  ligne  de 
l'ombre  portée  par  cette  surface  gauche  sur  le  plan  horizontal,  est  l'enveloppe  des 
ombres  de  ses  génératrices,  et  par  suite  la  développée  de  l'ombre  ab  de  la  surface  de 
révolution.  Le  point  n,  où  l'ombre  im  du  rayon  (OM,  IM')  touche  cette  enveloppe, 
est  donc  le  centre  de  courbure  de  ab  pour  le  point  m,  et  la  trace  du  rayon  qui  touche 
le  conoïde  en  un  point  de  la  génératrice  (OM,  IM'). 

Le  plan  directeur  du  conoïde  est  horizontal;  les  deux  directrices  sont  l'axe 
(0,  O'I)  et  la  séparatrice  que  nous  savons  construire,  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
méridienne.  Si  nous  connaissons  la  tangente  de  la  séparatrice  au  point  (M^M'), 
nous  pourrons  remplacer  le  conoïde  par  un  paraboloïde  de  raccordement,  et  nous 
obtiendrons  ensuite  par  une  construction  facile  le  point  de  contact  N'  d'un  plan 
passant  par  la  génératrice  N'M'  et  parallèle  aux  rayons,  et  l'ombre  7^  de  ce  point. 

Dans  le  cas  actuel,  la  séparatrice  étant  un  cercle  perpendiculaire  au  plan  vertical, 
la  détermination  de  la  tangente  ne  présente  pas  de  difficulté.  Sa  projection  verti- 
cale estL'M'G',  et  l'on  obtient  sa  projection  horizontale  GM  en  déterminant  par 
une  tangente  M'^ G'  le  point  G',  où  elle  rencontre  le  diamètre  [(OG,  O'G').  On  peut 
supposer  que  l'on  fait  tourner  la  séparatrice  autour  de  ce  diamètre  jusqu'à  ce 

(i)  Foir  le  journal  VJrchitccte',  février  i833. 
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qu'elle  se  trouve  dans  un  plan  parallèle  au  plan  vertical;  le  point  (M,  M')  se  place 
alors  en  M'',  et  la  tangente  cherchée  est  M'' G'. 

La  trace  LO  du  paraboloïde  rencontre  en  V  la  trace  mi  du  plan  d'ombre  de  la 
génératrice  considérée;  la  génératrice  du  second  système  qui  est  contenue  dans  ce 
plan  a  donc  sa  trace  en  V,  et  sa  projection  verticale  passe  par  le  point  V,  et  par  le 
point  de  concours  0'  des  projections  verticales  des  génératrices  de  ce  système;  la 
droite  V'O'  eoupe  la  génératrice  M'M'^  du  conoïde  au  point  N'  dont  l'ombre  est 
le  point  cherché  71  (i). 

La  construction  est  applicable  au  cas  où  la  surface  de  révolution  est  éclairée 
par  des  rayons  divergents. 

Nouvelles  obserçations  sur  les  sommets  et  les  arêtes, 

677.  Nous  avons  trouvé  des  arêtes  sur  les  principales  surfaces  étudiées  dans  ce 
chapitre;  mais  elles  se  sont  présentées  avec  des  circonstances  différentes,  que  nous 
pouvons  résumer  comme  il  suit  : 

1°  Cylindroïde  :  point  central  à  Tinfini,  —  paramètre  fini; 

2!^  Conoïde  oblique  :  point  central  à  l'infini,  —  paramètre  infini; 

3^  Conoïde  droit  :  point  central  à  distance  finie,  —  paramètre  infini. 

Un  examen  attentif  va  nous  faire  comprendre  cette  diversité. 

Lorsque  le  point  de  contact  d'un  plan  qui  contient  une  génératrice  parcourt  ta 
longueur  indéfinie  de  cette  droite,  le  plan  tourne  de  180''  (art.  617);  si  la  généra- 
trice passe  à  un  sommet,  l'évolution  entière  se  tait  quand  le  contact  est  à  ce  point 
(art.  666),  et  il  en  est  de  même  si,  le  sommet  s'éloignant  à  l'infini,  la  génératrice 
devient  une  arête. 

Dans  la  formule  (i)  de  l'article  622 

tango  =p 

la  lettre  x  représente  l'abscisse  du  point  considéré  mesurée  à  partir  du  point  cen--^ 
tral  pris  pour  origine.  Quand  le  point  central  est  à  l'infini,  tous  les  points  à  dis- 
tance finie  ont  des  abscisses  infinies.  Alors  si  le  paramètre  est  fini,  Q  atteint  go*",  et  le 
plan  tangent  le  long  de  l'arête  est  perpendiculaire  au  plan  central.  C'est  en  effet  ce 
qui  arrive  pour  le  cylindroïde  :  le  plan  tangent  le  long  d'une  arête  de  cette  surface 
est  parallèle  au  plan  directeur,  et  tous  les  plans  centraux  sont  perpendiculaires  à  ce 
plan  (art.  642).  Si  l'on  donne  à  tango  une  valeur  finie  quelconque,  on  trouve  une 

(i)  Cette  construction  est  due  à  M.  Dunesme  {Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences ^  iSS^]  j 
2®  semestre). 

22. 
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abscisse  finie;  révolution  entière  se  fait  donc  a  une  distance  finie  du  point  central, 
c'est-a-dire  à  Tinfini. 

Dans  le  conoïde  oblique,  le  point  central  d'une  arête  est  encore  à  Tinfini,  et  par 
suite  les  abscisses  des  points  à  distance  finie  sont  infinies;  mais  l'angle  du  plan 
tangent  le  long  de  l'arête  avec  le  plan  central  n'est  pas  de  90'',  et  alors  la  formule 
exige  que  le  paramètre  soit  infini.  Si  l'on  donne  à  0  diverses  valeurs,  on  trouve  tou- 
jours une  abscisse  infinie;  ainsi,  bien  que  l'évolution  se  fasse  encore  entièrement  à 
l'infini,  on  trouve  une  disposition  autre  que  la  précédente.  On  peut  rendre  la 
différence  manifeste  en  traçant  sur  les  surfaces  des  courbes  par  les  points  des  géné- 
ratrices où  l'obliquité  du  plan  tangent  a  des  valeurs  déterminées.  Ces  lignes  inter- 
ceptent sur  les  génératrices  des  segments  proportionnels;  elles  sont  asymptotes  des 
arêtes,  concourent  aux  sommets,  et  sont  tangentes  en  ces  points  à  la  génératrice. 
Quand  le  point  central  d'une  arête  est  à  l'infini,  et  que  son  paramètre  est  infini, 
comme  cela  a  lieu  sur  le  conoïde  oblique,  les  courbes  dont  nous  venons  de  parler 
s'écartent  de  plus  en  plus  lorsque  la  génératrice  approche  d'une  arête,  et  cette 
augmentation  des  segments  interceptés  sur  la  génératrice  n'a  d'autre  limite  que 
l'infini. 

Enfin  pour  un  conoïde  droit,  le  point  central  est  à  distance  finie,  et  les  divers 
points  de  la  génératrice  ont  des  abscisses  finies  ;  comme  d'ailleurs  le  paramètre  est 
infini,  0  est  constamment  nul,  et  le  plan  central  est  tangent  le  long  de  l'arête.  Mais 
l'angle  0  devient  indéterminé  pour  une  valeur  infinie  de  l'abscisse,  ce  qui  devait 
être,  puisque  l'évolution  se  fait  a  une  distance  infinie  du  point  central. 

Les  différences  que  nous  avons  signalées  pour  les  arêtes  sont  donc  les  consé- 
quences lie  la  loi  exprimée  par  l'équation  ci-dessus. 

678.  Nous  avons  vu  (art.  635)  que  quand  les  directrices  n'ont  ni  inflexion  ni 
rebroussement,  le  point  d'une  arête  situé  à  l'infini  est  l'extrémité  d'une  ligne  dou- 
ble, qui  peut  être  tout  entière  a  l'infini,  ou  n'y  avoir  que  ce  point.  La  première  dis- 
position s'est  seule  présentée  sur  les  surfaces  que  nous  avons  étudiées;  nous  allons 
donner  un  exemple  de  la  seconde. 

Considérons  le  conoïde  général  qui  a  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal,  et 
pour  directrices  l'ellipse  [hc,  b'c')  [fig.  ^gS),  et  l'hyperbole  H  située  dans  le  plan 
vertical  de  projection,  et  placée  de  manière  a  avoir  pour  l'une  de  ses  asymptotes  la 
projection  ^7  d'une  tangente  horizontale  de  l'ellipse.  L'hyperbole  a  un  arc  utile  et 
double  qui  s'étend  du  point  I  au  point  situé  à  l'infini  sur  la  génératrice  [ag,  xy)  : 
cette  droite  est  évidemment  une  arête. 

Si  l'hyperbole  H  était  remplacée  par  une  courbe  ayant  les  deux  bras  d'une 
branche  infinie  situés  au-dessous  de  leur  asymptote  xy,  la  droite  [ag,  xy)  serait 
encore  une  arête;  mais  son  point  à  l'infini  ne  serait  plus  l'extrémité  d'un  arc  utile, 
ce  qui  tient  à  ce  qu'une  directrice  aurait  une  inflexion  (art  183),  et  que  les  obser- 
vations que  nous  avons  présentées  à  l'article  637  ne  seraient  plus  applicables. 
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679.  Si  F  on  considère  les  surfaces  développables  comme  une  variété  des  surfaces 
gauches,  Tarête  de  rebroussement  sera  une  ligne  de  sommets,  ainsi  que  nous  l'avons 
déjà  remarqué  (art.  634).  Chacun  de  ses  points  est  en  effet  sur  deux  génératrices 
consécutives;  la  surface  y  a  un  plan  de  rebroussement  et  une  infinité  de  plans  que 
Ton  peut  considérer  a  certains  égards  comme  tangents;  enfin  chaque  ligne  d'ombre 
complète  se  compose  d'un  certain  nombre  de  génératrices  et  de  l'arête  de  rebrous- 
sement. 

Dans  les  développables,  les  extrémités  des  parties  utiles  des  directrices  se  trouvent 
aux  points  où  trois  génératrices  se  coupent,  c'est-à-dire  aux  points  de  rebrousse- 
ment de  l'arête,  qui  sont  les  points  auxquels,  pour  ces  surfaces,  nous  avons  réservé 
le  nom  de  sommets. 

On  voit  que  quelques  propriétés  des  sommets  des  surfaces  gauches  appartien- 
nent à  tous  les  points  de  l'arête  des  développables,  et  d'autres  seulement  aux  points 
de  rebroussement  de  cette  ligne.  Nous  ajouterons,  pour  compléter  le  parallèle,  que 
la  section  faite  dans  une  développable  par  un  plan  passant  à  un  sommet  a  un  rayon 
de  courbure  nul  sans  rebroussement  (art.  491),  disposition  que  l'on  ne  trouve  pas 
dans  les  sections  des  surfaces  gauches. 

680.  Quand  l'une  des  directrices  d'une  surface  gauche  a  des  inflexions,  la  sur- 
face peut  avoir  des  sommets  étrangers  aux  lignes  doubles,  et  n'ayant  d'autre 
propriété  que  d'appartenir  à  deux  génératrices  consécutives,  et  à  toutes  les  lignes 
d'ombre. 

Ainsi,  si  un  conoïde  oblique  a  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal,  et  pour 
directrices  la  droite  (B,  B')  et  la  courbe  A  qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  la 
ligne  de  terre  [fig.  291  )>  la  trace  b  de  la  directrice  rectiligne  sera  sur  deux  généra- 
trices consécutives  ;  mais  cette  droite  n'aura  ni  segment  double  ni  segment  parasite. 
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HYPERBOLOIDE. 


681.  On  appelle  hyperboloïde  à  une  nappe  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  se  meut  en  s' appuyant  sur  trois  directrices  rectilignes.  Cette  surface  admet 
comme  variétés  : 

1^  Le  plan,  quand  les  trois  directrices  sont  dans  un  même  plan; 

2P  Le  système  de  deux  plans  Q  et  Q,  [fig,  210),  quand  deux  directrices  AB  et 
A^B^  sont  dans  un  même  plan,  la  troisième  AoBs  étant  quelconque. 

Lorsque  les  trois  directrices  ont  un  point  commun  à  distance  finie  ou  infinie, 
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toute  droite  passant  par  ce  point  satisfait  aux  conditions  imposées  aux  génératrices, 
et  par  suite  la  surface  n'est  pas  déterminée. 

Nous  supposerons  toujours  que  les  directrices  n'ont  aucune  des  positions  rela- 
tives exceptionnelles  qui  viennent  d'être  énumérées,  et  alors  la  surface  n'étant  pas 
un  système  de  plans,  et  ayant  des  directrices  rectilignes,  sera  gauche  (art.  464). 
Nous  la  désignerons  simplement  sous  le  nom  à'hyperboloïde. 

Nous  supposerons  encore  généralement  que  les  trois  directrices  ne  sont  pas  paral- 
lèles à  un  même  plan.  Les  propriétés  que  nous  établirons  sans  introduire  cette  nou- 
velle hypothèse  appartiennent  évidemment  au  paraboloïde. 

682.  On  obtient  la  génératrice  qui  passe  par  un  point  choisi  arbitrairement  sur 
une  directrice,  en  prenant  l'intersection  des  plans  déterminés  par  ce  point,  et  res- 
pectivement par  les  deux  autres  directrices.  On  opère  d'une  manière  analogue 
quand  on  veut  avoir  la  génératrice  qui  rencontre  une  directrice  à  l'infini. 

Les  droites  A,  A'  et  A'^  étant  les  directrices  {/ig-  3o2),  en  faisant  passer  par  cha- 
cune de  ces  lignes  deux  plans  respectivement  parallèles  aux  deux  autres,  nous 
obtenons  six  plans  distincts,  parallèles  deux  à  deux,  et  dont  les  intersections  for- 
ment les  arêtes  d'un  parallélipipède  CDEFJHGL  L^l  figure  3o2  est  une  projection. 
L'arête  JF  ou  B  rencontre  la  directrice  A'  en  un  point  J,  parce  qu'elle  est  dans  le 
plan  DEF  mené  par  A'  parallèlement  à  A;  elle  coupe  la  directrice  A''  en  un  point  F, 
parce  qu  elle  est  dans  le  plan  JHG  mené  par  A''  parallèlement  a  A;  elle  a  enfin 
un  point  commun  avec  la  directrice  A  a  l'infini,  parce  qu'elle  est  l'intersection  de 
deux  plans  parallèles  à  cette  droite  :  elle  est  donc  une  génératrice  de  la  surface . 
Les  arêtes  B'  et  B''  opposées  a  A'  et  A''  sont  également  des  génératrices  (i). 

Les  droites  B,  B'  etB'S  prises  pour  directrices,  déterminent  un  second  hyperbo- 
loïde,  auquel  les  arêtes  A,  A'  et  A''  appartiennent  comme  génératrices.  Ces  deux 
surfaces  ont  ainsi  six  droites  communes. 

685.  On  sait  qu'un  parallélipipède  a  un  centre  où  les  diagonales  se  croisent  en 
leur  milieu  :  nous  allons  voir  que  les  génératrices  des  deux  hyperboloïdes  ont  d^ 
remarquables  relations  de  symétrie,  par  rapport  au  point  0  centre  du  parallélipi- 
pède DG. 

Par  un  point  a  de  A,  nous  menons  une  droite  qui  rencontre  les  directrices  A'  et 
A''.  Pour  tracer  cette  ligne,  nous  remarquons  qu'elle  détermine  avec  A''  un  plan 
dont  les  traces  Fa'  et  G^x  sur  les  plans  FJD  et  GIC  doivent  être  parallèles;  par  con- 
séquent, en  menant  du  point  F  une  parallèle  à  G  a,  nous  déterminerons  sur  la 
seconde  directrice  le  point  a^  où  passe  la  génératrice  cherchée  B'\ 

Nous  prenons  les  distances  Fè,  W  et  Ce''  respectivement  égales  a  Ca,  JaVet  Fa", 

(i)  Nous  appelons  les  droites  A,  A',  A^',  B,  B'  et  B''  des  arêtes  quand  nous  les  considérons  sur  le 
parallélipipède.  Cette  expression  ne  peut  donner  lieu  à  aucune  équivoque,  car  rhyperboloide  n'a  pas 
de  génératrices  qui  soient  des  arêtes,  comme  nous  le  démontrerons. 


CHAPITRE   IV.  —  HYPERBOLOIDE.   —  PL.  LXII.  175 

et  nous  joignons  par  des  droites  les  points  b  et  b"  au  point  &',  et  les  points  a,  a\ 
a'\  by  b'  et  b"  au  centre  0,  point  de  concours  et  milieu  des  quatre  diagonales  du 
parallélipipède,  et  notamment  de  CF  et  de  IJ. 

Les  triangles  COa  et  F06  sont  évidemment  égaux  et  dans  un  même  plan;  par 
suite  les  lignes  06  et  Oa  sont  de  même  grandeur  et  en  prolongement  l'une  de 
l'autre.  On  trouve  de  même  que  les  segments  Ob'  et  Ob"  sont  respectivement  égaux 
a  Oa'  et  Qà'  et  qu'ils  appartiennent  aux  mêmes  droites.  Il  résulte  de  la  que  les 
triangles  bOb'  et  b'Ob"  sont  dans  un  même  plan  et  respectivement  égaux  à  aOa' 
et  a'Oa",  et  enfin  que  les  points  &,  b'  et  b"  sont  sur  une  droite  A'%  parallèle  à  B". 
Cette  ligne  A"',  rencontrant  les  trois  directrices  du  second  hyperboloïde,  en  est  une 
génératrice. 

A  toute  génératrice  B'"  de  la  première  surface  correspond  ainsi  sur  la  seconde  une 
génératrice  parallèle  A"',  et  le  plan  déterminé  par  ces  droites  contient  le  point  0.  Il 
suit  de  la  qu'une  droite  allant  de  la  première  surface  à  la  seconde  en  passant  par  le 
point  0  est  divisée  a  ce  point  en  deux  parties  égales,  et  par  conséquent  que  le  système 
des  deux  hyperboloïdes  a  un  centre  qui  est  celui  du  parallélipipède. 

684.  Les  triangles  alG,  FJa'  sont  semblables  et  donnent 

lax  Ja'=:IGx  JF. 

En  remarquant  que  la  est  égal  à  J&,  et  désignant  par  4 G  le  second  membre  qui 
est  indépendant  de  la  position  spéciale  des  génératrices  considérées  B'"  et  A'%  on 
obtient 

16  X  ia'  :=  4c. 

685.  Les  génératrices  des  hyperboloïdes  étant  parallèles  deux  à  deux,  ces  sur- 
faces ont  un  même  cône  directeur  dont  nous  pouvons  placer  le  sommet  au  centre  0. 
La  génératrice  OK,  parallèle  à  B'"  et  à  A"V  est  dans  le  plan  de  ces  droites,  et  rencontre 
le  plan  DEF  au  point  m,  milieu  de  a'b.  Si  nous  rapportons  ce  point  aux  droites  A' 
et  B  prises  pour  axes  coordonnés,  nous  aurons 


X  —  mn  r=:  -  Ja',         r  zzz^n:=-  -  J6, 

•2.  ^  1 

d'où,  en  ayant  égard  à  la  seconde  équation  de  l'article  précédent, 

(i)  xy^C, 

Cette  équation,  qui  représente  la  trace  du  cône  directeur  commun  sur  le  plan 
DEF,  est  celle  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes.  Le  cône  directeur  est 
donc  du  second  degré;  ses  intersections  avec  les  autres  faces  du  parallélipipède 
sont  également  des  hyperboles  qui  ont  pour  asymptotes  les  génératrices  des  deux 
surfaces. 
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686.  Par  un  point  J^,  pris  arbitrairement  sur  la  droite  indéfinie  lOJ,  nous  menons 
un  plan  P  parallèle  à  DJF  :  la  section  faite  dans  le  côn€  est  une  hyperbole  semblable 
à  la  précédente,  et  qui  a  pour  asymptotes  les  droites  J^  X  et  J,  Y,  respectivement 
parallèles  a  A'  et  à  B. 

La  génératrice  OK  rencontre  le  plan  P  en  un  point  m^  que  Ton  peut  déterminer 
en  traçant  la  droite  J^m^ ,  parallèle  à  Jm. 

En  prenant  les  asymptotes  pour  axes,  et  appelant  ^^  et  y^  les  coordonnées  du 
point  m^,  nous  avons 

Xi  —  miTi, ,         y^  —  J,  n, , 

(2)  x,y,=:C^, 

C^  étant  une  nouvelle  constante. 

Mais  les  points  m  et  m^  étant  homologues  sur  les  deux  hyperboles,  nous  pou- 
vons écrire 

(3)  ■^  =  £. 

On  déduit  des  équations  (1),  (2)  et  (3) 

{x,^  x){y,-y)-=C,~~C, 


(4) 

(   {x,-x){y,-^y)^C,-^C. 

687.  Pour  interpréter  ces  résultats,  nous  traçons  par  le  point  m^  une  droite 
parallèle  k  a'b  :  les  points  à^  et  è<,  où  elle  rencontre  les  génératrices  A'''  et  B'",  sont 
les  traces  de  ces  droites  sur  le  plan  P.  Nous  menons  par  ces  points  d^  et  b^  des 
parallèles  aux  axes,  et  nous  avons 

qd^  nu  n^  m^  -4-  td^ ,  (   rh^  =r:  n^  m^  —  5m, , 

J^q  zm  J,  n,   ~  tm^  ;  (   ii  r  =  }^  n^    H-  sb^  . 

Les  coordonnées  nm  et  J/i  du  point  m  sont  égales  aux  longueurs  sm^  et  tm^,  et  pcvr 

suite  on  a 

X  =z  td^  —  sm^ ,         y  =  tm^  =  sb^ . 

Les  équations  précédentes  deviennent 


qd^  —  as, -h  ce, 

l  rh,  —x,~  X, 

hq  =j<  -y- 

\  l,r  =  y,+  y. 

Mais  les  longueurs  qd^  et  l^q  d'une  part,  rb^  et  J^  r  de  Fautre,  sont  les  coordon- 
nées des  points  d^  et  h^  ;  les  équations  (4)  signifient  donc  que  tout  plan  parallèle 
à  Tune  des  faces  du  parallélipipède  coupe  les  deux  hyperboloides  suivant  une  même 
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hyperbole,  et  par  conséquent  que  les  deux  surfaces  que  nous  considérons  n'en  for- 
ment qu'une  seule,  ayant  deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  et  un  centre  0. 

688.  Pour  établir  d'une  manière  complète  la  seconde  génération  rectiligne  de 
l'hyperboloïde,  nous  allons  montrer  que  tout  point  d^  d'une  génératrice  B''  dupre-- 
mier  système  [fig\  3o3)  appartient  à  une  certaine  génératrice  p"pp'  du  second. 

Nous  faisons  passer  par  le  point  d^  un  plan  P  parallèle  à  l'une  des  faces  du  paral- 
lélipipède,  et  nous  déterminons  par  un  tracé  inverse  du  précédent  les  asymptotes 
J^  X  et  Ji Y  de  la  section  de  Thyperboloïde  :  nous  avons  cru  inutile  de  reproduire 
sur  la  figure  les  lignes  de  construction. 

Nous  avons  entre  les  coordonnées  du  point  d^  la  relation 

î.g'X  gd^  —  C^  —  C. 

Déterminons  maintenant  le  point  ^  où  l'ordonnée  g-a^  perce  le  plan  IGFE  (i),  et 
traçons  la  droite  k¥  jusqu'à  sa  rencontre  p'  avec  B'  :  la  génératrice  du  second  sys- 
tème menée  par  le  point/?',  et  la  ligne  indéfinie  %  se  rencontrent  nécessairement, 
parce  qu'elles  sont  dans  le  plan  qui  contient  le  point/?'  et  la  droite  B;  l'ordonnée 
du  point  commun  doit  d'ailleurs  être  telle,  que  son  produit  par  l'abscisse  J^  g-  soit 
(64  —  C);  cette  ordonnée  est  doncg-a^,  et  la  génératrice  menée  parle  point  p'  passe 
précisément  au  point  donné  a\ . 

689.  Deux  génératrices  d'un  même  s jstéme  ne  se  rencontrent  jamais.  Car  si  elles 
étaient  dans  un  plan,  les  directrices  seraient  dans  ce  plan,  ce  qui  est  contraire  à 
nos  hypothèses  (art.  681). 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  Vhyperboloïde  na  ni  sommets  ni  arêtes. 

690.  Deux  génératrices  de  systèmes  différents  se  rencontrent  toujours. 

Pour  prouver  cette  proposition,  nous  considérons  deux  génératrices  aa' a"  et 
p'pp''  de  systèmes  différents  [jfig,  3o3),  et  nous  les  projetons  sur  le  plan  CHGI  par 
des  droites  parallèles  à  A"  :  les  projections  àG  etp'C  se  coupent  en  un  point  a\  que 
nous  relevons  en  d^  sur  ad  a".  Les  génératrices  du  second  système  rencontrant 
toutes  la  droite  B",  leurs  projections  sur  le  plan  CHGI  divergent  du  point  C;  la 
génératrice  de  ce  système  qui  passe  par  le  point  d^  (art.  688)  se  projette  donc  sur 
la  droite  Ca';  elle  coupe  la  droite  B'  enp',  et  par  suite  elle  n'est  autre  que  p'pp'\ 
ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé  (2). 


(ï)  11  suffit  de  tracer  la  droite  IF  ci  qui  est  dans  le  plan  lEFG,  puis  la  droite  dk  parallèle  à  JiX. 

{1)  Lajigure  3o3  peut  servir  à  établir  que  les  deux  hyperboloïdes  que  nous  considérons  au  com- 
mencement de  ce  paragraphe,  ne  forment  qu'une  surface. 

Il  suffit  de  prouver  que  par  un  point  quelconque  a\  d'une  génératrice  aa^ a'^  on  peut  faire  passer 
une  droite  appuyée  sur  B,  B'  et  B''.  Pour  cela,  projetons  a\  en  a^  sur  a  G,  et  traçons  Ca,  jusqu'à  sa 
rencontre  p'  avec  B';  la  droite  p' a\  satisfait  aux  conditions  :  elle  rencontre  évidemment  B'^  et  pour 

IL  ^3 
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691.  Trois  génératrices  quelconques  d'un  système  peuçent  être  prises  pour  directrices 
de  Vautre  système,  puisqu'elles  en  rencontrent  toutes  les  génératrices. 

Une  droite  ne  peut  pas  couper  un  hyperboloïde  en  plus  de  deux  points,  car  si  elle 
avait  trois  points  sur  la  surface,  elle  rencontrerait  trois  génératrices  de  Fun  des 
systèmes,  elle  appartiendrait  donc  à  l'autre  système,  et  serait  tout  entière  sur  la 
surface. 

Cette  proposition  s'étend  naturellement  au  paraboloïde. 

Cône  asymptote, 

692.  Par  un  point  quelconque  d'une  génératrice  B'''  du  premier  système  {fig,  Zool) 
passe  une  génératrice  du  second,  et  ces  deux  lignes  déterminent  le  plan  tangent  de 
la  surface  en  ce  point.  La  génératrice  du  second  système  qui  passe  par  le  point  de 
B"'  situé  a  l'infini,  est  A"',  et  le  plan  de  ces  deux  droites  est  tangent  à  l'infini  ;  nous 
avons  vu  qu'il  contient  le  centre  0;  l'enveloppe  des  plans  passant  par  les  différentes 
génératrices  et  tangents  à  l'infini,  c'est-à-dire  la  développable  asymptote  de  Thy- 
perboloïde,  est  donc  un  cône  ayant  son  sommet  au  centre,  et  comme  cette  surface 
est  directrice  (art.  659),  elle  n'est  autre  que  le  cône  directeur  dans  la  position  où 
nous  l'avons  considéré  aux  articles  précédents. 

En  résumé,  V hyperboloïde  a  un  cône  asymptote  du  second  degré  dont  le  sommet  est 
au  centre  de  la  surface,  et  qui  est  directeur  des  deux  systèmes  de  génératrices ,  Les 
plans  passant  par  les  couples  de  génératrices  parallèles  sont  tangents  à  ce  cône,  La 
droite  a'b  [fig,  3o2)  est  par  suite  tangente  au  point  m  à  l'hyperbole  trace  du  cône 
sur  le  planDJF,  ce  que  nous  aurions  pu  reconnaître  immédiatement,  en  remarquant 
que  ce  point  est  le  milieu  du  segment  compris  entre  les  asymptotes. 

695.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  à  l'article  687,  si  l'on  coupe  l'hyperboloïde 
et  son  cône  directeur  par  un  plan  P  parallèle  a  deux  génératrices  quelconques  h! 
et  B  [fig,  3o2)  de  système  différent,  les  sections  ont  les  mêmes  asymptotes,  et 
sont  par  conséquent  homothétiques  et  concentriques.  Ce  résultat  étant  indépen- 
dant des  asymptotes,  subsiste  quand  ces  droites  disparaissent  :  nous  voyons  ainsi 
que  les  sections  faites  dans  V hyperboloïde,  et  dans  son  cône  asymptote  par  un  plan 
quelconque,  sont  des  coniques  homothétiques  et  concentriques. 

Il  suit  encore  de  là  que  les  sections  faites  dans  un  hyperboloïde  par  des  plans  paral- 
lèles sont  des  coniques  homothétiques  et  ayant  leurs  centres  en  ligne  droite. 

prouver  qu'elle  coupe  B,  il  suffit  d'établir  que  les  droites  qui  joignent  les  points  a  et  tt  d'une  part, 
a  et  p'  de  l'autre,  sont  parallèles,  ce  qui  est  facile. 

Ce  raisonnement  est  très- simple;,  mais  ii  faut  ensuite  démontrer  que  les  sections  du  cône  direc- 
teur et  de  la  surface  par  un  même  ])lan  sont  des  coniques  concentriques. 

M.  J.  Binet  a  le  premier  considéré  dans  l'hyperboloïde  des  parallélipipèdes  formés  par  six  plans 
tangents  parallèles  deux  à  deux  [Journal  de  V École  Polytechnique,  XVP  cahier). 
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Toutes  les  sections  planes  de  Thyperboloïde  étant  des  coniques,  cette  surface  est 
du  second  degré. 

Dwision  homo graphique  des  génératrices. 

694.  Quand  deux  droites  sont  divisées  en  des  points  qui  se  correspondent  un  à 
un,  et  de  telle  manière  que  Ton  obtienne  un  produit  constant  en  multipliant  Fun 
par  l'autre  les  segments  interceptés  sur  elles,  entre  deux  points  homologues  quel- 
conques et  deux  origines  fixes,  nous  dirons  avec  M.  Chasles  (i)  que  ces  droites  sont 
divisées  homo  graphiquement,  ou  que  leurs  divisions  sont  homo  graphiques. 

Considérons  deux  droites  A  et  A'  situées  dans  un  plan  [fig,  3o4),  et  d'un  point 
Q  pris  arbitrairement  sur  ce  plan,  menons  deux  droites  QJ  et  QI  qui  leur  soient 
respectivement  parallèles,  et  une  sécante  Qaa';  les  triangles  Qal,  a'QJ  sont  sem- 
blables et  donnent 

lax  ià  =  QJx  QI. 

Le  second  membre  étant  indépendant  de  la  position  de  la  sécante,  si  cette  ligne 
tourne  autour  du  point  Q,  ses  points  de  rencontre  avec  A  et  A'  formeront  sur  ces 
droites  des  divisions  homographiques. 

L'origine  I  est,  sur  la  droite  A,  homologue  du  point  de  A'  situé  à  Tinfini,  et  Fori- 
gine  J  est,  sur  la  droite  A',  homologue  du  point  de  A  situé  à  Finfini.  Les  deux  points 
homologues  a  et  a'  sont  réunis  au  point  u. 

On  considère  souvent  des  droites  ainsi  divisées  transportées  d'une  manière  quel- 
conque dans  le  plan  ou  dans  Fespace,  ou  réunies  Fune  sur  l'autre  de  manière  à  ne 
former  qu'une  seule  ligne  ayant  deux  divisions  distinctes. 

695.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homo  graphiquement,  si  on  les  place  de  telle 
manière  qu'un  même  point  u  soit  la  réunion  de  deux  points  homologues,  les  droites 
passant  par  les  autres  points  homologues  convergeront  vers  un  même  point. 

Pour  le  prouver,  nous  remarquerons  que  si  I  et  J  sont  les  origines  des  segments 
et  C  la  valeur  du  produit  constant,  nous  aurons 

Ii^  X  3i^  —  C. 

Mais  en  menant  par  les  points  I  et  J  des  droites  respectivement  parallèles  à  A'  et  à 
A,  et  de  leur  point  de  rencontre  une  sécante  Qaa',  nous  déterminerons  des  segments 
entre  lesquels  existera  la  relation 

la  X  }a'  =zluy<  Ju, 
d'où 

lax  Ja'==C. 

(i)   Traité  de  Géométrie  supérieure^  p.  67,  Les  diverses  propositions  développées  dans  ce  para- 
graphe sont  dues  à  M.  Chasles. 

23« 
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Les  points  a  et  a\  situés  sur  une  droite  quelconque  passant  par  le  point  Q,  sont 
donc  deux  points  homologues  des  divisions  considérées,  ce  qui  prouve  le  théorème 
énoncé. 

696.  Si  l'on  projette  sur  un  plan,  ou  même  sur  deux  plans  différents,  deux  droites 
divisées  homographiquement,  tous  les  segments  de  chacune  d'elles  seront  réduits 
dans  un  même  rapport,  et  les  divisions  des  projections  seront  homographiques. 

697.  Nous  avons  établi  à  l'article  684  que  l'on  obtient  un  produit  constant  en 
multipliant  l'un  par  l'autre  les  segments  interceptés  sur  deux  génératrices  A  et  A' 
d'un  liyperboloïde  [fig,  3o2),  entre  deux  origines  fixes  I  et  J,  et  deux  points  a  et  a' 
situés  sur  une  génératrice  quelconque  de  l'autre  système.  Nous  pouvons  donc  dire 
que  dans  un  hyperboloïde  les  génératrices  de  l'un  des  systèmes  divisent  homographi- 
quement les  génératrices  de  Vautre  système. 

698.  Réciproquement,  quand  deux  directrices  rectilignes  sont  divisées  homographi- 
quement y  les  droites  qui  passent  par  les  points  homologues  forment  un  hyperboloïde. 

Soient  A  et  A'  les  directrices  [fig,  3o2),  I  et  J  les  origines  fixes  :  nous  menons 
par  ces  points  deux  droites  B'  et  B  respectivement  parallèles  à  A'  et  à  A,  et  nous 
portons  sur  ces  lignes  des  longueurs  IG  et  JF  telles,  que  leur  rectangle  soit  égal  à 
la  constante  donnée  C,  l'une  des  deux  pouvant  être  prise  arbitrairement  :  la  droite 
A''  qui  passe  par  les  points  F  et  G  rencontrera  une  génératrice  quelconque  B''',  car 
nous  avons  l'équation 

lax  Ja^==  IGx  JF, 

qui  entraîne  la  similitude  des  triangles  laG  et  JFa',  et  par  suite  le  parallélisme  des 
sécantes  aG  eta'F;  la  surface  a  donc  une  troisième  directrice  rectiligne  A'',  ce  qui 
démontre  le  théorème  énoncé. 

Il  est  nécessaire  d'avoir  égard  aux  signes,  et  de  préciser  le  sens  dans  lequel  les 
segments  doivent  être  considérés  comme  positifs,  sur  chaque  ligne,  a  partir  de 
l'origine.  Sans  cela  un  point  a  [fig,  3o2)  pourrait  être  joint  indifféremment  à  l'un 
ou  à  l'autre  de  deux  points  situés  sur  la  droite  A',  de  part  et  d'autre,  et  à  des  dis- 
tances égales  de  l'origine  J.  On  aurait  ainsi  deux  hyperboloïdes  distincts. 

Si  la  constante  est  positive,  les  segments  dirigés  de  I  vers  C,  et  de  J  vers  D  devront 
être  de  même  signe.  Suivant  la  notation  de  M.  Chasles  que  nous  avons  fait  con- 
naître (art.  512),  nous  indiquerons  le  sens  de  chaque  segment  par  l'ordre  des  deux 
lettres  qui  désignent  ses  extrémités.  Ainsi  la  longueur  négative  IG  —  la  sera  repré- 
sentée indifféremment  par  aC  ou  —  Ca, 

Quand  deux  droites  sont  divisées  homographiquement,  a  chaque  point  de  l'une 
ne  correspond  qu'un  point  de  Tautre.  Nous  voyons  ainsi  d'une  nouvelle  manière 
que  \ hyperboloïde  n^a  ni  sommets  ni  arêtes, 

699.  Nous  allons  maintenant  étudier  les  relations  qui  existent  entre  les  seg- 
ments interceptés  par  quatre  génératrices  mm\  nn' ,  pp'  et  qq'  d'un  système,  sur 
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deux  génératrices  A  et  A'  de  l'autre  système  [fig,  3o5).  Nous  considérons  ces  der- 
nières lignes  comme  des  directrices,  et  nous  supposons  que  l'hyperboloïde  est  dé- 
terminé par  la  condition  que  le  produit  des  segments  interceptés  sur  elles,  a  partir 
de  deux  points  fixes  I  et  J,  soit  égal  à  une  constante  donnée  C. 

Pour  présenter  une  figure  correcte,  nous  avons  appuyé  les  tracés  sur  la  projection 
d'un  parallélipipède  analogue  à  celui  que  nous  avons  considéré  précédemment;  les 
directrices  A  et  A',  et  la  droite  nn'  Tune  des  génératrices,  en  forment  trois  arêtes; 
les  points  fixes  I  et  J  occupent  deux  sommets  opposés. 

Nous  avons  immédiatement 


Im  X  Im!  X  C, 

Inx^n'  =  C, 

Ip  X  J/  == 

C, 

lqy<]q'- 

:C 

Nous  déduisons  de  ces  équations 

\m        J  n' 
I^        èm' 
et  ensuite 

Im        Jp' 

Iq        :Sn' 
In  "  Jg'' 

Ip       Jr/' 

mn        n'  m' 
\m         J^' 

mp  p'  m' 

Im         Jp' 

nq         q'  n' 

pq  _  q'f 
Iq"  Jp' 

Divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  seconde  et  la  troisième  par  la  qua- 
trième, et  remarquant  qu'on  peut  changer  le  signe  des  deux  termes  d'une  fraction, 

et  par  conséquent  écrire  —7—7  au  heu  de  -7 — ;?  on  obtient 
^  ^  m^  p'  p  m 

mn  m'n'        Jp^  qn q^  n^        J  p' 

mp        m' p'        Jti''  qp  ""  q'  p'        ^n' 

Enfin,  divisant  ces  équations  l'une  par  l'autre,  nous  avons  la  formule 

mn  .  qn  m' n'  .  q'n' 


mp  '  qp         m' p'  *  q'  p' 


dans  laquelle  il  n'entre  aucun  segment  mesuré  à  partir  des  origines  1  et  J.  Elle  dé- 
montre que  dans  un  hyperboloïde  les  points  dans  lesquels  quatre  génératrices  d'un 
système  coupent  une  génératrice  quelconque  de  Vautre  système,  sont  dans  un  rapport 
anharmonique  constant  (  i  ) . 

700.  On  peut  mettre  l'avant-dernière  équation  sous  la  forme 

qn  .q'n'__jr 
qp      q  p' 


(i)  On  peut  dire  d'une  manière  plus  générale  que,  quand  deux  droites  sont  divisées  homogra- 
phiquement,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  de  l'une  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  correspondants  de  Vautre, 
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en  posant 

Si  les  génératrices  nn!  et  pp'  forment  avec  les  directrices  A  et  A'  un  quadrilatère 
gauche  invariable,  le  rapport  K  sera  constant,  et  en  le  supposant  connu,  la  pre- 
mière équation  de  cet  article  déterminera  le  lieu  des  positions  de  la  génératrice 
mobile  q(^  lorsqu'elle  glissera  sur  les  directrices. 

701.  Les  côtés  nri!  ^ipp  du  quadrilatère  peuvent  être  pris  pour  des  directrices; 

alors  si  n!"pl"  est  une  génératrice  quelconque  du  même  système  que  A  et  A',  nous 

aurons 

n!"n'  .  /y  _ 

T}!"n  *   p"  p 

Pour  avoir  la  valeur  de  la  constante  K',  nous  remarquons  que  le  point  p" ,  où  la 
seconde  directrice/?/^'  rencontre  la  génératrice  FG  parallèle  a  la  première  directrice 
7^7^',  est  le  point  fixe  analogue  à  J  sur  la  directrice  A'  considérée  avec  A,  On  a  donc 

fp 

Enfin,  considérant  la  projection  G/?  de  la  génératrice,  et  ayant  égard  aux  propor- 
tionnalités qui  existent  sur  le  plan  HGI,  on  obtient 

p" p         Gp   """   H«.         In! 

Les  deux  constantes  K  et  K'  sont  donc  égales. 

Quand  leur  valeur  est  Tunité,  toutes  les  génératrices  d'un  même  système  divisent 
les  côtés  opposés  du  quadrilatère  en  parties  proportionnelles,  et  la  surface  est  un 
paraboloïde  (art.  610). 

702.  Dans  la  division  homographique,  on  prend  quelquefois  pour  origines  des 
segments,  des  points  è  et  c  [fig,  3o4)  autres  que  ceux  qui  correspondent  respecti- 
vement aux  points  situés  à  rinfini.  Alors  l'équation  que  nous  avons  trouvée  à 
l'article  695  devient 

(i)  [ha  —  6l)(ca'  —  cJ)  =  G, 

ou 

ha  .  ccd  —  cj  ,  ba  --  bl  .  ca'  -h  èl  .  cj  —  C  ==  o^ 

que  l'on  peut  écrire 

(2)  ba  .  ca'  -f-  X  .  éa  +  ;ui  .  ca'  -4-  V  =  o 
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en  posant 

(3)  X  =  -  cJ,         p^^^bh        v=bl.cj^  C, 

les  quantités  X,  jx  et  v  sont  indépendantes  de  la  position  des  points  considérés  a  et  a\ 
Il  résulte  deFéquation  (2)  que,  quand  deux  droites  sont  dwisèes  homo graphique- 
ment, il  existe  entre  les  segments  compris  entre  deux  points  homologues  quelconques  et 
deux  points  fixes  pris  arbitrairement  sur  ces  droites^  une  relation  dans  laquelle  chacun 
des  segments  n  entre  quau  premier  degré, 

705.  Réciproquement  deux  droites  sont  divisées  homo graphiquement  quand  il 
existe  entre  les  segments  compris  entre  deux  points  homologues  quelconques  et  deux 
points  fixes  pris  arbitrairement  sur  ces  droites,  une  relation  dans  laquelle  chacun  de  ces 
segments  n  entre  quau  premier  degré;  car  cette  équation  est  nécessairement  de  la 
forme  (a),  et  en  transportant  les  origines  aux  points  I  et  J  déterminés  par  les  deux 
premières  équations  (3),  on  trouve  Téquation  (i)  qui  exprime  la  propriété  par 
laquelle  nous  avons  défini  la  division  liomographique. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  toutes  les  fois  qu  en  traitant  une  question  régie  par 
desimpies  équations  algébriques,  on  sera  conduit  à  considérer  deux  séries  de  points 
en  ligne  droite  qui  se  correspondent  réciproquement  un  à  un,  on  sera  assuré  quelles 
sont  homo  graphiques^  car  l'équation  qui  les  exprime  devra  être  de  la  forme  (2). 

704.  Nous  avons  vu  (art.  694)  que  chacun  des  points  I  et  J  des  droites  A  et 
A'  est  homologue  du  point  situé  à  Tinfini  sur  Tautre  droite.  Si  les  points  de  ces 
deux  lignes  situés  à  Tinfini  sont  homologues,  c'est-a-dire  si  les  origines  I  et  J  sont 
a  l'infini,  le  point  de  concours  Q  sera  également  a  l'infini,  les  droites  passant  par 
les  points  homologues  seront  parallèles,  et  la  division  sera  proportionnelle.  La  divi- 
sion proportionnelle  est  donc  un  cas  particulier  de  la  division  homo  graphique. 
II  est  facile  de  voir  que  l'équation  aux  segments  se  présente  alors  sous  la  forme 

X  .  èa  +  fx  .  ca'  4-  V  =  o. 

Plans  principaux .  Axes, 

705.  Actuellement  nous  allons  étudier  des  surfaces  qui  ont  une  génération  dif- 
férente de  celle  par  laquelle  nous  avons  défini  l'hyperboloïde  (art.  681),  mais 
qui  cependant,  comme  nous  le  reconnaîtrons,  sont  identiques  soit  avec  une  variété 
de  cette  surface,  soit  avec  l'hyperboloïde  général  lui-même. 

Considérons  d'abord  la  surface  gauche  qui  a  pour  directrices  les  trois  cercles 
(AB,  A'B'),  (CD,  CD^),  (EF,  W¥)  [fig,  3o6),  situés  dans  des  plans  parallèles,  et 
dont  les  centres  sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  ces  plans,  que  nous  suppo- 
sons horizontaux. 

Les  génératrices  qui  passent  par  le  point  (B,  B')  sont  sur  deux  cônes  dont  ce  point 
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est  le  sommet,  et  qui  ont  respectivement  pour  directrices  les  cercles  (CD,  CD')  et 
(EF,  ET').  La  trace  du  premier  cône  sur  le  plan  horizontal  ET'  est  le  cercle  décrit 
du  point  0)  comme  centre,  avec  co6?  pour  rayon  :  ses  intersections  M  et  M^  avec  le 
cercle  EF,  déterminent  les  génératrices  (BNM,  B'N'M'),  (BN^M, ,  B'N'M').  Si  ces 
droites  tournent  autour  de  Taxe,  elles  s'appuieront  toujours  sur  les  directrices,  et 
Ton  voit  parla  symétrie  de  la  figure  qu'elles  décriront  un  même  hyperboloïde  de 
révolution  (art.  198).  Le  cercle  de  gorge  sera  décrit  par  les  points  (3,  J')  et  (J^,  P), 
qui  sont  les  plus  rapprochés  de  Uaxe. 

Nous  avons  tracé  en  trait  plein  le  cercle  de  gorge  et  Thyperbole  méridienne  qui 
forment  respectivement  le  contour  apparent  de  la  surface  sur  les  deux  plans  de  pro- 
jection. 

Une  tangente  quelconque  P^P  a  la  projection  du  cercle  de  gorge  correspond  à 
deux  génératrices  qui  sont  représentées  sur  le  plan  vertical  par  des  droites  P'Q'R' 
etP',Q',K,. 

706.  Si  la  projection  verticale  du  second  cercle  avait  été  telle  que  CgD'g,  entiè- 
rement en  dehors  du  contour  apparent  du  cône  qui  a  pour  directrice  le  troisième 
cercle  ET',  la  surface  aurait  été  imaginaire;  elle  se  fût  réduite  à  un  cône  si  Textré- 
mite  D'i  de  la  projection  verticale  C'^D\  du  second  cercle  avait  été  sur  la  droite  BT' 
qui  appartient  au  contour  apparent  du  cône  dont  le  cercle  ET'  est  la  directrice. 

707.  Nous  allons  maintenant  supposer  que  Ton  donne  pour  directrices  d'une 
surface  gauche  trois  ellipses  (AB,  A'B'),  (CD,  CD')  et  (EF,  ET')  [fig,  307), 
homothétiques,  et  telles,  que  leurs  centres  soient  sur  une  perpendiculaire  a  leurs 
plans. 

Nous  augmentons  les  ordonnées  perpendiculaires  au  plan  vertical  AB  qui  con- 
tient les  grands  axes,  dans  le  rapport  du  petit  axe  de  l'une  des  ellipses  à  son  grand 
axe,  et  nous  changeons  ainsi  ces  courbes  en  cercles  qui,  pris  pour  directrices  d'une 
surface  gauche,  détermineront  un  hyperboloïde  de  révolution  dont  nous  obtenons 
facilement  une  génératrice  (PQR,  P'Q'R'). 

Si  maintenant  nous  réduisons  toutes  les  ordonnées  dans  un  même  rapport,  de 
manière  à  revenir  aux  directrices  primitives,  les  trois  points  p,  q  et  r,  nouvelles 
positions  des  points  P,  Q  et  R,  seront  encore  en  ligne  droite,  par  suite  des  pro- 
portionnalités qui  règlent  la  transformation  de  la  projection  horizontale.  Comme 
d'ailleurs  les  projections  verticales  P',  Q'  et  R'  ne  sont  pas  déplacées,  on  voit  que  les 
trois  points  (p,  F),  [q,  Q')  et  (r,  R')  seront  aussi  sur  une  droite.  Les  génératrices 
des  deux  systèmes  de  l'hyperboloïde  de  révolution  formeront  donc,  après  la  trans- 
formation, deux  systèmes  de  génératrices  rectilignes  d'une  surface  gauche  dont  les 
ellipses  données  sont  directrices  :  on  reconnaît  un  hyperboloïde  général. 

708.  En  obtenant  cette  surface  par  une  déformation  de  l'hyperboloïde  de  révo- 
lution, on  voit  immédiatement  qu'elle  a  trois  plans  principaux  :  un  horizontal  G'H' 
et  deux  verticaux  AB  et  YY.  ;  mais  pour  être  assuré  que  ces  conclusions  doivent 
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être  admises  sans  restriction,  il  faut  établir  qu'un  hyperboloïde  peut  toujours  être 
coupé  par  trois  plans  parallèles  suivant  des  ellipses  disposées  comme  le  sont  les 
directrices  (AB,  A'B'),  (CD,  GB')  et  (EF,  ET^)  [fig.  307).  Cela  résulte  de  ce  que 
les  sections  de  Thyperboloïde  sont  semblables  et  concentriques  à  celles  de  son  cône 
asymptote  (art.  693),  car  ce  cône,  étant  du  second  degré,  a  un  axe  tel,  que  les  sec- 
tions par  des  plans  perpendiculaires  sont  des  ellipses  dans  les  conditions  énon- 
cées. L'hyperboloïde  qui  n'est  pas  de  révolution  est  dit  scalène. 

709.  Sur  X^figure  807,  la  transformation  de  la  projection  horizontale  esthomo- 
logique;  la  droite  AB  est  l'axe  d'homologie;  le  centre  est  à  l'infini  dans  la  direc- 
tion YY, . 

On  peut  par  cette  transformation  changer  une  ellipse  en  un  cercle  concentrique, 
en  prenant  pour  axe  d'homologie  un  diamètre  quelconque  a'  g'  [fig.  96),  et  pour 
centre  d'homologie  un  point  situé  à  l'infini  dans  une  direction  arbitraire  d\m.  Si 
l'on  transforme  de  cette  manière  toutes  les  ellipses  d'un  hyperboloïde  scalène  situées 
dans  des  plans  perpendiculaires  a  l'axe  non  transverse,  en  ayant  soin  de  prendre 
pour  axes  d'homologie  des  diamètres  situés  dans  un  même  plan,  et  pour  centre 
d'homologie  un  même  point  a  l'infini  dans  les  plans  de  ces  courbes,  on  transfor- 
mera la  surface  en  un  hyperboloïde  de  révolution,  car  tous  les  raisonnements  que 
nous  avons  présentés  à  l'article  précédent  sont  applicables.  Cette  transformation 
constitue  une  homologie  dans  l'espace;  le  plan  des  axes  d'homologie  est  appelé 
plan  d'homologie;  les  droites  qui  passent  par  deux  points  homologues  ou  rayons 
d'homologie  convergent  vers  un  centre  d  homologie  qui,  dans  le  cas  actuel,  est  à 
rinfini.  On  voit  qu'i^^  hyperboloïde  scalène  peut  être  transformé  homologiquement 
d'une  infinité  de  manières  en  un  hyperboloïde  de  révolution  autour  de  son  axe  non 
transverse.  Les  ellipses  situées  dans  des  plans  perpendiculaires  à  cet  axe  deviennent 
les  parallèles.  Celle  qui  a  les  plus  petits  axes  est  homologue  du  cercle  de  gorge.  On 
l'appelle  ellipse  de  gorge. 

Sections  planes. 

710.  Nous  considérons  un  hyperboloïde  dans  la  position  où  il  est  représenté  sur 
\^  figure  307;  mais  pour  diminuer  les  petites  difficultés  qui  résulteraient  des  par- 
ties cachées,  nous  le  supposons  limité  à  l'ellipse  de  gorge  [ab,  a'b')  {fig.  3i3). 

Nous  prenons  pour  plan  vertical  le  plan  principal  AB,  et  nous  supposons  la  ligne 
de  terre  éloignée  jusqu'en  A'B'. 

Si  la  surface  est  coupée  par  un  plan  (KK^ ,  FK'),  on  obtiendra  facilement  des 
points  de  l'intersection,  en  cherchant  les  traces  d'un  certain  nombre  de  génératrices 
sur  ce  plan.  On  reconnaîtra  la  nature  de  la  section,  a  l'aide  du  cône  asymptote 
(art.  695). 

Les  droites  cp  et  c^p^ ,  tangentes  à  l'ellipse  ab  et  parallèles  à  la  ligne  de  terre, 
IL  ^4 
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sont  les  projections  de  deux  génératrices  de  systèmes  différents,  qui  ont  leurs  traces 
aux  points  p  et  p^  et  une  projection  verticale  commune  O'p'.  Le  plan  qui  contient 
ces  deux  génératrices  parallèles  est  tangent  au  point  infiniment  éloigné  où  elles  se 
rencontrent  (art.  692).  Le  cône  asymptote  étant  Tenveloppe  des  plans  tangents  à 
l'infini,  sa  trace  Trsp'y  est  l'enveloppe  des  traces  de  ces  plans,  et  par  suite  elle  est 
tangente  a/?/>^  ;  nous  savons  d'ailleurs  qu'elle  est  homothétique  et  concentrique  avec 
la  trace  AB  de  la  surface,  nous  pouvons  donc  la  construire  sans  difficulté. 

711.  Un  plan  parallèle  à  (KK^ ,  LK')  et  passant  par  le  centre  (0,  0')  de  la  sur- 
face a  pour  trace  horizontale  kk^ ,  et  coupe  le  cône  suivant  les  deux  droites 
(O7,  O'y')  et  (Os,  O's').  Chacune  de  ces  lignes  est  parallèle  à  deux  génératrices  de 
systèmes  différents,  qui  se  trouvent  ainsi  parallèles  au  plan  sécant,  et  déterminent 
une  branche  infinie.  La  courbe  d'intersection  a  par  conséquent  deux  branches  infi- 
nies qui  correspondent  respectivement  à  (O7,  0^7')  et  à  (Os,  O's'). 

Les  génératrices  parallèles  à  (O7,  O'^')  ont  pour  projections  horizontales  les 
droites  hg  et  A^  g^ ,  parallèles  à  O7,  et  tangentes  à  l'ellipse  ab\  elles  percent  le  plan 
horizontal  aux  points  g  et  g\  de  la  trace  de  Thyperboloïde.  L'asymptote  est  l'in- 
tersection par  le  plan  sécant  du  plan  qui  contient  ces  droites,  et  qui,  par  consé- 
quent, touche  la  surface  au  point  de  la  courbe  situé  à  l'infini;  sa  trace  est  donc  au 
point  p  où  se  coupent  les  traces  KK^  et  gg^  de  ces  plans;  ses  projections  sont  les 
droites  çÇ,  et  ç^'C,  respectivement  parallèles  à  O7  et  à  O'/» 

On  peut  établir  la  trace  gg^  du  plan  tangent  a  l'infini,  par  la  seule  condition  de 
toucher  au  point  7  la  trace  du  cône  asymptote. 

On  obtient  de  la  même  manière  la  deuxième  asymptote  [uQa.u'  CI),  parallèle  à  la 
génératrice  (Os,  0' s')  du  cône. 

712.  Quand  dans  deux  positions  différentes  la  génératrice  d'une  surface  gauche 
se  trouve  parallèle  a  une  même  droite  située  dans  un  plan  sécant,  la  courbe  d'inter- 
section présente  deux  branches  infinies,  car  il  y  a  des  génératrices  intermédiaires 
dont  les  traces  sur  le  plan  sont  situées  entre  les  points  à  l'infini.  Mais  pour  l'hy- 
perboloïde,  les  deux  génératrices  parallèles  hg,  ^^  g^  n'appartiennent  pas  à  un 
même  système.  Chaque  système  suffit  complètement  à  la  génération  de  la  surface, 
et  n'a  qu'une  génératrice  parallèle  à  O7;  il  s'ensuit  que  la  courbe  n'a  qu'une 
branche  infinie  dont  l'asymptote  soit  parallèle  a  O7. 

715.  En  appliquant  la  construction  de  l'article  711  à  la  section  faite  par  le  plan 
(tt|,  i'0')y  qui  contient  le  centre,  on  trouve  que  ses  asymptotes  senties  généra- 
trices (O7,  0'/)  et  (Os,  O's')  du  cône.  Il  était  facile  de  le  prévoir,  car  ces  droites 
devant  former  un  système  concentrique  et  homothétique  avec  la  conique  suivant 
laquelle  la  surface  est  coupée,  en  sont  nécessairement  les  asymptotes. 

D'après  cela,  et  en  faisant  passer  un  plan  par  le  centre  et  par  une  sécante  quel- 
conque, on  reconnaît  que  les  segments  interceptés  sur  une  droite  entre  V hyperboloïde  et 
son  cône  asymptote  sont  égaux. 
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714.  Si  le  plan  {kk^ ,  i'O')  parallèle  au  plan  sécant  et  passant  par  le  centre  tou- 
chait le  cône,  les  deux  génératrices  O7  et  Os  se  confondraient;  il  n'y  aurait  dans 
chaque  système  qu'une  génératrice  parallèle  au  plan  (KK^,^K'),  et  le  plan  [kk^.VO') 
étant  tangent  a  l'infini,  l'asymptote  intersection  de  plans  parallèles  disparaîtrait,  et 
la  courbe  serait  une  parabole. 

Enfin  quand  le  plan  [kk^,  i'O')  ne  contient  aucune  génératrice  du  cône,  la  section 
de  l'hyperboloïde  est  une  ellipse. 

Cônes  et  cylindres  circonscrits. 

715,  Considérons  une  courbe  du  second  degré,  section  d'un  hyperboloïde  par  un 
plan  qui  en  contient  le  centre  0,  et  deux  droites  0^  et  Oy  diamètres  conjugués  de 
cette  conique  [fig.  3o8)  :  si  l'on  fait  tourner  le  plan  autour  du  diamètre  transverse 
0^,  il  coupera  l'hyperboloïde  suivant  différentes  courbes  du  second  degré  qui  toutes 
auront  leur  centre  en  0,  et  qui  passeront  par  les  points  A  et  A|.  Les  diamètres  de 
ces  courbes  conjugués  avec  0^  seront  parallèles  au  plan  tangent  en  A,  et  formeront 
par  conséquent  un  plan,  qui  est  le  plan  diamétral  conjugué  à  0^.  Il  divise  en  deux 
parties  égales  toutes  les  cordes  parallèles  à  Ooo, 

Ce  résultat  est  indépendant  de  l'existence  des  points  A  et  A^,  et  il  subsiste  par 
conséquent  quand  ces  points  sont  imaginaires.  Ainsi  donc,  si  l'on  fait  tourner  le  plan 
autour  de  Oj,  les  diamètres  qui  dans  les  différentes  sections  seront  conjugués  avec 
Oy,  se  trouveront  dans  un  plan. 

716.  Supposons  maintenant  que  d'un  point  S  pris  sur  Ox  on  mène  des  tangentes 
SM  et  SM^,  et  la  droite  MM^  sécante  de  contact,  ou  polaire  de  S  :  on  aura  la 
relation 

Lorsque  le  plan  tourne  autour  de  Oœ,  les  polaires  du  point  S  pour  les  différentes 
sections  passent  par  le  point  P  déterminé  par  l'équation  ci-dessus,  et  comme  elles 
sont  toujours  parallèles  au  plan  diamétral  conjugué  avec  Ooo,  elles  forment  un  plan 
qui  est  le  plan  polaire  du  point  S. 

L'intersection  de  la  surface  par  le  plan  polaire  est  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  issues  du  point  S,  et  par  conséquent  la  courbe  de  contact  du  cône  circon- 
scrit qui  a  son  sommet  en  ce  point. 

Si  le  diamètre  OS  était  non  transverse  {fig.  Sog),  les  raisonnements  seraient  les 
mêmes,  mais  les  segments  OS  et  OP  auraient  des  directions  opposées,  et  leur  pro- 
duit serait  une  quantité  négative  —  OC  . 

En  résumé,  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  un  hyperboloïde  est  plane; 
son  plan  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  au  diamètre  qui  passe  par  le  som- 
met du  cône, 

M. 


î88  LIVRE   VII.  —  SURFACES    GAUCHES. 

717.  Quand  le  diamètre  OS  est  transverse  [fig,  3o8),  le  plan  polaire  du  point 
S  est  parallèle  au  plan  tangent  en  A,  et  par  suite  aux  deux  génératrices  qui  se  croi- 
sent a  ce  point;  la  ligne  d'intersection  qu'il  détermine,  est  donc  une  hyperbole 
dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à  ces  droites.  Nous  aurions  pu  considérer  le  plan 
tangent  a  la  seconde  extrémité  A^  du  diamètre  :  le  résultat  eût  été  le  même,  car 
nous  savons  que  les  génératrices  qui  se  croisent  au  point  k.,  sont  parallèles  à  celles 
qui  passent  au  point  A  (art.  683).  Ces  quatre  génératrices  sont  les  seules  qui  soient 
parallèles  au  plan  polaire  du  point  S,  car  sans  cela  la  section  aurait  plus  de  deux 
branches  infinies;  si  les  points  A  et  A,  sont  imaginaires,  c'est-à-dire  si  le  diamètre 
OS  n'est  pas  transverse  {fig.  Sog),  le  plan  polaire  du  point  S  coupera  toutes  les 
génératrices,  et  la  section  sera  une  ellipse. 

Quand  le  diamètre  OS  n'est  pas  transverse  {fig,  309),  il  se  trouve  dans  l'inté- 
rieur du  cône  asymptote,  et  le  plan  diamétral  conjugué  qui  n'est  alors  parallèle  à 
aucune  génératrice  coupe  le  cône  suivant  son  seul  sommet.  Lorsque  ce  diamètre 
est  transverse  {fig^  3o8),il  est  extérieur  au  cône,  et  le  plan  diamétral  conjugué 
coupe  le  cône  suivant  deux  droites  respectivement  parallèles  aux  deux  génératrices 
qui  passent  au  point  A  et  à  celles  qui  passent  au  point  k^.  Dans  la  position  inter- 
médiaire, quand  le  diamètre  OS  se  confond  avec  une  génératrice  OD  du  cône,  les 
points  A  et  A^  sont  réunis  en  un  seul  à  l'intini;  le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  en 
ce  point  est  tangent  au  cône  asymptote  le  long  de  la  génératrice  OD,  et  comme  il 
passe  par  le  centre,  il  est  le  plan  diamétral  conjugué  a  cette  droite.  Le  plan  polaire 
du  point  S  étant  alors  parallèle  à  un  plan  tangent  du  cône  asymptote,  coupe  la 
surface  suivant  une  parabole  (art.  714). 

Lorsque  le  point  S  est  sur  la  surface  en  A,  son  plan  polaire  est  le  plan  tangent  en 
ce  point,  et  la  section  se  compose  des-deux  génératrices  qui  s'y  croisent. 

Il  résulte  de  la  discussion  qui  précède  que  la  ligne  d'ombre  d'un  hyperholoïde  est 
une  hyperbole,  une  ellipse  ou  une  parabole ^  suivant  que  le  diamètre  qui  passe  par  le 
point  lumineux  est  transverse,  non  transverse,  ou  quilse  confond  avec  une  génératrice 
du  cône  asymptote.  Quand  le  point  lumineux  est  sur  la  surface,  la  ligne  d'ombre  est 
formée  des  deux  génératrices  qui  passent  à  ce  point.  Les  considérations  que  nous 
avons  présentées  a  l'article  608  pour  le  paraboloïde,  montrent  comment  ces  géné- 
ratrices peuvent  former  une  ligne  d'ombre. 

En  raisonnant  comme  a  l'article  609,  on  reconnaît  que  la  courbe  de  contact  d'un 
cylindre  circonscrit  à  un  hyperboloïde  est  plane,  et  située  dans  le  plan  diamétral  con- 
jugué au  diamètre  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre, 

V ombre  portée  d'un  hyperboloïde  sur  un  plan  est  une  conique;  il  en  est  de  même 
de  son  contour  apparent, 

718.  Nous  pouvons  conclure  de  là  et  des  théorèmes  précédemment  démontrés 
que  les  sécantes  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  homologues  de  deux  divisions 
homo graphiques  dans  un  plan  ont  pour  enveloppe  une  conique,  car  on  peut  considé- 


CHAPITRE  IV.  —  HYPERBOLOIDE.  I  89 

rer  les  deux  droites  comme  les  projections  de  deux  directrices  rectilignes  qui  ne  se 
rencontrent  pas,  et  qui  sont  divisées  homographiquement.  Les  sécantes  sont  alors 
les  projections  des  génératrices  d'un  hyperboloïde,  et  leur  enveloppe  est  une  conique, 
contour  apparent  de  cette  surface  sur  le  plan. 

Si  les  directrices  se  déplacent,  et  viennent  par  un  mouvement  continu  se  mettre 
dans  le  plan  de  projection,  Thyperboloïde  s'aplatira  et  finira  par  se  confondre  avec 
une  partie  du  plan  limitée  à  la  conique. 

Ligne  de  striction, 

719.  Nous  allons  nous  proposer  de  construire  le  point  central  d'une  génératrice 
quelconque  d'un  hyperboloïde.  Nous  supposons  que  cette  surface  est  rapportée  à 
deux  plans  coordonnés  respectivement  parallèles  au  plan  de  l'ellipse  de  gorge,  et  à 
un  autre  de  ses  plans  principaux  [fig,  3ii),  et  qu'elle  est  déterminée  par  l'ellipse 
de  gorge  (a&,  a'b')  et  par  l'hyperbole  contenue  dans  le  plan  vertical  AB  :  sa  trace 
horizontale  est  semblable  a  l'ellipse  de  gorge  (art.  695). 

Le  plan  tangent  a  la  surface  au  point  situé  à  l'infini  sur  une  génératrice  (PQ,  P'  Q'  ) 
contient  la  génératrice  parallèle  (PiQj,  P'iQ'i);  le  plan  central  de  la  génératrice 
(PQ?  P'Q')  est  perpendiculaire  à  celui-là  :  nous  l'obtiendrons  par  la  construction 
de  l'article  56  faite  dans  un  ordre  différent  (i). 

La  droite  Q^  E,  perpendiculaire  à  PQ,  peut  être  considérée  comme  la  trace  d'un 
plan  auxiliaire  perpendiculaire  à  la  génératrice  (PQ,  P'Q');  en  le  rabattant  sur  le 
plan  horizontal,  nous  amenons  le  point  où  il  coupe  cette  droite  en  un  point  V  qu'il 
s'agit  de  déterminer  sur  îQ. 

La  droite  ^V,  considérée  dans  l'espace  avant  son  rabattement,  est  perpendiculaire 
à  la  génératrice  comme  étant  dans  le  plan  auxiliaire.  Pour  avoir  sa  grandeur,  nous 
ramenons  le  plan  vertical  PQ  dans  le  plan  horizontal,  par  une  rotation  autour  de  sa 
trace  PQ.  Le  point  (^,  q')  se  place  en  q^  à  une  distance  qq^  égale  a  LO';  la  droite 
(^Q^  ?'Q')  devient  ^^Q,  et  la  perpendiculaire  w  fait  connaître  la  longueur  cherchée. 

Les  sections  faites  par  le  plan  auxiliaire  dans  le  plan  tangent  à  l'infini  et  dans 
le  plan  central  sont  rectangulaires.  La  première  passe  par  le  point  Qr  de  la  géné- 
ratrice (P^Qo  P'iQ'i);  elle  est  en  rabattement  Q^  V  :  nous  pouvons  donc  tracer  le 
rabattement  VK  de  la  seconde.  Quand  on  remet  le  plan  auxiliaire  dans  sa  position, 

(i)  Il  y  a  deuK  méthodes  pour  construire  un  plan  Q  perpendiculaire  à  un  plan  P  et  passant  par 
une  droite  D  située  dans  ce  plan.  La  première  consiste  à  employer  un  plan  auxiliaire  M,  perpendicu- 
laire à  D  :  les  traces  de  P  et  de  Q  sur  ce  plan  sont  rectangulaires,  et  Tune  d'elles  étant  connue,  on 
obtient  facilement  Tautre.  Dans  la  seconde  méthode,  on  élève  une  perpendiculaire  N  à  P  par  un  point 
quelconque  deD,  et  Ton  fait  passer  un  plan  par  cette  droite  et  par  D.  Cette  dernière  construction  est 
généralement  plus  simple,  et  si  nous  avons  préféré  Fautre,  c'est  que  le  plan  auxiliaire  M  nous  sera 
nécessaire  plus  loin  pour  la  détermination  du  paramètre,  qui  exige  un  plan  Q'  incliné  à  4 5°  sur  P. 
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le  point  K  reste  fixe,  et  on  voit  que  la  droite  QK  est  la  trace  du  plan  central;  il  ne 
reste  plus  qu'à  déterminer  le  point  de  contact  de  ce  plan. 

La  génératrice  du  second  système  contenue  dans  le  plan  central  a  sa  trace  au 
point  D,  et  nous  obtenons  facilement  ses  projections  CD  et  CD'  :  le  point  cherché 
est  [m,  m!). 

On  peut  mener  du  point  D  deux  tangentes  à  l'ellipse  de  gorge,  et  chacune  d'elles 
est  la  projection  d'une  génératrice;  mais  celle  que  nous  cherchons  n'est  pas  du 
même  système  que  (PQ,  FQ'),  et  par  conséquent  lorsqu'on  les  regarde  du  centre 
0,  le  point  de  contact  de  l'ellipse  de  gorge  et  la  trace  doivent  être,  l'une  par  rap- 
port a  l'autre,  de  côtés  différents  sur  ces  deux  lignes. 

Le  point  {m, m')  n'est  pas  le  point  central  de  la  génératrice  (CD,  CD'),  car  s'il 
l'était,  le  plan  qui  y  est  tangent  serait  perpendiculaire  aux  deux  plans  respective- 
ment tangents  aux  points  de  (CD,  CD')  et  (PQ,  P'Q')  situés  à  l'infini,  et  par  suite 
à  la  droite  (Om,  O'm')  qui  est  leur  intersection.  Or  il  est  facile  de  voir  que  ce  n'est 
qu'aux  sommets  de  l'ellipse  de  gorge  quo  le  diamètre  est  perpendiculaire  au  plan 
tangent. 

720.  Si  l'on  opère  sur  la  génératrice  (PQ,  p'q'),  les  constructions  se  disposent 
d'une  manière  identique  sur  le  plan  horizontal,  en  le  supposant  à  la  hauteur  de  la 
droite  A"B",  et  on  trouve  un  point  central  (m,  mf')  situé  sur  la  verticale  du  point 
(m,  7n')  et  a  la  même  distance  du  plan  du  cercle  de  gorge.  De  même  si  l'on  cherche 
le  point  central  de  la  génératrice  du  deuxième  système  projeté  sur  P'Q',  on  trouve 
que  sa  projection  verticale  est  m'  et  que  sa  projection  horizontale  est  à  la  même 
distance  de  la  droite  AB  que  le  point  m. 

Les  deux  systèmes  ont  ainsi  pour  ligne  de  striction  des  arcs  d'une  même  courbe, 
symétriques  par  rapport  aux  plans  principaux,  et  qui  se  superposent  en  projection 
sur  ces  plans. 

Il  résulte  de  ces  symétries  que  le  centre  (0,  0')  est  sur  la  corde  (mn,  m'n')  qui 
joint  les  points  centraux  de  deux  génératrices  parallèles  quelconques  (^). 


(*)  L'équation  de  i'hyperboloïde  étant 

(0  a^+i^-^  =  '' 

M.  Cbasles  a  démontré  que  la  ligne  des  points  centraux  des  génératrices  des  deux  systèmes  est  sur 
le  cône  représenté  par  l'équation 

h)  ^^(«^  +  c^)^  ~^-|-^^H^'  +  ^')'t;   '^—c'[a^'-h'J''^--  -z^o, 

M.  Cbasles  a  obtenu  ce  résultat  [Correspondance  mathématique  et  physique,  tome  XI,  page  6'}),  à 
l'aide  du  calcul  différentiel,  et  en  regardant  le  point  central  comme  le  pied  de  la  commune  perpen- 
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721 .  Si  nous  voulons  déterminer  la  longueur  du  paramètre  k  pour  la  génératrice 
(PQ,  P'Q'),  nous  ferons  passer  par  cette  droite  un  plan  incliné  à  45^  sur  le  plan 
central,  et  nous  chercherons  son  point  de  tangence.  Traçant  la  droite  VE,  inclinée  à 

diculaire  à  la  génératrice  considérée  et  à  la  génératrice  voisine.  On  y  arrive  à  peu  près  aussi  facile- 
ment en  cherchant  le  point  de  la  génératrice  où  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  tangent 
à  rinfini,  et  alors  l'algèbre  ordinaire  suffit  pour  les  calculs  qui  ne  sont  que  la  traduction  analytique 
des  constructions  de  la  figure  3i  i . 

Lorsque  l'hyperboloïde  est  de  révolution,  Féquation  (2)  perd  son  dernier  terme  et  représente  le 
plan  du  cercle  de  gorge,  ainsi  qu'il  était  facile  de  le  prévoir. 

Quand  le  coefficient  c^[a'^ — h^Y  est  petit  relativement  aux  deux  autres,  le  troisième  terme  a  peu 
d'importance,  et  la  courbe  est  très-rapprochée  de  l'ellipse  de  gorge  ;  il  est  alors  difficile  de  la  tracer 
d'une  manière  nette  et  distincte.  On  doit  avoir  égard  à  cette  circonstance  lorsque  l'on  dispose  les 
données  dans  les  exercices  graphiques  que  l'on  peut  se  proposer  sur  cette  question. 

En  éliminant  /  entre  les  équations  (i)  et  (2),  on  trouve  pour  représenter  la  projection  de  la  ligne 
de  striction  sur  le  plan  des  zx 

(3)     ..K  +  c^?55+^H^=  +  ^n^(-î  +  |)J-c'(«^_.7(-54-J)|=.o. 
Si  nous  faisons  oozrza^  l'équation  se  divise  et  donne 

^2  =  0, 

La  première  valeur  de  z  détermine  le  sommet  h'  [fig,  3i  i).  Si  l'expression 

est  négative,  les  autres  valeurs  sont  imaginaires,  et  la  tangente  en  h'  ne  coupe  pas  la  projection  ver- 
ticale de  la  ligne  de  striction;  cette  projection  n'a  alors  d'inflexion  qu'au  centre  0^ 

Quand  le  binôme  (4)  est  nul,  la  courbe  est  surosculatrice  de  sa  tangente  en  h'  '^  enfin  quand  il  est 
positif,  la  courbe  prend  la  forme  indiquée  sur  \^  figure  3i  i  ;  elle  a  quatre  inflexions,  sans  compter 
celles  du  centre. 

Pour  étudier  le  signe  du  binôme  (4),  on  peut  considérer  la  différence  des  racines  positives  de  ses 
deux  termes;  on  trouve 

(5)  «2(^2—  ^,2j_^^  ^2^2 

quand  «^  est  plus  grand  que  ^^^  et 

quand  b"^  est  plus  grand  que  a"^, 

La  dernière  expression  est  essentiellement  négative,  mais  l'autre  peut  être  positive,  nulle  ou  néga- 
tive, suivant  les  valeurs  relatives  de  <2%  b^-  et  c^  Il  résulte  de  là  que  la  projection  de  îa  courbe  sur 
le  plan  principal  vertical  qui  contient  le  grand  axe  de  l'ellipse  de  gorge  est  susceptible  de  trois  formes 
différentes,  mais  que  sa  projection  sur  l'autre  plan  vertical  principal  ne  peut  en  avoir  qu'une. 

La  liaison  qui  existe  entre  les  projections  verticales  et  la  projection  horizontale  montre  que  cette 
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45''  sur  VK,  nous  obtenons  facilement  la  trace  QE  du  plan,  et,  opérant  comme  pré- 
cédemment, nous  trouvons  que  le  point  de  contact  est  (a,  é).  La  véritable  grandeur 
du  segment  (ma,  m! e')  est  égale  au  paramètre  h  (i). 

En  déterminant  les  points  analogues  à  (a,  é)  sur  un  grand  nombre  de  généra- 
trices, on  pourrait  tracer  la  courbe  lieu  des  points  auxquels  le  plan  tangent  a  une 
obliquité  de  45^. 

L'hyperboloïde  n'ayant  ni  sommets  ni  arêtes,  les  génératrices  d'un  même  sys- 
tème ont  nécessairement  des  paramètres  de  même  signe.  11  est  d'ailleurs  évident,  à 
la  seule  inspection  d'un  dessin  de  la  surface,  que  les  signes  sont  différents  dans  les 
deux  systèmes.  Cette  remarque  s'étend  naturellement  au  paraboloïde.  La  génératrice 
(  PQ,  P'Q')  appartient  au  système  négatif. 

722.  Les  constructions  de  l'article  719  peuvent  être  faites  dès  que  l'on  connaît 
les  projections  de  trois  génératrices  A,  A',  A"  d'un  même  système,  sur  deux  plans 
coordonnés  quelconques.  On  commence  par  déterminer  un  parallélipipède  cir- 
conscrit à  l'hyperboloïde,  et  dont  les  droites  A,  A',  A'' sont  trois  arêtes  (art.  682); 
on  construit  ensuite  deux  génératrices  parallèles  X'"  et  B'%  le  plan  qui  les  contient 


dernière  peut  avoir  trois  formes  différentes;  elle  a  quatre  inflexions  quand  l'expression  (5)  est 
positive. 

L'équation  (3)  peut  être  mise  sous  la  forme 

^    \         a-        c"^  J  x^  ^  ^    \         a-         c^  j 

Si  nous  appelons  7  Tangle  que  la  tangente  en  0'  fait  avec  l'axe  des  abscisses  O'h' ,  nous  aurons 

à  la  fois 

z 
x:=zOy        z=:o     et     ~r=ztang7; 

introduisant  ces  valeurs,  nous  trouvons 

Cette  expression  permet  de  calculer  rapidement  Fangle  7  et  de  vérifier  ainsi  les  tracés. 

Les  personnes  qui  consulteront  le  Mémoire  de  M.  Chasles  remarqueront  peut-être  que  les  facteurs 
binômes  sont  à  la  première  puissance  dans  l'équation  donnée  par  ce  géomètre.  Cela  provient  d'une 
erreur  d'impression  que  nous  avons  dû  corriger. 

(i)  Lorsqu'on  cherche  analytiquement  l'expression  du  paramètre  de  distribution^  en  déterminant 
la  génératrice  considérée  par  sa  distance  d  au  centre  de  la  surface^  on  trouve 

abc 

a,  è  et  c  étant  les  longueurs  des  demi-axes. 
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et  le  plan  central  de  A'''  qui  est  perpendiculaire  à  celui-là;  on  cherche  les  points 
de  rencontre  du  plan  central  de  A'''  avec  deux  des  génératrices  A,  A'  et  A''  :  la  droite 
passant  par  ces  points  est  une  génératrice  du  système  B,  et  coupe  A'''  à  son  point 
central.  On  peut  donc  déterminer  les  projections  de  la  ligne  de  striction,  et  ensuite 
par  ses  points  doubles  obtenir  la  position  des  axes.  M.  Chastes  a  indiqué  cette 
méthode  pour  construire  les  axes  d'un  hyperboloïde  dont  on  connaît  trois  géné- 
ratrices; elle  conduirait  à  des  tracés  longs  et  peu  exacts  dans  la  pratique  (i). 

Représentation  d'un  hyperboloïde  rapporté  à  ses  plans  principaux  [fig*  3io). 

725.  On  donne  les  trois  axes  d'un  hyperboloïde;  celui  qui  n  est  pas  transverse  est 
perpendiculaire  au  plan  horizontal,  et  Vun  des  deux  autres  est  parallèle  au  plan  ver- 
tical :  on  demande  de  représenter  par  ses  contours  apparents  et  par  un  certain  nombre 
de  génératrices  d'un  même  système,  la  partie  de  la  surface  comprise  entre  deux  plans 
parallèles  à  celui  de  V ellipse  de  gorge ^  et  également  éloignés  de  ce  plan. 

Les  axes  sont  [ab,  a'  b'),  [cd,  0')  et  (0,  ef),  L'hyperboloïde  est  limité  aux  plans 
horizontaux  A'B'  et  A''B''. 

Les  contours  apparents  sur  les  deux  plans  de  projection  sont  l'ellipse  de  gorge, 
et  rhyperbole  principale  qui  a  pour  axes  a'b'  et  ef.  Nous  pourrions  tracer  immé- 
diatement ces  courbes;  mais  il  est  préférable  de  les  déterminer  comme  enveloppes 
des  projections  des  génératrices. 

Les  asymptotes  O'p'  et  0'r\  de  Thyperbole  sont  des  génératrices  du  cône  asymp- 
tote (art.  715);  leurs  traces  tt  et  p  appartiennent  à  la  trace  de  ce  cône,  et  suffisent 
à  la  déterminer,  car  elle  est  homothétique  et  concentrique  avec  la  projection  de 
Fellipse  de  gorge. 

Le  plan  [np\  p' 0'),  tangent  au  cône  asymptote  le  long  de  la  génératrice 
(Orr,  Ojo'),  contient  les  génératrices  de  l'hyperboloïde  parallèles  à  cette  droite; 
leurs  projections  horizontales  dp  et  cp^  sont  d'ailleurs  faciles  à  tracer,  car  elles  pas- 
sent par  les  points  c?  et  c;  nous  pouvons  donc  déterminer  les  points/?  et/)^  où  elles 
percent  le  plan  horizontal.  Nous  obtenons  de  la  même  manière  les  traces  r  et  r^  des 
génératrices  parallèles  à  l'asymptote  (Op,  0>\).  La  trace  de  la  surface  est  une 
ellipse  passant  par  ces  quatre  points,  homothétique  et  concentrique  à  la  projection 
de  l'ellipse  de  gorge  ;  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  supérieur  est  une  ellipse  iden- 
tique à  la  précédente,  et  qui  se  superpose  à  cette  courbe  en  projection  horizon- 
tale. 


(i)  Ce  problème,  admettant  trois  solutions,  exige  l'emploi  d'une  ou  de  plusieurs  courbes.  On  peut 
le  ramener  au  problème  analogue  pour  le  cône,  car  les  axes  de  Thyperboloïde  et  ceux  de  son  cône 
directeur  sont  parallèles.  On  appliquerait  d'ailleurs  au  cône  Pune  des  constructions  que  M.  Chasles 
a  indiquées  à  la  page  82  de  V Aperçu  historique. 

II.  25 
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Pour  mettre  de  la  symétrie  dans  la  position  des  génératrices  représentées,  nous 
allons  d'abord  les  considérer  sur  un  hyperboloïde  de  révolution  résultant  d'une  dé- 
formation homologique  de  notre  hyperboloïde  scalène. 

Nous  traçons  un  cercle  sur  le  grand  axe  AB  comme  diamètre,  et  nous  y  rappor- 
tons en  P  et  en  R  les  points  p  et  r,  traces  sur  les  plans  horizontaux  A'B'  et  A''B'' 
d'une  génératrice  parallèle  au  plan  vertical.  Nous  faisons  sur  ce  cercle  deux  divi- 
sions en  trente-deux  parties,  prenant  successivement  pour  origine  les  points  P  etR; 
nous  ramenons  les  points  de  division  sur  l'ellipse,  nous  relevons  les  uns  sur  A'B' 
et  les  autres  sur  A''B''  ;  enfin  nous  joignons  deux  à  deux  ceux  qui  sont  désignés  par 
la  même  cote  (i). 

724.  Le  plan  projetant  d'une  génératrice  est  tangent  au  point  où  cette  droite 
rencontre  le  contour  apparent,  et  contient  la  génératrice  de  l'autre  système  qui  passe 
par  ce  point.  Il  suit  de  là  que  toute  droite  projection  d'une  génératrice  est  néces- 
sairement la  projection  d'une  autre  génératrice.  Ainsi  la  droite  mn  correspond  en 
réalité  a  deux  projections  verticales  m' n!  et  rri^  ri^^  mais  la  génératrice  {mn^  m^  ri^) 
appartient  au  système  que  nous  n'avons  pas  représenté,  et  les  droites  mn  et  m^  n^, 
considérées  comme  ses  projections,  devraient  avoir  des  ponctuations  inverses  de 
celles  que  nous  leur  avons  données,  c' est-a-dire  que  les  traits  pleins  devraient  être 
remplacés  par  des  lignes  en  points  ronds,  et  réciproquement. 

On  voit  d'après  cela  que  les  droites  que  nous  avons  construites  sur  la  figure 
comme  projections  de  génératrices  d'un  système  représenteront  des  génératrices 
de  l'autre  système  si  on  leur  suppose  une  ponctuation  inverse,  et  qu'on  peut  ainsi 
considérer  l'un  quelconque  des  deux  systèmes  séparément,  ou  tous  les  deux  en- 
semble. 

D'après  nos  conventions  (art.  625),  le  paramètre  k  est  négatif  pour  les  généra- 
trices du  système  représenté,  et  positif  pour  les  génératrices  du  système  qui  cor- 
respond à  une  ponctuation  inverse. 

725.  Sur  le  plan  horizontal,  un  point  de  croisement  tel  que  a  est  la  projection 
d'un  point  réel  de  rencontre  dont  la  projection  verticale  est  à  un  autre  point  de  croi- 
sement a\  Tous  les  sommets  des  quadrilatères  des  réseaux  des  deux  projections  se 
correspondent  ainsi  sur  des  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre.  Si  nous  considérons 
les  points  a,  |3,  y,...,  nous  remarquerons  que  les  génératrices  qui  s'y  coupent  inter- 
ceptent sur  l'ellipse  AB  des  arcs  qui,  ramenés  sur  le  cercle,  ont  des  amplitudes 
égales.  Il  suit  de  là  que  les  points  qui,  sur  l'hyperboloïde  de  révolution,  corres- 
pondent à  (a,  a'),  (/3,  jS'),...  sont  les  diverses  positions  du  point  de  rencontre  de 

(i)  Les  cotes  de  la  division  dont  l'origine  est  au  point/?  se  rapportent  à  la  trace  de  la  surface  sur 
le  plan  A'B';  elles  sont  dans  l'intérieur  de  l'ellipse  AB.  Celles  de  l'autre  division  sont  en  dehors  de 
cette  courbe.  Nous  avons  négligé  les  cotes  dans  quelques  endroits  où  leur  inscription  eût  pu  rendre 
la  figure  confuse. 
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deux  génératrices  de  systèmes  différents  qui  se  meuvent  d'un  même  mouvement,  et 
par  conséquent  appartiennent  à  un  parallèle.  Donc  ces  points  eux-mêmes  sont  sur 
une  section  de  Thyperboloïde  scalène  avec  un  plan  horizontal. 

On  trouve  par  des  raisonnements  analogues  que  les  points  X,  |x,  v...  sont  en  ligne 
droite,  et  par  suite  que  les  points  X',  |ul',  v'...  qui  leur  correspondent  appartiennent 
à  une  hyperbole  projection  verticale  de  la  section  de  la  surface  par  un  plan  conte- 
nant Taxe  non  transverse.  Les  génératrices  du  cône  asymptote  contenues  dans  ce 
plan  sont  les  asymptotes  de  l'hyperbole  (art.  715). 

Nous  avons  tracé  sur  le  plan  vertical  la  ligne  de  striction  du  système  représenté  ; 
elle  est  trop  rapprochée  de  l'ellipse  de  gorge  pour  qu'il  soit  possible  de  l'indiquer 
d'une  manière  distincte  sur  le  plan  horizontal.  En  supposant  à  sa  projection  verticale 
une  ponctuation  inverse,  on  obtient  la  ligne  de  striction  du  système  positif. 

726.  Les  constructions  seraient  un  peu  simplifiées  s'il  y  avait  coïncidence  entre 
les  points  des  deux  divisions  du  cercle  auxiliaire  ;  par  conséquent,  si  dans  un  exer- 
cice graphique  on  se  propose,  non  de  représenter  un  hyperboloïde  déterminé,  limité 
à  deux  plans  donnés,  mais  de  faire  des  tracés  d'où  résulte  une  représentation  bien 
symétrique  d'un  hyperboloïde  quelconque,  on  pourra  prendre  l'ellipse  trace  hori- 
zontale pour  une  de  celles  sur  lesquelles  doivent  se  placer  des  points  de  croisement 
tels  que  a,  /3,  7, On  établira  à  l'aide  du  demi-cercle  AB  une  division  symé- 
trique par  rapport  aux  axes;  on  tracera  la  projection  horizontale  d'une  première 
génératrice,  en  joignant  deux  des  points  arbitrairement  choisis;  la  position  des 
autres  droites  se  trouvera  déterminée,  et  leur  enveloppe  donnera  l'ellipse  de  gorge. 
On  placera  ensuite  sans  difficulté  les  projections  verticales  des  génératrices. 

Théorèmes  et  exercices  sur  V hyperboloïde  de  révolution, 

727.  Le  cercle  de  gorge  d'un  hyperboloïde  de  révolution  est  la  ligne  de  striction  dans 
les  deux  systèmes^  car  le  plan  qui  touche  la  surface  au  point  (e,  e')  où  une  généra- 
trice {ae,  a!  e')  rencontre  ce  cercle  [fig.  3i2),  est  perpendiculaire  au  rayon  {Oe,e'), 
et  par  conséquent  au  plan  mené  par  le  centre  et  la  génératrice,  qui  est  tangent  à 
l'infini. 

Si  nous  déterminons  l'obliquité  du  plan  tangent  en  un  point  situé  sur  une  géné- 
ratrice à  une  distance  connue  du  point  central,  nous  en  déduirons  facilement  le  pa- 
ramètre k  qui  convient  a  cette  droite  et  à  toutes  les  autres  génératrices,  car  elles 
sont  évidemment  dans  des  positions  relatives  identiques. 

Considérons  la  génératrice  (  ae,  a'  e')  parallèle  au  plan  vertical  [fig.  3 12)  :  la  trace 
horizontale  du  plan  tangent  au  point  (a,  a')  est  la  droite  a  G  tangente  au  cercle  qui 
forme  la  trace  de  la  surface;  le  plan  central  de  la  génératrice  est  vertical.  Si  nous 
coupons  ces  deux  plans  par  un  troisième  (GO',  0' V)  perpendiculaire  à  la  généra- 
trice, les  intersections  comprendront  un  angle  égal  à  celui  des  plans;  sa  tangente 

25. 
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trigonométrique  sera  d'ailleurs  égale  à  Tyy*  Nous  aurons  donc 

a'  e'  eG 

Mais  en  appelant  r  le  rayon  du  cercle  de  gorge,  et  a  l'angle  é o!Q\  nous  avons 

^^  eG==^,        OT=:â^sina. 


cosa 

L'équation  ci-dessus  donne,  lorsqu'on  y  porte  ces  valeurs, 

k  ==  rtanga. 

Le  produit  rtanga  est  égal  à  l'ordonnée  F'?,  ou  au  demi-axe  e'\\  nous  voyons  donc 
que  dans  un  hyperholoïde  de  résolution  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tangents 
de  toutes  les  génératrices  est  égal  à  la  moitié  de  la  longueur  réelle  de  Vaxe  de  résolution, 
considéré  commue  axe  non  transverse  de  la  surface. 

On  arrive  facilement  au  même  résultat  en  faisant  passer  par  la  génératrice  con- 
sidérée un  plan  incliné  à  45^  sur  le  plan  central,  et  déterminant  la  distance  de  son 
point  de  contact  au  point  central. 

La  valeur  de  h  est  positive  pour  la  génératrice  (ae,  a! e!),  et  pour  toutes  celles  du 
même  système,  et  négative  pour  les  génératrices  de  l'autre  système. 

Quand  nous  considérerons  simultanément  deux  hyperboloïdes,  nous  regarderons 
comme  homologues  les  systèmes  dans  lesquels  le  paramètre  a  le  même  signe. 

728.  En  un  point  quelconque  d'un  hyperboloïde  de  révolution,  le  plan  méri- 
dien fait  des  angles  égaux  avec  les  deux  génératrices,  et  est  perpendiculaire  à  leur 
plan  qui  est  le  plan  tangent  en  ce  point.  D'après  cela,  lorsqu'un  hyperboloïde  est 
donné  par  trois  directrices  rectilignes  A,  A',  A''  {fig^  3o2),  pour  reconnaître  s'il 
est  de  révolution  on  construit  une  génératrice  B'%  et  a  chacun  des  points  a,  a!  et  a!' 
où  elle  rencontre  une  directrice,  on  détermine  un  plan  perpendiculaire  à  celui  des 
deux  droites  et  passant  par  la  bissectrice  de  leur  angle.  Si  la  surface  est  de  révolu- 
tion, ces  trois  plans  sont  méridiens  et  se  coupent  suivant  une  même  droite,  qui  est 
l'axe  de  la  surface. 

On  peut  encore  construire  sur  les  directrices  A,  A'  et  A''  un  parallélipipède  DG, 
en  déterminer  le  centre  0,  abaisser  de  ce  point  des  perpendiculaires  sur  les  trois 
droites  A,  A'  et  A'',  et  enfin  voir  si  ces  lignes  sont  dans  un  même  plan  et  de  même 
longueur. 

729.  Représentation  de  deux  hyperboloïdes  de  résolution  tangents  le  long  d'une 
génératrice  commune.  Quand  deux  hyperboloïdes  de  révolution  ont  des  axes  non 
transverses  de  même  grandeur,  les  paramètres  de  leurs  génératrices  sont  égaux,  et 
on  peut  les  placer  de  manière  qu'ils  se  raccordent  tout  le  long  d'une  droite  :  il 
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suffit  de  faire  coïncider  deux  génératrices  des  systèmes  homologues,  de  manière 
que  les  points  centraux  se  superposent  et  que  les  plans  centraux  se  confondenl  en 
un  seul.  Les  axes  des  deux  hyperboloïdes  sont  alors  parallèles  à  ce  plan,  et  les  cen- 
tres sont  sur  la  normale  commune  au  point  central. 

Nous  avons  représenté  sur  les  Planches  XLVI  et  XLVII  deux  hyperboloïdes  de 
révolution  qui  se  touchent  ainsi  suivant  une  droite.  Le  plan  horizontal  est  parallèle 
au  plan  central  de  la  génératrice  de  contact,  et  par  conséquent  à  cette  droite  et 
aux  deux  axes  de  révolution  :  les  projections  de  ces  lignes  sont  AA^,  MM^  et  mm, 
{/ig,  3i4).  Le  plan  vertical  est  parallèle  à  AA4  et  les  projections  verticales  des 
deux  axes  sont  les  horizontales  M'M'^  et  m'm^  {/ig.  3i5).  Ces  données  suffisent 
pour  établir  complètement  la  figure. 

Si  nous  inscrivons  dans  l'angle  M^Om^  une  droite  Yç  perpendiculaire  a  OA,,  et 
égale  a  la  distance  o'O'  des  axes,  nous  aurons 

Yu  cotVO?^  =■  vu  coivOu  ==r  ^^0. 

Mais  chacun  des  angles  YQu  et  vOu  est,  pour  une  des  surfaces,  le  complément  de 
l'angle  que  nous  avons  appelé  a  à  l'article  727;  donc  si  nous  prenons  les  seg- 
ments Yu  Qi  vu  pour  rayons  des  cercles  de  gorge,  les  deux  hyperboloïdes  auront 
des  axes  non  transverses  de  même  grandeur  et  se  raccorderont. 

Nous  rapportons  en  co  sur  o'O'  le  point  de  division  u  du  segment  ^V  qui  est  égal 
à  la  distance  des  axes  de  révolution,  et  nous  traçons  la  projection  verticale  A'wA'^ 
de  la  génératrice  de  contact. 

Nous  prenons  sur  cette  droite  une  longueur  (AA^ ,  A' AJ  partagée  en  deux  par- 
ties égales  par  le  point  central  (0,  w),  et  nous  limitons  chaque  surface  aux  parallèles 
qui  passent  par  les  points  extrêmes  (A,  A'),  (A^,  AJ;  nous  déterminons  facilement 
les  traces  horizontales  de  leurs  plans,  puis  leurs  centres  (M,  M'),  (M|,  M'^),  (m,  m'), 
{m^ ,  mj,  et  ensuite  leurs  rayons  qui  sont  les  vraies  grandeurs  des  lignes  (MA,  Wk'), 
{m  A,  m'A').  Nous  avons  alors  les  longueurs  des  droites  qui  sont  les  projections  ho- 
rizontales des  parallèles,  et  nous  pouvons  tracer  les  ellipses  qui  forment  leurs  pro- 
jections verticales. 

730.  Le  contour  apparent  de  chaque  surface  sur  le  plan  horizontal  est  une  hyper- 
bole méridienne;  son  axe  transverse  est  égal  au  diamètre  du  cercle  de  gorge,  et  son 
axe  non  transverse  au  double  de  la  longueur  0?/.  La  ligne  x4A,,  projection  d'une 
génératrice  horizontale,  est  une  des  asymptotes;  on  détermine  facilement  l'autre,  qui 
est  GG^  pour  le  premier  hyperboloïde,  et  ggi  pour  le  second. 

Les  contours  apparents  par  rapport  au  plan  vertical  sont  les  sections  des  surfaces 
par  les  plans  diamétraux  qui  sont  conjugués  avec  les  projetantes  (art.  717),  et  dont 
par  conséquent  les  traces  horizontales  sont,  par  rapport  aux  projections  des  hy- 
perboles méridiennes  horizontales,  les  diamètres  conjugués  a  la  direction  00'.  On 
obtient  facilement  ces  droites  en  opérant  sur  les  asymptotes. 
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Nous  traçons  entre  les  lignes  GG^  et  gg^  une  droite  Ss,  parallèle  a  A^  A;  nous 
prenons  les  longueurs  OS^  et  Os^  respectivement  doubles  des  segments  OS  et  0^,  et 
les  diamètres  PP^  et/p^  parallèles  à  S^R  et  ^,R  sont  les  traces  des  plans  cherchés  (r). 
L'axe  vertical  d'une  hyperbole  de  contour  apparent  est  égal  au  diamètre  du 
cercle  de  gorge  ;  on  peut  déterminer  les  asymptotes  de  diverses  manières.  Nous  les 
considérerons  comme  les  intersections  du  cône  asymptote  par  le  plan  de  la  courbe. 
Le  plan  vertical  LF  coupe  le  cône  asymptote  du  premier  hyperboloïde  suivant  un 
cercle  dont  le  rayon  est  MG  :  si  nous  rabattons  ce  cercle  sur  le  plan  horizontal  qui 
contient  l'axe  de  révolution,  nous  déterminerons  l'ordonnée  Vn''  de  la  trace  de  la 
génératrice  PPi  du  cône  asymptote.  Prenant  îtt:' et  tt^ tt^^  (/%.  3i5)  égaux  à  Ptt'' 
{Jïg.  3i4)>  nous  obtenons  les  points  n'  et  n\  qui  déterminent  les  asymptotes  O'tt' 
et  0^n\,  Nous  n'avons  pas  prolongé  ces  droites  au  delà  du  centre  0^  par  crainte  de 
confusion,  et  pour  le  même  motif  nous  n'avons  pas  conservé  sur  la  figure  les  asymp- 
totes du  contour  apparent  de  l'hyperboloïde  supérieur. 

Si  le  plan  vertical  PP^  n'avait  rencontré  le  cône  asymptote  qu'à  son  sommet,  le 
contour  apparent  de  l'hyperboloïde  aurait  été  une  ellipse. 

731.  Nous  avons  tracé  sur  chaque  hyperboloïde  onze  génératrices  de  même 
système  que  la  génératrice  de  contact,  et  disposées  de  manière  à  partager  avec  elle 
la  surface  en  douze  parties  égales.  Pour  cela,  le  parallèle  extrême  LF  ayant  été  ra- 
battu comme  nous  l'avons  dit  plus  haut,  nous  l'avons  divisé  en  douze  parties  à  partir 
du  point  A''  qui  se  projette  en  A.  Afin  de  dégager  la  figure,  nous  avons  placé  l'une 
sur  l'autre  les  deux  moitiés  supérieure  et  inférieure  du  parallèle  :  le  point  de  divi- 
sion qui  arrivait  en  G''  a  été  ainsi  ramené  en  G"'. 

La  division  du  parallèle  extrême  du  second  hyperboloïde  a  été  faite  de  la  même 
manière. 

732.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  à  l'article  628,  les  hyperboloïdes  peuvent  se 
raccorder  le  long  des  deux  mêmes  génératrices  réunies  en  une  seule  droite,  dans 
trois  autres  positions  relatives,  mais  il  n'y  en  a  qu'une  qui  soit  réellement  différente, 
celle  que  l'on  obtiendrait  en  faisant  tourner  une  des  surfaces  de  ï8o^  autour  de  la 
génératrice  de  contact.  Si,  considérant  le  second  hyperboloïde  dans  ses  deux  posi- 
tions, on  le  faisait  tourner  de  i8o^  autour  de  la  normale  commune  au  point  central 
(0,  w),  le  système  des  surfaces  présenterait  les  mêmes  apparences  par  suite  des 
symétries  qui  existent. 

Avec  les  données  que  nous  avons  choisies,  on  aurait  reconnu  que  les  centres  des 
hyperboloïdes  devaient  être  d'un  même  côté  du  point  central,  et  par  conséquent  que 
l'un  d'eux  devait  se  trouver  dans  l'intérieur  de  l'autre,  si  la  perpendiculaire  V^  à  la 
projection  AA^  de  la  génératrice  de  contact  avait  rencontré  les  axes  MM^  et  mm^  d'un 
même  côté  de  cette  droite.  Les  rayons  ui^  et  uY  eussent  en  effet  été  de  même  signe. 

fi]  Cette  construction  est  analogue  à  celles  des  articles  1398  et  645. 


CHAPITRE   IV.  —   HYPERBOLOIDE.  igg 

755.  Quand  deux  hyperboloïdes  A  et  A^  se  raccordent  le  long  d'une  généra- 
trice G,  un  plan  passant  par  cette  droite  et  par  un  point  N  de  leur  intersection  les 
touche  en  un  point  M  de  G,  et  les  coupe  suivant  des  génératrices  G'  et  G'^  qui  pas- 
sent par  M  et  appartiennent  aux  seconds  systèmes.  Mais  le  point  N  est  sur  ces  deux 
droites,  elles  se  confondent  donc,  et  par  suite  l'intersection  complète  ne  peut  se 
composer  que  de  lignes  droites. 

Les  surfaces  étant  du  second  degré,  la  projection  de  Fintersection  est  donnée 
par  une  équation  du  quatrième,  qui  doit  se  décomposer  en  deux  équations  du 
second,  dont  l'une  représente  la  génératrice  de  contact;  l'autre  correspond  donc  a 
deux  droites  réelles  ou  imaginaires. 

754.  Les  génératrices  d'intersection  sont  évidemment  parallèles  à  celles  suivant 
lesquelles  se  coupent  les  cônes  directeurs,  en  les  supposant  placés  de  manière  à  avoir 
leurs  sommets  en  un  même  point;  mais  il  importe  de  voir  que,  toutes  les  fois  que  les 
cônes  auront  des  droites  communes,  les  hyperboloïdes  se  couperont  suivant  des 
droites  parallèles  à  celles-là. 

Les  génératrices  B  etB^  des  deux  surfaces  qui  passent  par  un  point  quelconque  C 
de  la  génératrice  de  contact  G,  sont,  ainsi  que  cette  droite,  dans  le  plan  tangent  en 
C;  leurs  homologues  è,  6^  et  g,  sur  les  cônes  directeurs,  sont  donc  aussi  dans  un 
même  plan,  et  par  suite  tout  plan  passant  par  ^  coupe  les  cônes  suivant  deux  droites 
dont  les  homologues  des  seconds  systèmes  des  deux  hyperboloïdes  se  croisent 
en  un  point  de  G.  Par  conséquent,  si  les  cônes  se  coupent  le  long  d'une  droite, 
les  génératrices  homologues  de  cette  ligne  dans  les  seconds  systèmes  passeront 
par  un  même  point,  et  comme  d'ailleurs  elles  seront  parallèles,  elles  se  confon- 
dront. 

Les  cônes  étant  tangents  le  long  de  g,  doivent  se  couper  suivant  deux  droites 
(réelles  ou  imaginaires),  qui  peuvent  se  confondre  en  une  seconde  génératrice  de 
contact  :  les  hyperboloïdes  ont  donc  deux  droites  d'intersection  (réelles  ou  imagi- 
naires) ou  une  nouvelle  génératrice  de  raccordement  qui  n'appartient  pas  au  même 
système  que  la  première. 

755.  Sur  \^ figure  3i4,  les  cônes  asymptotes  sont  projetés  sur  les  espaces  angu- 
laires GOA  et  G^  0A^,  g-OA  et  g'^OA^  qui  n'ont  pas  de  partie  commune.  Leurs  pro- 
jections seront  les  mêmes,  si  on  les  transporte  verticalement,  de  manière  a  faire 
coïncider  leurs  sommets  en  un  point  de  la  verticale  du  point  0;  les  cônes  directeurs 
ne  se  coupent  donc  pas,  et  les  hyperboloïdes  n'ont  en  commun  que  la  génératrice 

Nous  avons  représenté  en  projection  horizontale  sur  \^  figure  3i6  deux  hyperbo- 
loïdes de  révolution  en  contact  le  long  d'une  génératrice,  mais  tels,  que  les  projec- 
tions des  cônes  asymptotes  se  superposent  en  partie.  Nous  allons  rechercher  si  les 
hyperboloïdes  ont  des  génératrices  communes  :  nous  ferons  les  opérations,  à  l'aide 
de  la  seule  projection  horizontale,  et  des  plans  verticaux  auxiliaires  perpendicu- 
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lairesaux  axes  non  transverses.  Les  lettres  indiquent  la  concordance  à^^  figures  3i4 
et  3i6. 

Lorsque  les  cônes  ont  été  transportés  verticalement  de  manière  que  leurs  sommets 
coïncident,  leurs  sections  par  les  plans  verticaux//,  è^A^,  FL  et  B^H^,  sont  des 
cercles  situés  sur  une  même  sphère  dont  le  centre  est  en  0,  et  dont  le  rayon  est 
OA;  donc  le  point  Q  où  se  coupent  les  traces  AG  et  A^g'^  est  la  projection  de 
deux  points  de  rencontre  des  cercles.  Si  nous  rabattons  le  plan  FL,  nous  pourrons 
placer  en  Q'  Tun  des  points  qui  se  projettent  horizontalement  en  Q,  et  alors  les 
droites  OQ,  MQ'  seront  les  projections  horizontale  et  verticale  d'une  génératrice 
d'intersection  des  cônes.  Pour  éviter  la  confusion  sur  le  plan  horizontal,  nous  avons 
rabattu  les  parties  inférieure  et  supérieure  du  plan  vertical  Tune  sur  l'autre; 
d'après  cela,  nous  aurons  la  projection  verticale  de  la  seconde  génératrice  d'in- 
tersection en  considérant  la  droite  MQ'  comme  appartenant  au  second  rabatte- 
ment. 

Il  est  maintenant  facile  de  déterminer  les  génératrices  d'intersection  des  hyperbo- 
loïdes  :  ce  sont  les  droites  (Rr,  Wp)  et  (S^,  S'œ)  appartenant  aux  seconds  systèmes, 
et  respectivement  parallèles  à  la  ligne  (OQ,  MQ')  dans  ses  deux  positions. 

Sur  le  plan. vertical  FL,  les  points  qui  sont  dans  leur  véritable  position  par  rap- 
port a  la  trace  A'  de  la  génératrice  de  contact,  sont  indiqués  par  des  lettres  ayant 
un  seul  accent,  et  ceux  qui  devraient  être  de  l'autre  côté  de  la  ligne  de  terre  et  qui 
ont  été  ramenés  du  côté  des  premiers,  par  des  lettres  ayant  deux  accents.  On  voit 
d'après  cela  que  les  droites  (Rr,  R''p)  et  (S^,  S'c)  rencontrent  le  plan  vertical  FL, 
la  première  au-dessous  du  centre  M,  et  la  seconde  au-dessus  de  ce  point. 

Nous  avons  vérifié  les  tracés  en  faisant  les  déterminations  a  l'aide  du  plan  ver- 
tical//, perpendiculaire  à  l'axe  du  cône  supérieur.  Nous  avons  mis  un  seul  accent 
aux  lettres  qui  désignent  les  points  dont  la  position  par  rapport  à  la  trace  a'  n'a 
pas  été  modifiée. 

Les  droites  (Rr,  R''p)  et  (S 5,  S'a)  rencontrent  la  génératrice  de  contact  aux 
points  a  et  jS;  elles  ne  sont  vues  que  sur  de  petites  longueurs  depuis  les  points  X  et 
p.  où  elles  touchent  le  contour  apparent  de  l'hyperboloïde  supérieur,  jusqu'aux 
points  R^  et  S  situés  sur  les  bases  de  l'hyperboloïde  inférieur.  Au  delà  de  ces  points, 
elles  seraient  encore  vues  sur  la  première  de  ces  surfaces,  mais  elles  ne  sont  plus 
lignes  d'intersection  (i). 

756.  Les  cônes  et  par  suite  les  hyperboloïdes  se  coupent,  toutes  les  fois  que 
la  somme  des  angles g-OA  et  AOG  est  supérieure  à  iSo^,  c'est-à-dire  quand  l'angle 
MO  m,  qui  est  formé  par  les  axes  et  qui  comprend  la  génératrice  de  contact  OA,  est 
obtus.  Quand  cet  angle  est  droit,  les  secondes  asymptotes  GG^  et  gg^  des  hyper- 

(i)  L'intersection  des  hyperboloïdes  se  dessine  très-bien  sur  une  projection  verticale.  La  cons- 
truction de  cette  projection  est  un  bon  exercice  graphique. 
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boles  méridiennes  se  réunissent,  en  projection  sur  le  plan  horizontal,  et  les 
génératrices  du  second  système  qui  leur  sont  parallèles  dans  le  plan  tangent  en  oj 
{fie*  ^*^)  ^^  confondent  également.  Comme  d'ailleurs  les  surfaces  se  touchent  en 
ce  point  central,  et  que  le  paramètre  est  le  même,  les  deux  génératrices  réunies  for- 
ment une  seconde  droite  de  raccordement. 

En  analysant  les  constructions  de  \^  figure  3 16,  on  reconnaît  facilement  que,  dans 
le  cas  qui  nous  occupe,  les  lignes  d'intersection  Rr  et  S5  se  confondent  avec  la 
nouvelle  génératrice  de  contact. 

757.  Les  droites  vO  et  VO  étant  supposées  à  angle  droit  [fig.  3i4),  chaque 
cercle  de  gorge  est  dans  le  plan  méridien  de  Fautre  surface;  on  a  d'ailleurs 

tangwOV tang wO^  =  i  (i), 
ou 

uSf         uv 
Qu       Ou 

Si  l'on  appelle  R  et  r  les  rayons  des  cercles  de  gorge,  et  c  la  longueur  Ou  qui  est 
celle  des  demi-axes  non  transverses  des  hyperboles  méridiennes  des  deux  surfaces, 
l'équation  précédente  deviendra 

Les  rayons  de  courbure  des  hyperboles  méridiennes  à  leur  sommet  co  sont  -g  ^t  ^  ^ 

la  formule  que  nous  venons  de  trouver  exprime  donc  que,  quand  deux  hyperbo- 
loïdes  de  révolution  se  raccordent  le  long  de  deux  génératrice^,  chaque  cercle  de 
gorge  est  osculateur  de  l'hyperbole  méridienne  de  l'autre  surface,  et  comme  ces 
courbes  ne  se  traversent  pas,  le  contact  s'élève  au  troisième  ordre. 

738.  Dans  le  cas  de  \^  figure  3i6,  si  l'on  ne  conservait  de  chaque  surface,  que 
les  parties  respectivement  comprises  entre  les  cercles  de  gorge,  et  les  bases//  et  FL, 
les  hyperboloïdes  se  toucheraient  sans  se  couper. 

Si  l'un  des  hyperboloïdes  était  dans  l'intérieur  de  l'autre,  les  cônes  directeurs 
placés  de  manière  à  avoir  leurs  sommets  en  un  même  point,  n'auraient  en  commun 
que  leur  génératrice  de  contact,  et  que  par  conséquent  les  surfaces  ne  se  coupe- 
raient pas.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir,  sur  \^  figure  3i6,  que  si  l'un  des  hyper- 
boloïdes faisait  une  révolution  de  180^  autour  de  la  droite  A|  A,  le  point  d'intersec- 
tion analogue  à  Q  serait  sur  les  prolongements  des  projections  des  bases,  et  que  par 
suite  il  ne  correspondrait  à  aucun  point  de  la  sphère  que  nous  avons  considérée. 


(i)  Si  nous  mettions  les  signes  en  évidence,  le  produit  des  tangentes  serait  —  i,  ce  qui  indiquerait 
que  les  rayons  R  et  r  doivent  être  dirigés  en  sens  contraire  à  partir  du  point  de  contact. 

II.  a6 
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Hyperboloïde  employé  comme  surface  auxiliaire. 

759.  Soit  G  une  génératrice  d'une  surface  gauche  déterminée  par  trois  direc- 
trices A,  B  et  C  [fig.  236)  :  en  remplaçant  les  courbes  par  leurs  tangentes  R,  S  et  T 
aux  points  m,  n  et  p  où  elles  rencontrent  la  génératrice,  on  obtient  un  hyperbo- 
loïde qui  touche  la  surface  à  ces  points,  et  qui,  par  conséquent,  se  raccorde  avec 
elle  tout  le  long  de  G. 

Quand  les  trois  tangentes  sont  dans  un  même  plan,  Thyperboloïde  se  réduit  à 
ce  plan,  qui  est  le  plan  tangent  unique  de  la  surface  en  tous  les  points  de  la 
génératrice,  sauf  au  sommet,  car  il  y  en  a  nécessairement  un  à  distance  finie  ou 
infinie. 

Lorsque  deux  tangentes  R  et  S  sont  dans  un  même  plan,  et  que  la  troisième  T  ne 
s'y  trouve  pas,  la  surface  a  un  sommet  en  p.  Le  plan  de  rebroussement  en  ce  point 
est  déterminé  par  les  droites  G  et  T,  et  le  plan  des  droites  R  et  S  est  le  plan  tangent 
unique  de  la  surface,  à  tous  les  autres  points  de  G. 

Les  raisonnements  que  nous  avons  présentés  à  l'article  614  ne  sont  pas  applica- 
bles sans  restriction  a  ces  cas,  car  nous  avons  supposé  que  tout  plan  sécant  coupait 
les  deux  génératrices  consécutives  en  deux  points  distincts,  ce  qui  n'a  pas  lieu  à  un 
sommet. 

740.  Dans  le  cas  général,  quand  deux  quelconques  des  tangentes  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan,  la  surface  est  un  hyperboloïde  (ou  un  paraboloïde),  et  il  y  a 
raccordement.  Si  maintenant  on  suppose  que  la  directrice  T  tourne  autour  du  point/? 
et  dans  le  plan  tangent  en  ce  point,  l'hyperboloïde  se  modifiera  en  restant  toujours 
tangent  aux  divers  points  de  G,  et  il  sera  un  paraboloïde  quand  la  directrice  mobile  T 
se  confondra  avec  l'intersection  du  plan  tangent  en  p,  avec  un  plan  passant  en  ce 
point  et  parallèle  aux  deux  directrices  R  et  S.  Nous  obtenons  ainsi  une  infinité  d'hy- 
perboloïdes  et  un  paraboloïde,  tous  de  raccordement. 

En  considérant  l'une  quelconque  des  positions  de  T,  et  faisant  tourner  séparé- 
ment chacune  des  deux  autres  directrices  rectilignes  dans  son  plan  tangent,  nous 
obtiendrons  d'autres  hyperboloïdes  qui  seront  des  paraboloïdes  dans  toutes  les  posi- 
tions, en  nombre  infini,  où  les  trois  tangentes  directrices  se  trouveront  parallèles  à 
un  même  plan. 

741 .  Considérons  une  génératrice  G  d'une  surface  gauche,  et  une  droite  D  située 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  sous  la  seule  condition  de  ne  pas  rencon- 
trer G  :  trois  plans  passant  par  D  coupent  la  surface  suivant  trois  courbes  A,  B  et 
C  dont  les  tangentes  R,  S  et  T  aux  points  où  elles  rencontrent  G  déterminent  un 
hyperboloïde  de  raccordement  sur  lequel  D  est  une  génératrice  du  même  système 
que  G,  car  elle  rencontre  les  trois  directrices  R,  S  et  T;  les  génératrices  de  l'autre 
système  rencontrent  les  deux  droites  G  et  D,  et  sont  tangentes  aux  différentes  sec- 
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tions  faites  dans  la  surface  par  des  plans  passant  par  D.  Nous  concluons  de  là  deux 
théorèmes  : 

i^  Si  Von  coupe  une  surface  gauche  par  une  série  de  plans  passant  par  une  droite, 
les  tangentes  de  toutes  les  sections  aux  points  situés  sur  une  même  génératrice  forme- 
ront un  hyperboloïde. 

2^  On  peut  toujours  déterminer  un  hyperboloïde  qui  touche  une  surface  gauche  le 
long  d'une  génératrice,  et  qui  contienne  une  droite  non  située  dans  un  même  plan  avec 
la  génératrice,  mais  d'ailleurs  quelconque. 

On  peut  considérer  un  hyperboloïde  de  raccordement  comme  déterminé  par  la 
génératrice  G,  la  génératrice  de  la  surface  gauche  qui  lui  est  infiniment  voisine,  et 
une  droite  D.  L'hyperboloïde  se  change  en  un  paraboloïde  quand  ces  trois  droites 
sont  parallèles  à  un  même  plan,  et  par  suite  quand  la  droite  D  est  parallèle  au  plan 
tangent  de  la  surface  au  point  de  G  situé  à  l'infini. 

742.  Les  hyperboloïdes  de  raccordement  a  une  surface  gauche  le  long  d'une 
génératrice  G  ont  les  mêmes  plans  tangents  aux  divers  points  de  cette  droite,  et 
notamment  a  celui  qui  est  a  l'infini;  mais  chaque  plan  tangent  d'un  hyperboloïde  à 
l'infini  contient  le  centre  de  cette  surface  ;  donc  tous  les  hyperboloïdes  de  raccorde- 
dément  à  une  surface  gauche  le  long  d'une  génératrice  ont  leurs  centres  dans  un  même 
plan,  qui  n'est  autre  que  le  plan  tangent  à  l'infini. 

743.  Tout  hyperboloïde  de  révolution  dont  l'axe  non  transverse  est  double  du 
paramètre  de  la  génératrice  considérée  sur  la  surface  gauche,  peut  être  placé  de  ma- 
nière à  se  raccorder  avec  elle  (art.  628  et  727);  une  surface  gauche  se  raccorde 
donc  a^^ec  une  infinité  d' hyperboloïdes  de  révolution  le  long  d'une  génératrice  donnée. 
Les  centres  de  ces  hyperboloïdes  sont  évidemment  sur  la  normale  au  point  central. 

Une  normale  a  une  surface  de  révolution  coupe  l'axe;  toutes  les  normales  à  une 
surface  gauche  aux  divers  points  d'une  génératrice  G  rencontrent  donc  les  axes  des 
hyperboloïdes  de  révolution  qui  se  raccordent  avec  la  surface  le  long  de  G,  et  par 
suite  ces  axes  forment  les  génératrices  du  second  système  du  paraboloïde  des  nor- 
males (art.  620). 


CHAPITRE  Y, 

SURFACES   DONT   LES    GÉNÉRATRICES   NE   SONT   PAS    PARALLÈLES   A   UN   MEME    PLAN. 


Plans  tangents.  —  Cônes  et  cylindres  circonscrits. 

744.  On  peut  résoudre,  pour  les  surfaces  gauches  en  général,  le  problème  du 
plan  tangent  en  un  point  donné,  et  celui  du  point  de  contact  d'un  plan  contenant 
une  génératrice,  en  employant  un  hyperboloïde  de  raccordement. 

26. 
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Considérons  une  surface  déterminée  par  trois  directrices  A,  B  et  C  [fig.  322),  et 
proposons-nous  de  construire  son  plan  tangent  en  un  point  [i  d'une  génératrice  G. 
L'hyperboloïde  qui  a  pour  directrices  les  tangentes  R,  S  etT  se  raccorde  avec  la  sur- 
face le  long  de  G.  Nous  déterminons  les  génératrices  G'  et  G"  de  cette  surface,  qui 
passent  par  deux  points  m!  et  m"  arbitrairement  choisis  sur  Tune  des  tangentes 
(art.  682),  et  les  prenant  pour  directrices,  nous  construisons  la  génératrice  /jlt  du 
second  système  qui  passe  au  point  p,.  Le  plan  tangent  cherché  est  déterminé  par 
les  droites  G  et  /xr. 

Si  Ton  cherche  le  point  où  un  plan  contenant  la  génératrice  G  touche  la  surface, 
on  déterminera  comme  précédemment  deux  génératrices  G'  et  G''  d'un  hyperboloïde 
de  raccordement,  et  Ton  construira  les  traces  [jJ  et  jx''  de  ces  droites  sur  le  plan  : 
les  génératrices  p/jui''  et  G  formeront  son -intersection  avec  Thyperboloïde,  et  leur 
point  de  rencontre  fx  sera  le  point  de  contact  cherché. 

Cette  construction  permet  de  déterminer  par  points  la  courbe  de  contact  d'un 
cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  donné  (art.  646). 

745.  On  peut,  pour  la  solution  de  ces  problèmes,  commencer  par  changer  l'hy- 
perboloïde  en  un  paraboloïde  (art.  740),  et  alors  il  n'est  nécessaire  de  construire 
qu'une  génératrice  du  même  système  que  celle  qui  passe  par  le  point  donné,  ou 
qui  est  contenue  dans  le  plan. 

Par  le  point/?,  où  cette  génératrice  G  {fig,  3^3)  rencontre  l'une  des  directrices, 
nous  faisons  passer  un  plan  Q  parallèle  aux  tangentes  R  et  S  des  autres  directrices, 
et  nous  prenons  son  intersection  T'  avec  le  plan  qui  contient  la  génératrice  G  et  la 
tangente  T,  et  qui,  par  conséquent,  est  tangent  en  p.  Les  droites  R,  S  et  T'  déter- 
minent un  paraboloïde  de  raccordement  dont  nous  construisons  une  génératrice  G' 
de  même  système  que  G. 

Maintenant,  si  l'on  veut  avoir  le  plan  tangent  en  fx,  on  fera  passer  par  ce  point 
un  plan  parallèle  a  Q,  et  l'on  cherchera  le  point  i^J  où  il  coupe  G'.  La  droite  /Jifji'  est 
une  génératrice  du  second  système;  elle  se  trouve  avec  G  dans  le  plan  demandé. 

Si,  au  contraire,  on  cherche  le  point  de  contact  d'un  plan  donné  contenant  G,  on 
construira  son  intersection  ixl  avec  G',  et  par  ce  point  on  mènera  un  plan  parallèle 
à  Q,  qui  coupera  G  au  point  demandé  [i. 

746.  Quand  la  surface  est  donnée  par  deux  directrices  A  et  B  et  un  cône  direc- 
teur C  [fig,  3^5),  on  détermine  les  tangentes  R  et  S  des  courbes,  et  le  plan  tan- 
gent P  du  cône  directeur  le  long  de  la  génératrice  g  parallèle  à  G.  Le  paraboloïde 
qui  a  pour  directrices  les  droites  R  et  S  et  pour  plan  directeur  le  plan  P,  se  raccorde 
avec  la  surface  le  long  de  G  (art.  614).  Les  problèmes  sont  donc  ramenés  à  ceux 
que  nous  avons  résolus  aux  articles  644,  645  et  646). 

747.  Nous  avons  vu  (art.  615)  que  les  plans  tangents  du  cône  directeur  sont  res- 
pectivement parallèles  aux  plans  passant  par  les  différentes  génératrices  et  tangents 
à  Tinfini.  Il  résulte  delà  que  les  génératrices  (autres  que  les  arêtes)  auxquelles  cor- 
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respondent  les  branches  infinies  de  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit 
sont  parallèles  aux  génératrices  du  cône  directeur  le  long  desquelles  le  plan  tangent 
est  parallèle  au  cylindre,  ce  qui  permet  de  les  déterminer. 

Il  n'est  pas  aussi  facile  d'obtenir  les  génératrices  auxquelles  correspondent  les 
branches  infinies  de  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  dont  le  sommet  S  est 
donné.  On  y  parviendrait  en  menant  du  point  S  des  plans  tangents  a  la  déyelop- 
pable  asymptote;  mais  cette  construction  exigerait  que  l'on  eût  tracé  au  préalable 
l'intersection  de  cette  surface  par  un  plan  contenant  le  sommet  S.  On  peut  sou- 
vent disposer  des  courbes  d'erreur  qui  conduisent  plus  simplement  à  la  solution 
du  problème. 

748.  Pour  construire  les  asymptotes  des  branches  infinies  d'une  section  plane, 
on  cherche  les  génératrices  du  cône  directeur  qui  sont  parallèles  au  plan  sécant,  on 
détermine  les  génératrices  de  la  surface  qui  leur  sont  parallèles,  et  on  prend  Tin- 
tersection  du  plan  sécant  par  les  plans  passant  par  ces  dernières  droites  et  respecti- 
vement parallèles  aux  plans  tangents  du  cône.  Nous  avons  donné,  à  l'occasion  de 
l'hyperboloïde,  un  exemple  de  cette  construction  (art.  711). 

Nous  rappellerons  qu'une  section  plane  peut  avoir  d'autres  branches  infinies  que 
celles  qui  correspondent  aux  génératrices  parallèles  au  plan  (art.  599).  On  ne  peut 
donner  aucune  règle  générale  pour  déterminer  les  asymptotes  de  ces  branches. 

Nous  allons  maintenant  étudier  sur  une  surface  spéciale  les  tracés  relatifs  aux 
surfaces  gauches  qui  n'ont  pas  de  plan  directeur. 

Surface  du  biais  passé, 

749.  La  surface  du  biais  passé  est  la  surface  gauche  dont  les  directrices  sont 
deux  cercles  égaux  et  situés  dans  des  plans  parallèles,  et  une  droite  perpendiculaire 
à  leurs  plans  et  passant  par  le  milieu  de  la  ligne  qui  joint  leurs  centres. 

Nous  prenons  pour  plan  horizontal  celui  qui  contient  les  centres  des  cercles  et  la 
directrice  rectiligne;  le  plan  vertical  est  parallèle  aux  plans  des  cercles. 

Un  plan  auxiliaire  (0^0%  W n')  passant  par  la  directrice  rectiligne  (0,02,  0') 
[fig*  317)  coupe  en  deux  points  chacun  des  cercles  (AB,  A'M'B'),  (CD,  Çln'J)'), 
et  détermine  quatre  génératrices.  Les  deux  génératrices  alternes  [Wn^Wn')  et 
(Nm,  Wm')  rencontrent  la  directrice  rectiligne  au  milieu  0  du  segment  0^0^ 
intercepté  par  les  plans  des  cercles;  l'ensemble  de  ces  lignes  forme  donc  un  cône 
qui  a  son  sommet  en  ce  point*  Les  génératrices  externes  (Mm,  M' m')  et  (Nn,  Wn') 
coupent  la  directrice  rectiligne  en  des  points  différents,  et  par  suite  leur  lieu  n'est 
pas  un  cône,  mais  une  surface  gauche  (art.  464),  celle  que  nous  avons  définie. 

750.  Centre,  Plan  principaL  II  résulte  des  symétries  de  la  figure,  que  les 
droites  (Mm,  M' m')  et  (N;^,  N'/i')  sont  parallèles  et  a  égales  distances  du  point 
(0,  0')  ;  comme  d'ailleurs  cette  disposition  se  reproduit  pour  tous  les  couples  de 
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génératrices  contenues  dans  les  plans  auxiliaires,  nous  voyons  que  la  surface  a  un 
centre  qui  est  le  point  (  0,  0'  ). 

Un  second  plan  auxiliaire  (0^0^  M'i^'J,  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle 
M'iO' A'  égal  à  N'O'D',  contient  deux  génératrices  qui  ont  avec  les  précédentes  des 
positions  symétriques  par  rapport  au  plan  horizontal  de  projection.  Ce  plan  est  donc 
un  plan  principal  de  la  surface. 

Les  quatre  génératrices 

{Mm^Wm'),         (Mm,  M'i^'i), 
(N/i,  N>\),  (Nn,  F^')» 

peuvent  être  considérées  comme  formant  un  groupe  caractérisé  par  la  grandeur 
absolue  de  l'angle  n'O^D'. 

751.  Sommets.  Le  plan  horizontal  contient  les  deux  génératrices  (AC,  A'C), 
(BD,  B'D')  {Jig.  317)  qui  forment  un  groupe  simple.  Lorsque  la  première  passe  à  la 
position  voisine,  elle  décrit  un  clément  plan,  en  glissant  sur  les  tangentes  verticales 
des  directrices  circulaires  aux  points  (A,  A')  et  (C,  C),  et  en  tournant  autour  du 
point  (I,  0').  Ce  point  est  donc  un  sommet;  il  en  est  de  même  du  point  (J,  0')  situé 
sur  la  génératrice  (BD,  B'D'). 

A  chaque  sommet,  le  plan  de  rebroussement  est  déterminé  par  la  génératrice  et 
la  directrice  rectiligne  (art.  759)  :  c'est  le  plan  horizontal  de  projection.  Aux 
autres  points  des  génératrices  horizontales  AC  etBD,  le  plan  tangent  est  vertical. 

Le  segment  lOJ  de  la  directrice  rectiligne  est  parasite  {/ig-  3 17);  uiais  on  recon- 
naît facilement  que  lorsque  les  projections  verticales  des  directrices  circulaires  ne 
se  rencontrent  pas  {fig.  518),  le  segment  parasite  de  la  directrice  rectiligne  est 
celui  qui  s'étend  du  point  I  au  point  J  en  passant  par  l'infini,  tandis  que  le  segment 
10 J  est  double  sur  la  surface. 

752.  Arêtes.  Lorsque  la  trace  verticale  du  plan  auxiliaire  est  tangente  aux 
projections  des  directrices  circulaires,  les  deux  génératrices  parallèles  {Mm,  Wm') 
et  (N^,  N'^')  {Jig.  3i8)  se  confondent  en  une  seule  {pq^pq')^  qui  est  par  consé- 
quent une  arête;  la  génératrice  symétrique  {pq,  p\  q\)  est  également  une  arête.  On 
voit,  en  effet,  que  ces  deux  droites  forment  le  contour  apparent  de  la  surface  sur 
le  plan  vertical,  et  par  conséquent  qu'un  même  plan  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical est  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  chacuîie  d'elles. 

Les  points  p  et  q  sont  à  égales  distan^^es  des  points  0^  et  O2;  il  en  résulte  que 
la  projection  horizontale  p^r  passe  par  le  centre  0  de  la  surface,  et  que  les  arêtes  se 
croisent  en  ce  point. 

Les  arêtes  forment  un  groupe  simple  qui  correspond  à  la  valeur  maximum  de 
l'angle  7i'0'D\ 

Dans  la  disposition  adoptée  sur  h  figure  317,  aucune  génératrice  ne  passe  par 
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le  centre,  et  la  surface  n'a  pas  d'arêtes.  Le  plan  vertical  (O^O^,  PiP)  contient  deux 
génératrices  qui  forment  un  groupe  simple. 

Si  les  projections  verticales  des  directrices  circulaires  étaient  tangentes  l'une  à 
l'autre,  la  surface  se  décomposerait  en  deux  cônes;  elle  se  réduirait  à  un  cylindre 
si  ces  projections  se  confondaient. 

755.  Relations  d'homologie.  Les  directrices  circulaires  sont,  sur  la  projection 
verticale,  deux  figures  homologiques  dans  lesquelles  les  points  M'  et  m!  situés  sur 
une  même  génératrice  se  correspondent  [fig^'^i']  ou3j8).  Le  point  0'  est  le 
centre,  et  la  droite  0' z  l'axe  d'homologie. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  on  peut  considérer  un  cône  dont  le  sommet 
se  projetterait  en  0',  et  qui  aurait  pour  directrice  le  cercle  A'B'.  On  trouve  facile- 
ment que  le  second  cercle  CD'  est  la  projection  d'une  section  faite  dans  ce  cône 
par  un  certain  plan  contenant  la  droite  0'^,  ce  qui,  d'après  les  définitions  que 
nous  avons  données  (art.  401),  suffit  pour  établir  les  relations  d'homologie.  Nous 
croyons  inutile  d'entrer  dans  plus  de  détails  sur  une  proposition  qui  ne  se  rattache 
à  notre  sujet  que  parce  qu'elle  donne  quelques  vérifications  dans  les  tracés. 

754.  Cône  directeur.  Nous  menons  par  le  point  (0^ ,  0')  {^fig\  317  ou  3 18)  une 
droite  (0|  jui,  O'fji')  parallèle  à  une  génératrice  (N/^,  Wn'),  et  nous  déterminons  sa 
trace  [jJ  sur  le  plan  vertical  CD.  Les  projections  Wn'  et  0' [jJ  des  segments  de  ces 
droites  compris  entre  les  plaas  des  directrices  doivent  être  égales;  il  résulte  de  là 
que  la  ligne  n' pJ  est  de  même  longueur  que  O'N',  et  par  suite  que  O'm' ,  Le  lieu 
des  points  |ui',  trace  du  cône  directeur  placé  de  manière  à  avoir  son  sommet  au 
point  (0^ ,  0'),  est  donc  le  cercle  qui  passe  par  le  point  0',  et  qui  est  concentrique 
avec  la  directrice  circulaire  CD',  car  deux  cercles  concentriques  interceptent  sur 
une  sécante  quelconque  des  segments  égaux  (i). 

La  surface  n'a  pas  de  génératrices  parallèles  aux  génératrices  du  cône  directeur 
qui  ont  leur  trace  sur  l'arc  tt'O'ti'^  [fig,  3ï8).  Le  cône  a  donc  une  partie  parasite 


(i)  Quand  une  surface  gauche  est  algébrique  et  de  degré  n,  son  cône  directeur  est  également  algé- 
brique et  d'un  degré  qui  s'élève  au  plus  à  n,  car  on  peut  le  considérer  comme  ayant  pour  direc- 
trice la  section  de  la  surface  par  un  plan  situé  à  l'infini,  et  cette  courbe  ne  peut  pas  être  d'un  degré, 
supérieur  k  n. 

Si  les  génératrices  de  la  surface  sont  parallèles  deux  à  deux,  trois  à  trois.  .  .,  son  cône  directeur 

sera  double,   triple.  .  . ,  et  d'un  degré  égal,  au  plus,  à  -  /i,  --/2, .  . .  .    On  peut  quelquefois  par  des 

considérations  de  cette  nature  reconnaître  qu'une  surface  d'un  ordre  élevé  a  un  cône  directeur  du 
second  degré,  ce  qui  est  d'un  grand  intérêt  pour  les  constructions. 

On  est  encore  assuré  qu'une  surface  gauche  a  un  cône  directeur  du  second  degré,  quand  elle  est 
coupée  suivant  des  coniques  par  une  série  de  plans  parallèles,  ou  plus  généralement  par  une  série 
de  plans  disposés  de  telle  manière  que  l'un  d'eux  soit  à  l'infini.  Dans  ce  cas,  le  cône  directeur  est 
simple. 
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quand  les  projections  verticales  des  directrices  circulaires  ne  se  coupent  pas.  Les 
génératrices  O'tt'  et  O'tt'^,  qui  limitent  la  partie  utile,  sont  parallèles  aux  arêtes  de 
la  surface  (i). 

Nous  placerons  désormais  le  sommet  du  cône  au  centre  de  la  surface  ;  alors  ses 
traces  sur  les  plans  verticaux  XY  et  X^  Y^  des  directrices  circulaires  {Jîg,  Sig) 
seront  les  cercles  qui  ont  pour  diamètres  les  segments  EO'  et  FO'  compris  entre  les 
projections  des  centres  des  directrices,  et  celle  du  centre  de  la  surface. 

755.  Plans  tangents.  Nous  allons  maintenant  nous  proposer  de  construire  le 
plan  tangent  en  un  point  {m,  m')  d'une  génératrice  (MLN,  M'O'N'  {Jig,  Sig). 

La  surface  étant  donnée  par  trois  directrices,  nous  pourrions  avoir  immédiate- 
ment un  hyperboloïde  de  raccordement;  mais  il  est  plus  simple  de  considérer  le 
paraboloïde  qui  a  pour  directrices  les  tangentes  M'R'  et  N'K',  et  pour  plan  directeur 
le  plan  tangent  au  cône  directeur  le  long  de  la  génératrice  fx'O'v',  puis  d'opérer 
comme  il  est  indiqué  à  l'article  746. 

Les  traces  du  plan  directeur  sur  les  plans  verticaux  X^  ¥4  et  XY  sont  les  droites 
[x'W  et  v'G',  tangentes  aux  traces  du  cône.  Les  directrices  M'R'  etN'K'  du  parabo- 
loïde rencontrent  respectivement  ces  lignes  en  R'  et  en  K';  la  droite  (RK,  R'  K')  est 
donc  l'intersection  du  paraboloïde  par  le  plan  directeur,  c'est-à-dire  une  géné- 
ratrice du  même  système  que  MN  (la  génératrice  G'  de  \^  figure  3^5 ). 

Le  deuxième  plan  directeur  est  parallèle  aux  plans  verticaux  de  projection;  la 
seconde  génératrice  qui  passe  par  le  point  (m,  m')  a  donc  pour  projection  horizon- 
tale la  droite  mP,  parallèle  a  XY  :  nous  relevons  en  P'  sur  R'K'  le  point  P,  où  elle 
rencontre  la  génératri€e  RK.  Le  plan  tangent  est  déterminé  par  les  deux  généra- 
trices (MN,  M'N')  et  (P/?,  P>')'  s^^  traces  verticales  sont  les  droites  Wr'  et  Wk\ 
parallèles  à  Vp'  \  sa  trace  horizontale  est/?L^. 

Les  trois  points  (r,  r'),  (P,  P')  et  [k,  K)  appartiennent  au  plan  tangent  de  la 
surface  en  [m,  m!)  et  au  plan  tangent  du  cône  directeur  le  long  de  la  génératrice 
p/v';  ils  doivent  donc  être  sur  une  droite  parallèle  a  (MN,  M'N').  La  trace  horizon- 
tale V  de  cette  droite  est  l'intersection  des  traces /)L5  et  DOG  des  deux  plans. 

Les  tangentes  des  directrices  circulaires  aux  points  homologues  M'  et  N'  se  ren- 
contrent en  un  point  U  de  l'axe  d'homologie  0'^.  On  peut  aussi  remarquer  que 
les  longueurs  UM'  et  UN'  sont  égales,  car  les  cercles  ont  des  positions  symétriques 


(i)  Si  Von  transporte  parallèlement  à  elles-mêmes  toutes  les  génératrices  du  conoïde  représenté 
sur  la  figure  299,  de  manière  à  les  faire  passer  par  un  même  point,  le  lieu  de  ces  droites  sera  une 
surface  plane  limitée  aux  parallèles  des  arêtes.  On  doit  donc  regarder  le  cône  directeur  de  cette 
surface  comme  ayant  des  parties  parasites,  ainsi  que  celui  du  biais  passé.  Cette  circonstance  se  pré- 
sente toutes  les  fois  que  le  cône  est  double  ;  lorsqu'il  est  simple,  il  a  des  rebroussements  le  long  des 
génératrices  parallèles  aux  arêtes.  Nous  supposons  que  les  directrices  de  la  surface  gauche  n'ont  lii 
inflexions  ni  rebroussements. 
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par  rapport  a  la  droite  O'z,  et  par  suite  les  deux  tangentes  menées  du  point  U  à 
l'un  d'eux  sont  égales  aux  deux  tangentes  menées  de  ce  point  à  l'autre. 

756.  On  détermine  le  point  où  un  plan  qui  contient  une  génératrice  touche 
la  surface,  par  les  constructions  de  l'article  précédent  faites  en  ordre  inverse.  Le 
problème  peut  être  résolu  par  des  tracés  faits  seulement  sur  le  plan  vertical. 

La  génératrice  M' N'  et  les  traces  M/r'  etN'5'  du  plan  étant  connues  {Jig.  Sig), 
nous  déterminons  les  tangentes  des  traces  du  cône  directeur  aux  points  fx'  et  v\ 
les  tangentes  des  directrices  circulaires  aux  points  M'  et  N',  et  les  projections  WW 
et  r'k'  des  intersections  du  paraboloïde  et  du  plan  donné  avec  le  plan  tangent  au 
cône;  nous  menons  ensuite  par  le  point  de  rencontre  P'  de  ces  droites  une  paral- 
lèle aux  traces  MV  etN'^'  du  plan  :  cette  ligne  passe  par  le  point  cherché  m'. 

757.  Le  second  plan  directeur  du  paraboloïde  est  vertical,  et  par  suite  les  pro- 
jections horizontales  de  toutes  les  génératrices  du  premier  système  passent  par  un 
même  point.  Comme  d'ailleurs  nous  savons  que  les  lignes  MN  et  RK  sont  deux  de 
ces  droites,  nous  connaissons  le  point  de  concours  H.  Une  génératrice  du  parabo- 
loïde de  raccordement  se  projette  en  H;  le  plan  tangent  au  point  (H,  H')  est  par 
conséquent  vertical,  et  ce  point  appartient  au  contour  apparent  de  la  surface  par 
rapport  au  plan  horizontal.  Nous  pourrions  ainsi  déterminer  cette  courbe  par  points, 
mais  nous  allons  construire  sa  projection  horizontale  plus  facilement,  en  la  consi- 
dérant comme  enveloppe  des  projections  des  génératrices. 

758.  Contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal.  Nous  plaçons  l'ori- 
gine au  centre  0  de  la  surface  {ftg,  Sso);  nous  prenons  pour  axes  la  directrice 
rectiligne  Oj  et  sa  perpendiculaire  Ox. 

Nous  appelons  :  rie  rayon  des  directrices  circulaires  (AB,  A'B')  et  (CD,  CD'); 

a  et  &  l'abscisse  O^F  et  l'ordonnée  OO2  du  centre  (F,  F')  de  Tune  d'elles; 

(ù  l'angle  M'OF'  compris  entre  la  projection  verticale  d'une  génératrice  (NM,  N'M') 
et  la  ligne  de  terre  ET'. 

Nous  représentons  de  plus  par  X  la  longueur  du  segment  M'fJi  de  la  droite  N'  M', 
compris  entre  les  cercles  CD'  et  OT'  : 


(i)  \  =.  \fr^  —  <?sîn^ 0) . 

L'équation  delà  droite  MN,  projection  horizontale  delà  génératrice  considérée,  est 

Mais  nous  avons 

N'O'  =  O'v  +  vN'  =  acos co  +  X,        O'M'  =  O'fx  -  ,aM'  -  acos  «  -  ),, 

NO,  =  acos^w  +  Xcosw,  OjM  =  acos-w  ~  Xcosœ. 

IL  27 


2IO  LIVRE  VII.  --  SURFACES  GAUCHES. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  de  MN  donne 

b  .       bl 


Y  = T"  ^ 


<2C0S'w  acosw 


Quand  la  génératrice  considérée  est  l'une  des  deux  arêtes  (0^,0'^^')  et  (0^,  0'^'^), 
X  est  nul  :  on  a  d'après  (  i  ) 


2  a'  —  r' 

COS^Gt)  ==    ; 9 


et  l'équation  (a)  devient 

Si  nous  éliminonsy  entre  les  équations  (2)  et  (3),  la  valeur  de  x  sera  l'abscisse 
0^  du  point  de  rencontre  K  des  droites  pq  et  MN.  On  trouve  ainsi 

^2 ^2 

0^  —  — - —  cosw. 

Mais  en  faisant  07  nul  dans  l'équation  (.2),  on  obtient,  en  ayant  égard  à  l'équation  (i), 

OL  =  -^•, 

<2C0SW 

donc 

(4)  0^xOL:^~(a^-"r^). 

Le  produit  des  segments  Ok  et  OL  est  donc  constant  (*);  il  en  est  de  même  du 
produit  des  segments  OK  et  OL,  car  le  rapport  de  OK  à  0^  est  indépendant  de  la 
génératrice  (NM,N'M').  Il  résulte  de  là  que  les  projections  horizontales  des  généra- 
trices sont  tangentes  a  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  la  directrice  recti- 
ligne,  et  la  projection/?^  des  deux  arêtes.  Le  point  de  contact  i  est  le  milieu  de  LK. 

759.  Si  l'on  faity  égal  a  h  dans  l'équation  (3)  de  la  droite/?^,  la  valeur  de  oc  sera 
l'abscisse  O^q  du  point  q\  nous  avons  donc 


d'où 


0,q  =  —— 


02?x002^^(a^--r2) 


En  rapprochant  ce  résultat  de  l'équation  (4),  on  voit  que  la  droite  O2D  qui  n'est 
pas  la  projection  d'une  génératrice,  est  cependant  tangente  a  l'hyperbole;  cette 
courbe  est  donc  en  partie  parasite.  Le  point  où  elle  est  touchée  par  la  génératrice 

{'')  Division  homographique  (art.  694). 


CHAPITRE   V.  —  SURFACES   QUI   IN'ONT   PAS   DE   PLAN   DIRECTEUR.  211 

horizontale  AC,  c'est-à-dire  le  milieu  R  du  segment  I/,  est  l'une  des  extrémités 
de  l'arc  utile.  La  seconde  extrémité  est  au  points,  symétriquement  placé  sur  l'autre 
génératrice  horizontale. 

Le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal  se  compose,  outre  l'arc 
d'hyperbole  qui  va  de  R  a  S  en  passant  par  le  point  situé  à  l'infini  sur  l'asymptote 
pq,  des  deux  génératrices  AC  et  BD  aux  divers  points  desquelles  le  plan  tangent  est 
vertical. 

760.  Sur  une  surface  gauche,  les  branches  infinies  de  la  courbe  de  contact  d'un 
cylindre  correspondent  les  unes  aux  arêtes,  et  les  autres  aux  génératrices  pour 
lesquelles  le  plan  tangent  à  l'infini  est  parallèle  au  cylindre;  le  cône  directeur  per- 
met de  déterminer  facilement  ces  dernières  droites.  Le  cône  directeur  de  la  sur- 
face du  biais  passé  a  des  plans  tangents  verticaux  le  long  des  génératrices  qui 
aboutissent  aux  points  F'  etO'  [fig.  S^o);  les  génératrices  de  la  surface  qui  leur 
sont  parallèles  ne  doivent  donc  rencontrer  qu'a  l'infini  la  courbe  de  contour  appa- 
rent sur  le  plan  horizontal.  La  génératrice  du  cône  qui  a  sa  trace  en  F'  est  parallèle 
aux  droites  AC  etBD  qui  appartiennent  à  la  courbe,  comme  nous  l'avons  vu;  celle 
qui  perce  le  plan  vertical  au  point  0'  est  sur  une  partie  parasite,  mais  elle  indique- 
rait une  branche  infinie  utile,  si  les  directrices  circulaires  se  coupaient  sur  le  plan 
vertical,  parce  qu'alors  le  cône  entier  serait  utile.  Nous  allons  examiner  ce  cas  sur 
une  nouvelle  figure,  dont  nous  avons  disposé  les  données  de  manière  que  le  con- 
tour apparent  de  la  surface,  sur  le  plan  horizontal,  soit  une  hyperbole  identique  à 
celle  de  la  figure  ?>2o.  Si  nous  appelons  a\  h'  et  r'  les  nouveaux  paramètres,  il  nous 
a  suffi  de  faire 

a'  ~  a,         è'  ~  —  è,         /^  —  :2a^  —  r^, 

car  les  équations  (3)  et  (4)  ne  sont  pas  modifiées,  et  r'  est  plus  grand  que  a\  ce  qui 
est  nécessaire  pour  que  la  disposition  que  nous  voulons  examiner  se  produise. 

La  longueur  0' q'  [fig*  S^o)  est  égale  à  \jd^  —  r^;  par  conséquent,  si  on  la  porte 
en  O'q"  sur  O'z,  la  distance  des  points  E'  et  q''  sera  le  rayon  r'. 

761.  Ldi  figure  3a  i  représente  une  surface  de  biais  passé  dont  les  trois  paramè- 
tres ont  les  longueurs  qui  viennent  d'être  déterminées,  et  qui  a  par  conséquent,  sur 
le  plan  horizontal,  un  contour  apparent  identique  à  celui  que  nous  avons  obtenu 
pour  la  surface  de  hfigure  3^0. 

Les  deux  génératrices  (020<,  P),  (OsO,,  P, )  sont  parallèles  à  la  génératrice 
(OsO^,  0')  du  cône  directeur,  et  déterminent  pour  la  courbe  de  contact  du  cylindre 
circonscrit  vertical  deux  branches  infinies  qui  se  superposent  en  projection  hori- 
zontale. Le  plan  (02  0^,  PiO'P)  touche  la  surface  aux  points  de  cette  ligne  situés  à 
l'infini,  en  contient  par  conséquent  les  asymptotes,  et  les  projette  sur  la  trace  O^Og. 

Nous  voyons  donc  que  les  deux  branches  infinies  de  l'hyperbole  correspon- 
dent l'une  aux  arêtes,  l'autre  à  deux  génératrices  qui  sont  parallèles  à  la  direc- 

27. 
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trice  rectiligiie,  et  par  chacune  desquelles  passe  un  plan  vertical  tangent  à  Tinfini, 
Ces  génératrices  sont  réelles  quand  les  arêtes  sont  imaginaires,  et  réciproquement» 
Il  résulte  de  là  que  Tune  des  deux  branches  infinies  est  toujours  parasite  (i). 

762.  Si  nous  voulons  déterminer  directement  sviY\diJigure  32ila  droite pq  projec- 
tion de  deux  arêtes  imaginaires,  et  asymptote  de  la  branche  parasite  de  rhyperbole, 
nous  remarquerons  que  le  point  q  [Jig,  32o)  est  sur  la  droite ^'yV?  sécante  com- 
mune des  cercles  CD'  et  O'F',  c'est-à-dire  sur  la  perpendiculaire  à  la  ligne  des 
centres  qui  passe  par  le  point  s  déterminé  par  Téquation 

£0'X£F=^êCxsD'. 

Sur  \di  figure  'ii\,  les  cercles  CD'  et  OT'  ne  se  coupent  pas,  mais  il  existe  cepen-- 
dant  sur  A'D'  un  point  s  satisfaisant  à  Téquation  ci-dessus,  et  la  droite  perpendicu- 
laire à  la  ligne  des  centres,  et  passant  par  ce  point,  jouit,  par  rapport  aux  cercles, 
de  toutes  les  propriétés  dans  Texpression  desquelles  les  points  d'intersection  q'  et 
q\  n'entrent  pas  explicitement.  Ainsi,  par  exemple,  les  tangentes  menées  d'un  point 
quelconque  de  cette  droite  aux  deux  cercles  sont  égales  entre  elles;  seulement  elles 
ne  peuvent  pas  être  nulles,  comme  dans  la  première  disposition. 

Nous  appellerons,  avec  M.  Poncelet,  sécante  commune  idéale  de  deux  cercles  CD' 
et  O'F'  qui  ne  se  coupent  pas^  [fig*  3^  i  )f  la  droite  v^s  qui  possède  les  propriétés  des 
sécantes  communes  ordinaires,  bien  qu'elle  ne  concentre  pas  les  cercles  (2). 

765.  En  considérant  trois  cercles  tracés  sur  un  plan,  comme  les  projections  de 
trois  sphères  ayant  mêmes  centres  qu'eux  [fig,  324),  on  reconnaît  que  les  droites 
ab,  cd  et  efy  sécantes  communes  de  ces  cercles,  se  rencontrent  en  un  même  point  M, 
projection  des  deux  points  où  les  sphères  se  coupent  (3).  Chaque  sécante  commune 
de  deux  cercles  est  d'ailleurs  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres. 

D'après  cela,  pour  avoir  la  sécante  commune  des  cercles  CD'  et  O'F'  [fig,  32i  ), 
nous  les  coupons  par  un  arc  de  cercle  npox  :  le  point  de  concours  ri  des  sécantes  nx 
et  pa  appartient  à  la  droite  cherchée  vys,  et  fait  ainsi  trouver  le  point  q  où  l'asymp- 
tote ^5^  rencontre  la  ligne  O2D  (4). 

Le  point  yj  n'est  pas  la  projection  de  deux  points  d'intersection  des  sphères  aux- 
quelles appartiennent,  comme  grands  cercles,  les  cercles  CD',  O'F'  et  Trpat,  car  les 

(i)  M.  Leroy  a  trouvé  par  l'analyse  que  le  contour  apparent  de  la  surface  du  biais  passé  sur  le 
plan  horizontal  est  une  hyperbole,  mais  il  n'a  donné  aucune  explication  géométrique  sur  ce  résultat 
[Analyse  appliquée  à  la  Géométrie  des  trois  dimensions,  art.  525). 

(2)  Quelquefois,  sans  distinguer  les  différences  de  position  des  deux  cercles  C'D^  et  O'F'  [fig-  32o 
et  321  ),  on  donne  à  la  droite  tq  le  nom  à' axe  radical  de  ces  cercles. 

(3)  Ce  théorème  et  la  démonstration  que  nous  en  donnons  sont  dus  à  Monge. 

(4)  La  première  équation  de  l'article  7o9  montre  que  les  droites  qui  iraient  du  point  P  aux  points 
r^  et  £  seraient  rectangulaires.  Delà  résulte  un  second  moyen  également  très-simple  de  déterminer  le 
point  q. 
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deux  premières  ne  se  rencontrent  pas;  mais  les  relations  graphiques  établies  dans  le 
casdelayïg'i/re  324,  étant  par  elles-mêmes  indépendantes  de  l'existence  des  sphères, 
continuent  a  subsister  entre  les  droites  qui  possèdent  les  propriétés  des  sécantes 
communes. 

764.  Pour  achever  de  déterminer  la  courbe  de  contour  apparent  par  rapport  au 
plan  horizontal,  nous  allons  construire  sa  projection  verticale. 

L'abscisse  x  du  point  [i,  i')  [fig.  32o)  est  égale  à  la  moitié  de  ok\  nous  avons 
donc  (art.  758)  : 

X  :=:  r COS  0)        OU       X^  ===  j-~z ,      '       ,  COS'  W ., 

On  déduit  sans  difficulté  de  cette  relation  entre  l'abscisse  et  l'azimut  d'un  point 
quelconque  «'de  la  projection  verticale  delà  courbe  son  équation  en  coordonnées 
ordinaires,  les  axes  étant  O'D'  et  0'^, 

La  projection  verticale  est  donc  une  section  conique.  Ses  axes  sont  les  droites 
A'D'  ^iO' z  [fig.  320  ou  32i)c  Les  sommets  sont  toujours  réels  sur  l'axe  A'D';  ce 
sont  les  points  R'  et  S'  qui  correspondent  aux  extrémités  R  et  S  de  l'are  utile  de  la 
projection  horizontale. 

La  conique  donnée  par  l'équation  (5)  ne  peut  pas  avoir  de  partie  parasite,  car 
chacun  de  ses  points  ne  correspond  qu'à  un  point  du  contour  apparent  de  la  surface 
par  rapport  au  plan  horizontal.  La  droite  indéfinie  A'D',  projection  des  génératrices 
horizontales  AC  et  BD,  fait  partie  de  la  projection  complète  de  ce  contour  apparent. 

765.  Dans  le  cas  de  \^  figure  3^0,  la  courbe  est  une  hyperbole  qui  a  pour 
asymptotesles  projections />' 5^'  et jo^gr'^  des  arêtes.  'èxxvXdi  figure 'i^i,  c'est  une  ellipse 
QR'Q^S'  dont  l'axe  vertical  QQ,  est  égal  à  la  moitié  de  PP^.  Les  points  Q  et  Q,  sont 
les  projections  des  points  du  contour  apparent  situés  à  l'infini  et  des  asymptotes  de 
cette  ligne. 

Nous  avons  vu  (art,  761)  que  les  génératrices  pour  lesquelles  le  plan  tangent 
à  l'infini  est  vertical  se  projettent  aux  points  P  etP^;  par  conséquent,  quand  un 
cylindre  est  circonscrit  à  une  surface  gauche,  les  génératrices  qui  correspondent  aux 
branches  infinies  de  première  espèce  de  la  courbe  de  contact  {^vi,  658)  ne  sont  pas ^ 
comme  les  arêtes,  asymptotes  de  cette  courbe. 

L'ellipse  QQ^  se  compose  de  quatre  arcs;  l'un  est  vu,  le  second  caché,  et  les  deux 
autres  compris  entre  ceux-là  sont  les  projections  des  parties  de  la  courbe  situées  en 
dehors  des  plans  A  ^Bi  et  C^D^  auxquels  nous  limitons  la  partie  représentée  de  la 
surface. 

766.  Contour  apparent  sur  unplan  vertical  parallèle  à  la  directrice  rectiligne.  Nous 
indiquerons,  comme  un  exercice  graphique  intéressant,  la  construction  du  contour 
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apparent  de  la  surface,  sur  le  plan  vertical  OaO^  {^fig,  S^i).  Le  cône  directeur  a 
deux  génératrices  07  et  07^  le  long  desquelles  le  plan  tangent  est  perpendiculaire 
au  nouveau  plan  de  projection.  A  chacune  de  ces  droites  correspondent,  sur  la  sur- 
face, deux  génératrices  qui  ne  rencontrent  la  courbe  qu'à  l'infini,  et  dont  les  pro- 
jections sont  asymptotes  du  contour  apparent  sur  le  plan  OiOs-  Quand  la  sur- 
face a  des  arêtes,  la  courbe  possède  deux  autres  branches  infinies. 

Enfin  le  contour  apparent  présente  des  rebroussements  aux  sommets,  parce  qu'il 
y  est  tangent  à  la  génératrice  horizontale,  et  par  suite  au  plan  horizontal  de  pro- 
jection, et  que  ce  plan  est  évidemment  un  plan  principal  de  la  courbe. 

767.  Sections  de  la  surface  par  des  plans  perpendiculaires  à  la  directrice  rectiligne. 
Considérons  la  section  de  la  surface  par  le  plan  C,D^  parallèle  au  plan  vertical 
[fig,  ?>io)  :  si  j  est  l'ordonnée  de  ce  plan,  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation  [2) 
sera  l'abscisse  du  point  (M^,  M'J  où  il  est  rencontré  par  la  génératrice  considérée 
(NM,N'M').  En  divisant  cette  longueur  pour  cosco,  on  obtient  le  rayon  vecteur 
O'M'i  du  point  M'^  de  la  courbe 

0'M\  =  ^COSa)-~X. 


La  droite  EF  qui  passe  par  les  centres  des  directrices  rencontre  CiD^  en  un  point 
(F^,  F'^  )  dont  l'abcisse  est  y--  Si  l'on  décrit  un  cercle  sur  OT'^  comme  diamètre,  la 

longueur  -|-  coswsera  le  rayon  vecteur  O'fJii  du  point  p.^  déterminé  sur  ce  cercle  par 
l'azimut  w;  l'équation  se  réduit  donc  à 

La  longueur  X  est  donnée  par  un  radical  du  second  degré,  et  doit  toujours  être 
considérée  comme  affectée  du  double  signe,  de  manière  que  l'équation  (^â)  repré- 
sente les  deux  génératrices  parallèles  qui  correspondent  a  un  même  azimut  w.  Le 
segment  i^W  doit  en  conséquence  être  porté  sur  la  droite  O'p.,,  de  part  et  d'autre 
du  point  /JL.  On  trouve  ainsi  les  points  M'^  et  m\ . 

D'après  cela,  les  cercles  O'Y'  et  CD'  étant  établis  sur  la  figure,  pour  avoir  des  points 
de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  directrice  rec- 
tdigne,  d  suffit  de  tracer  un  troisième  cercle  ayant  pour  diamètre  V abscisse  O'F^  du 
point  où  la  droite  qui  passe  par  les  centres  des  directrices  circulaires  perce  le  plan  consi- 
déré^ puis  d^ augmenter  et  de  diminuer  chaque  rayon  vecteur  de  ce  cercle^  mesuré  à 
partir  de  V origine  0\  de  la  différence  des  rayons  vecteurs  des  deux  premiers  cercles. 
Cette  génération  nous  permet  de  considérer  la  courbe  comme  une  conchoïde  à 
plusieurs  directrices  (  i  ) . 

(i)  On  appelle  en  général  conchoïde  d'une  ligne  donnée  la  courbe  dont  les  rayons  vecteurs  sur- 
passent d'une  longueur  constante  les  rayons  vecteurs  de  la  ligne  directrice. 
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Sur  la  figure  32 1 ,  nous  avons  placé  les  plans  A^  B^  et  C^  D^ ,  qui  limitent  la  partie 
représentée  de  la  surface,  de  manière  à  obtenir  pour  les  conchoïdes  des  formes 
différentes  de  celles  que  nous  avons  trouvées  sur  \^  figure  S^o  :  le  premier,  A,B,, 
contient  le  sommet  B^ ,  et  la  section  qu'il  fait  a  un  rebroussement,  comme  celle 
d'un  conoïde  par  un  plan  passant  à  l'un  des  sommets  (art.  666)  ;  le  second,  C|D,, 
coupe  la  directrice  rectiligne  en  un  point  où  elle  est  utile,  et  par  suite  la  conchoïde 
y  a  un  point  double.  Cette  courbe  se  construit  toujours  par  la  même  méthode,  \\ 
l'aide  de  trois  cercles. 

768.  Si  le  plan  C^D^  s'éloigne  du  centre,  la  longueur  O'fXi  croîtra  indéfiniment, 
et  le  segment  ^W  restera  constant  ;  la  courbe  se  rapprochera  donc  de  la  forme 
circulaire,  et  elle  l'atteindra  a  la  limite,  en  réunissant  ses  points  deux  a  deux  avec 
ceux  du  cercle  diamétral  O'F'^.  Nous  pouvions  prévoir  ce  résultat,  car  le  cône 
directeur  est  coupé  suivant  des  cercles  par  les  plans  qui  sont  parallèles  au  plan 
vertical. 

On  peut  dire  d'une  manière  plus  générale  que  la  surface  possède  à  l'infini  une 
ligne  double,  qui  est  une  section  conique.  Dans  le  cas  ài^\d.  figure  3^1,  cette  direc- 
trice est  entièrement  utile;  dans  celui  de  \^ figure  3ao,  elle  est  en  partie  parasite, 
et  l'on  voit  d'une  manière  évidente  que  les  sommets  sont  sur  les  arêtes,  comme 
nous  savons  que  cela  doit  être. 

769.  En  se  reportant  à  \di  figure  216  (art.  569),  on  reconnaît  que  la  sous- 
normale  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées  polaires  est  égale  a  la  limite  du 
rapport  des  accroissements  du  rayon  vecteur  et  de  Tazimut  ;  or  le  rayon  vecteur 
de  la  section  CJ)\  {fig.  32o)  est  une  somme  algébrique  des  rayons  vecteurs  de 

trois  cercles 

0'm\  =  0>,  +  O'm' -  0>; 

la  sous-normale  se  composera  donc,  de  la  m.ême  manière,  des  sous-normales  des 
cercles.  Ces  lignes  étant  O'a,  O'y  et  0'|3,la  sous-normale  O'c?  de  la  conchoïde  pour 
le  point  ni^  doit  être  donnée  par  l'équation 

0'(?=.0'a  +  0'7-0'p. 

Par  conséquent,  si  nous  portons  la  longueur  jSy  de  a  en  c?,  le  point  c?  appartien- 
dra à  la  normale  de  la  courbe  en  rrî^  (*). 

Cette  construction  conduit  à  une  détermination  facile  du  plan  tangent  en  un 
point  donné  de  la  surface. 

770.  Équation  de  la  surface.  Sections  planes  diverses.  Si  nous  portons  la  valeur  (i) 

(*)  M.  Bour  a  fait  connaître  dans  son  cours  de  mécanique  à  l'École  Polytechnique,  pourTexpres- 
sion  de  la  variation  de  longueur  d'un  segment  de  droite  qui  se  déplace  dans  âon  plan,  une  expres- 
sion due  à  M.  Mannheim,  d'où  Ton  peut  déduire  immédiatement  la  construction  que  nous  indiquons. 
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(le  X  dans  la  première  équation  de  l'article  767,  et  si  nous  désignons  par  p  le  rayon 
vecteur  CM'^,  nous  aurons 


T- jcosco  —  yr^ 


Remplaçant  cosoj  et  sinw  par-  et  -?  et  faisant  disparaître  le  radical,  nous  avons 


(3^  ~-  j  xy\    =  r^  p^  —  a^  z^. 


a 


11  n'y  a  plus  qu'à  mettre  {x'^  ^-  z^)  à  la  place  de  p^  pour  obtenir  Féquation  de  la 
surface  en  coordonnées  ordinaires.  Cette  équation  est  du  quatrième  degré,  et  par 
suite  les  sections  planes  sont  du  quatrième  ordre  :  toutefois  quelques  sections  se 
décomposent;  ainsi  les  plans  contenant  la  directrice  rectiligne  coupent  la  surface 
suivant  cette  droite  qui  est  une  ligne  double,  et  deux  génératrices. 

771 .  Génération  de  la  surface  par  des  coniques.  Nous  avons  vu  à  l'article  750  que 
les  génératrices  appartiennent  deux  a  deux  à  des  plans  verticaux;  dans  chacun  de 
ces  plans  la  section  de  la  surface  est  complétée  par  une  conique.  Comme  d'ailleurs 
le  plan  horizontal  est  principal,  la  trace  horizontale  d'un  plan  vertical  qui  contient 
deux  génératrices  est  un  axe  de  la  conique  d'intersection,  et  les  sommets  corres- 
pondants de  cette  courbe  sont  sur  les  génératrices  horizontales  A, Ci  et  B^Di 
[fig*  3^0  ou  32 1). 

Si  le  plan  considéré  est  celui  dont  la  trace  est  NM  [fig,  32o),  les  deux  généra- 
trices situées  dans  le  plan  vertical  nm  lui  sont  parallèles,  et  la  courbe  a  deux  bran- 
ches infinies  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  a  ces  génératrices,  et  par  suite  à 
celles  qui  sont  dans  le  plan  NM  lui-même;  c'est  donc  une  hyperbole  qui  est  com-» 
plétement  déterminée. 

Si  le  plan  sécant  se  meut  de  manière  que  le  point  de  contact  i  de  sa  trace  sur 
l'hyperbole  de  contour  apparent  s'éloigne,  l'axe  transverse  diminuera,  et  l'angle 
des  asymptotes  croîtra  d'une  manière  continue.  Quand  le  point  de  contact  se  trouve 
à  l'infini,  la  trace  du  plan  est  pq\  les  points  g  et /sont  les  sommets  de  l'hyper- 
bole; son  centre  est  au  centre  de  la  surface,  et  ses  asymptotes  passant  par  le  point 
0  et  étant  parallèles  aux  arêtes,  se  confondent  avec  ces  droites. 

Le  plan  continuant  son  mouvement,  le  point  de  contact  de  sa  trace  avec  l'hyper- 
bole reparaît  de  l'autre  côté;  lorsque  ce  point  est  parvenu  en  S,  le  plan  a  pour 
trace  BD;  la  génératrice  AC  lui  est  seule  parallèle,  et  la  section  n'ayant  qu'une 
branche  infinie,  est  une  parabole. 

Quand  le  point  de  contact  arrive  en  un  point  y  d^  la  partie  parasite  du  contour 
apparent,  les  génératrices  qu'il  contient  sont  imaginaires,  ou  du  moins  elles  n'ont 
de  réel  que  le  point  s?  où  elles  se  croisent  sur  la  directrice  rectiligne.  La  section 
conique  n'a  donc  pas  d'asymptotes,  et  par  suite  elle  est  une  ellipse  :  l'un  des  axes  est 
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he\  le  centre  est  au  point  c,  et  on  détermine  facilement  la  longueur  du  second  axe, 
car  ses  extrémités  sont  sur  les  deux  génératrices  dont  la  commune  projection  passe 
par  le  point  c. 

Quand  la  trace  du  plan  est  l'asymptote  0|  Og,  l'ellipse  se  réduit  au  segment  double 
IJ  de  la  directrice  rectiligne. 

Nous  avons  vu  a  Tarticle  759  que  les  traces  AB  et  CD  des  plans  des  directrices 
circulaires  touchent  l'hyperbole  de  contour  apparent  :  ces  cercles  appartiennent 
donc  à  la  série  des  sections  elliptiques  dont  nous  venons  de  constater  l'existence. 

Le  point  i  est  la  projection  de  deux  points  où  le  plan  vertical  MN  touche  la  sur- 
face. Une  des  génératrices  contenue  dans  le  plan  passe  à  chacun  de  ces  points,  et  y 
coupe  l'hyperbole  d'intersection. 

Les  hyperboles  contenues  dans  les  plans  verticaux  parallèles  NM  et  mn  sont  iden- 
tiques; il  en  est  de  même  des  ellipses  situées  dans  les  plans  parallèles  eh  et  e^/^^. 
Les  paraboles,  sections  de  la  surface  par  les  plans  verticaux  AC  et  BD,  sont  iden- 
tiques, mais  tournées  de  sens  opposé. 

Quand  la  surface  n'a  pas  d'arêtes  [fig.  Sar),  sa  génération  par  des  coniques  pré- 
sente les  mêmes  dispositions  générales;  mais  il  y  a  quelques  différences  de  détail 
à  r étude  desquelles  nous  ne  nous  arrêterons  pas. 

772.  Ligne  de  striction.  Paramètres  des  génératrices.  Pour  déterminer  le  point 
central  d'une  génératrice,  on  fait  passer  par  cette  droite  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  tangent  du  cône  directeur  le  long  de  la  génératrice  parallèle,  et  on  cherche 
son  point  de  contact.  Le  paramètre  est  la  distance  du  point  central  au  point  de 
contact  d'un  plan  passant  par  la  génératrice  et  incliné  à  4 5^  sur  le  plan  central 
(art.  623  et  721). 

Si  l'on  opère  simultanément  sur  les  quatre  génératrices  d'un  groupe,  les  con- 
structions présentent  des  symétries  qui  montrent  d'une  manière  évidente  :  i"^  que 
le  plan  horizontal  est  un  plan  principal  de  la  ligne  de  striction;  a^  que  cette  courbe 
a  un  centre  qui  est  le  centre  de  la  surface;  3^  que  les  paramètres  des  quatre  géné- 
ratrices d'un  groupe  ont  des  grandeurs  absolues  égales.  Il  est  d'ailleurs  facile  de 
reconnaître  que  dans  un  groupe  deux  génératrices  qui  se  rencontrent  ont  des  para- 
mètres de  signe  contraire. 

La  ligne  de  striction  passe  à  chaque  sommet,  et  y  a  nécessairement  un  rebrous- 
sement,  parce  qu'elle  est  divisée  en  deux  parties  symétriques  par  le  plan  horizontal 
qui  est  plan  de  rebroussement.  La  ligne  de  striction  du  conoïde  droit  présente 
une  disposition  analogue,  car  on  doit  la  considérer  comme  ayant  à  chaque  sommet 
un  rebroussement  dont  les  bras  sont  superposés. 

775.  Pour  une  arête  comme  pour  toute  autre  génératrice,  le  plan  central  est 
perpendiculaire  au  plan  tangent  du  cône  directeur  le  long  de  la  génératrice  paral- 
lèle; on  peut  donc  facilement  le  construire  et  déterminer  ensuite  l'angle  Q'  sous 
lequel  il  rencontre  le  plan  tangent  à  la  surface  le  long  de  l'arête. 
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Le  cône  directeur  étant  placé  de  manière  à  avoir  son  sommet  au  centre  de  la 
surface  [Jig-  S^o),  Tarête  est  une  de  ses  génératrices;  les  plans  tangents  a  la  sur- 
face et  au  cône  le  long  de  cette  droite  ont  pour  équations 

rx  —  \/a^  —  r^,  z  =  o  , 
b[2  r^  ~  a^)x  -h  a{a^  —  r^^y  ^  ibr\Ja^  -~r^ ,z  rzr  o. 

L'angle  que  comprennent  ces  plans  est  complémentaire  de  S'.  On  trouve  d'après 
cela 

tangS'  ~ r. 

Aucun  des  paramètres  a,  b  et  r  ne  peut  être  nul,  et  d'ailleurs  a  est  plus  grand 
que  r;  car  sans  cela  la  surface  n'aurait  pas  d'arêtes.  Il  résulte  de  là  que  la  tangente 
de  Q'  n'est  jamais  nulle  ni  infinie,  et  que  le  plan  tangent  le  long  d'une  arête  ne  peut 
pas  se  confondre  avec  le  plan  central  de  cette  génératrice,  ni  lui  être  perpendicu- 
laire. Les  arêtes  du  biais  passé  appartiennent  donc  au  même  genre  que  celles  du 
conoïde  oblique  (art.  677),  c'est-à-dire  que  leur  point  central  est  à  l'infini  et  que 
leur  paramètre  est  infini.  Nous  aurions  pu  arriver  à  ce  résultat  en  déterminant  les 
expressions  analytiques  du  paramètre  d'une  génératrice  et  de  l'ordonnée  de  son 
point  central;  mais  ces  formules  n'offrent  pas  assez  d'intérêt  pour  que  nous  nous 
arrêtions  à  leur  recherche. 

774.  Quand  a  est  plus  grand  que  r  {/ig\  3:2o),le  paramètre  change  de  signe  aux 
arêtes  et  aux  génératrices  situées  dans  le  plan  horizontal.  Lorsque  a  est  plus  petit 
que  r  {jfig.  32i),  le  paramètre  ne  change  de  signe  qu'à  ces  génératrices,  c'est-à- 
dire  en  passant  par  zéro;  il  a  donc  un  maximum  positif  et  un  maximum  négatif. 
Mais  ses  valeurs  absolues  étant  égales  pour  les  génératrices  d'un  même  groupe,  il 
doit  atteindre  son  maximum  dans  le  groupe  simple  formé  par  les  génératrices 
(O2O,,  P)  et  (OsOi,  P^);  il  estpositif  pour  la  première  de  ces  droites  etnégatif  pour 
la  seconde. 

On  voit  d'après  cela  qu'un  paramètre  maximum  n'indique  pas  nécessairement 
une  arête,  comme  on  aurait  pu  le  supposer  par  l'exemple  du  cylindroïde. 

Déformation  des  surfaces  gauches  (*). 

775.  L'étude  des  différentes  formes  que  peut  prendre  une  surface  donnée  lors- 
qu'on la  suppose  flexible  et  inextensible  est,  en  général,  un  problème  difficile; 
mais  il  se  simplifie  beaucoup  pour  les  surfaces  gauches  lorsqu'on  exige  que  les 

(*)  La  question  de  la  déformation  des  surfaces  gauches  a  été  étudiée  successivement  par  MM.  Min- 
ding,  0.  Bonnet  et  Bour,  Nous  ne  donnons  ici  qu'une  indication  de  cette  importante  théorie. 
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génératrices  restent  droites.  D'après  cette  condition,  la  déformation  ne  peut  résul- 
ter que  de  plis  faits  le  long  des  génératrices.  Une  génératrice  G'  tourne 
autour  de  la  génératrice  voisine  G  en  décrivant  une  aire  qui  appartient  à  un  hyper- 
boloïde  de  révolution.  La  position  relative  des  génératrices  G  et  G'  n'est  pas  mo- 
difiée, et  par  conséquent  la  valeur  du  paramètre  de  distribution  de  G  n'éprouve 
pas  d'altération,  et  le  point  central  reste  le  même. 

776.  En  se  reportant  à  h/igure  m,  on  reconnaîtra  facilement  que  si  l'on  fait 
tourner  d'un  même  angle  la  génératrice  {ae,  a! é)  d'un  tiyperboloïde  de  révolu- 
tion, et  la  génératrice  correspondante  (aO,  de)  de  son  cône  directeur,  ces  droites 
resteront  parallèles.  L'angle  de  rotation  pour  l'hyperboloïde  est  celui  que  décrit 
une  droite  {pO^p'i)  abaissée  d'un  point  quelconque  de  la  génératrice  sur  l'axe. 
On  peut,  d'après  cela,  assujettir  la  déformation  d'une  surface  gauche  à  celle  de 
son  cône  directeur. 

Considérons  deux  génératrices  consécutives  G  et  G'  de  la  surface,  et  leurs  paral- 
lèles g  Qi  ^  sur  le  cône  :  si  les  droites  g'  et  G'  tournent  respectivement  autour  de 
g  et  de  G,  d'angles  égaux,  elles  seront  encore  parallèles,  et  comme  un  cône  peut 
être  appliqué  sur  un  autre  cône  quelconque,  et  sur  un  plan,  on  voit  qu'r7  est  tou- 
jours possible  de  déformer  une  surface  gauche  de  manière  à  rendre  ses  génératrices 
parallèles  à  celles  d'un  cône  donné  ou  à  un  plan. 

L'angle  infiniment  petit  dont  la  génératrice  G'  a  tourné  autour  de  G  est  celui 
qui  est  décrit  par  toutes  les  droites  infiniment  courtes  abaissées  des  points  de  G' 
sur  G  ;  àono^y  quand  on  déforme  une  surface  gauche,  V angle  de  contingence  de  toutes 
les  sections  perpendiculaires  à  une  même  génératrice  varie  précisément  de  la  quantité 
dont  on  augmente  ou  dont  on  diminue  Vangle  de  contingence  correspondant  du 
cône  directeur. 
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AVANT-PROPOS. 


Je  présente  au  public  la  troisième  Partie  de  mon  Traité  de  Géométrie 
descriptive  ;  elle  contient  les  VHP,  IX®  et  X®  Livres  de  cet  Ouvrage, 

Le  VIIF  Livre  est  relatif  à  la  courbure  des  surfaces;  j'y  expose  les  par- 
ties de  cette  importante  tliébrie  qui  sont  utiles  dans  les  arts  graphiques.  Les 
démonstrations  simples  que  je  donne  des  principales  propositions  sont,  en 
général,  nouvelles  (i).  On  sait  que  le  théorème  de  Meusnier  ne  peut  pas 
servir  à  déterminer  les  rayons  de  courbure  de  la  section  d'une  surface  par 
son  plan  tangent  :  je  donne  une  formule  pour  la  solution  de  ce  problème, 
et  j'en  fais  l'application  au  tore  (3). 

Les  lignes  d'ombre  des  surfaces  gauches  présentent  des  circonstances  inté- 
ressantes lorsque  le  point  lumineux  est  dans  le  plan  tangent  le  long  d'une 
génératrice  singulière.  J'examine  cette  question  avec  quelques  détails^  et  je 
présente  toute  une  théorie  sur  la  courbure  des  surfaces  gauches  aux  divers 
points  de  ces  génératrices  (3). 

Les  surfaces  lieux  de  normales  ont  de  l'importance  en  Stéréotomie  ;  je  les 
étudie  d'une  manière  assez  minutieuse j  et  je  fais  connaître  des  constructions 
fort  simples  qui  conduisent  à  des  démonstrations  élémentaires  de  leurs  pro- 
priétés (  4-  )  - 

Dans  un  Chapitre  consacré  au  théorème  des  tangentes  conjuguées ,  je  dis- 
cute avec  soin  la  manière  dont  les  parties  utiles  des  lignes  d'ombre  propre  et 
d'ombre  portée  se  succèdent  et  se  continuent  sur  les  surfaces  à  courbures 
opposées.  Je  crois  avoir  levé  les  incertitudes  que  cette  question  délicate  pou- 
vait encore  présenter. 

J'examine  dans  le  dernier  Chapitre  du  VIIF  livre  les  lignes  de  courbure^ 
les  lignes  asymptotiques^  et  ensuite  les  courbes  tracées  sur  une  surface,  et 

(ï)   Art.  781,   784,   811,    814,  8Î5,  82G. 

(2)  Art.  817,  875-876. 

(3)  Art.  8S8-844. 

(4)  Art.  845-858. 


VI  AVANT-PR0P08. 

telles,  qu'en  chaque  point  la  section  normale  qui  leur  est  tangente  soit 
surosculée  par  un  cercle.  Ces  dernières  lignes  sont  faciles  à  déterminer  sur 
les  surfaces  du  second  ordre.  Considérées  sur  F  ellipsoïde,  elles  ont  de  Tim- 
portance  dans  la  question  delà  rotation  des  corps. 

Le  IX^  Livre  est  relatif  aux  surfaces  hélicoïdes.  Un  grand  nombre  des 
constructions  que  j'y  expose  m'appartiennent;  j'en  ai  emprunté  quelques- 
unes  à  des  notes  que  M.  Bour  avait  écrites  en  lisant  mon  Mémoire  sur  les 
hélicoides  gauches  (i),  et  qu'il  a  bien  voulu  me  communiquer.  J'ai  cité 
M.  Bour  pour  tous  les  emprunts  que  je  lui  ai  faits. 

Les  hélicoides  me  donnent  l'occasion  de  présenter  plusieurs  applications 
importantes  des  théories  relatives  aux  surfaces  réglées  et  à  la  courbure  des 
surfaces.  Je  donne  plusieurs  théorèmes  nouveaux  sur  la  surface  de  la  vis  à 
filets  carrés  et  sur  les  surfaces  hélicoides  à  génératrices  quelconques  (2). 

Je  m'occupe  dans  le  X""  Livre  des  surfaces  représentées  par  des  lignes  de 
niveau,  et  je  fais  connaître  d'abord  les  opérations  graphiques  qui  les  con- 
cernent. Sur  ce  sujet,  j'ai  pris  pour  guide  M.  le  général  Noizet  (3)  ;  je  re- 
produis la  plupart  des  constructions  qu'il  donne,  en  les  rattachant  d'ailleurs 
aux  théories  exposées  dans  les  Livres  précédents. 

J'ai  traité  avec  beaucoup  de  réserve  la  question  des  lignes  de  plus  grande 
pente,  parce  qu'elle  est  intimement  liée  à  celle  des  faîtes  et  des  thalwegs  sur 
laquelle  règne  une  certaine  obscurité.  M.  Breton  (de  Champ),  ingénieur  en 
chef  des  Ponts  et  Chaussées,  a  publié  sur  les  faîtes  deux  articles  fort  inté- 
ressants, mais  qui  ont  montré  les  difficultés  du  problème  plutôt  qu'ils  ne 
l'ont  résolu  (4)- 

Un  dernier  Chapitre  relatif  à  l'emploi  d'une  surface  topographique  pour 
remplacer  les  tables  à  double  entrée,  est  le  résumé  d'un  Mémoire  publié  par 
M.  Lalanne,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  qui  cette  méthode 
doit  ses  plus  grands  développements  (5). 

(  ï  )  Journal  de  l 'École  Polytechnique^  XXXIV^  cahier. 
(3)  Art.  1058,  1041,  1049,  lOoO. 

(3)  Mémoire  sur  le  dessin  de  la  fortification  [Mémorial  de  V Officier  du  Génie,  1828 ).  —  Leçons 
sur  le  dessin  de  la  fortification,  i836  (Lithographie  de  l'École  de  Metz). 

(4)  Comptes  rendus,  i^''  semestre  i854  et  2^  semestre  1861. 

(5)  Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  i^^  semestre  1846.  Pour  Thistorique  de  cet  utile  mode  de 
solution  graphique,  on  pourra  consulter  le  Mémoire  de  M.  Lalanne  et  le  Rapport  fait  par  M.  Cau- 
chy  à  l'Académie  des  Sciences  [Comptes  rendus,  2^  semestre  i843). 


AVANT-PROPOS.  Vil 

Par  la  publication  de  cette  troisième  Partie,  je  remplis  les  engagements  que 
j'avais  pris  avec  le  public.  Mon  Ouvrage  présente  sans  doute  des  lacunes, 
mais  cependant,  sous  le  rapport  des  applications  aux  arts  graphiques,  je  le 
crois  plus  complet  qu'aucun  des  Traités  de  Géométrie  descriptive,  publiés 
jusqu'à  ce  jour. 

En  terminant,  je  dois  adresser  mes  remercîments  à  M.  Mannheim,  mon 
ami,  et  mon  collègue  à  l'Ecole  Polytechnique,  qui  a  bien  voulu  lire  mon 
manuscrit,  et  dont  les  observations  judicieuses  m'ont  été  fort  utiles.  On 
verra  dans  les  Livres  VIII  et  IX  que  M. Mannheim  m'asouvent  communiqué 
des  démonstrations  très-simples  et  des  constructions  élégantes  (i). 

(i)  Notes  des  ardcles  814,  845,  831,  955,   9i5,    1006. 

Paris,  12  aoiU  i86/(. 
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Considérations  et  formules  relatives  à  la  courbure  des  lignes. 

777.  Le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  plane  w  en  un  point  0  {fig.  Saô)  esL 
le  rayon  du  cercle  avec  lequel  tend  à  se  confondre  un  cercle  langent  en  0,  et  sécant 
à  un  point  voisin  M,  lorsque  ce  point  se  rapproche  indéfiniment  de  0  (art.  94 
et  93). 

Si  nous  projetons  le  point  M  sur  la  normale  OZ  et  sur  la  tangente  OX,  e!  si  nous 
appelons  R  le  rayon  du  cercle,  nous  aurons 

'gm---^()g{-x^-~Og), 

OU 

Quand  le  point  M  est  infiniment  voisin  de  0,  l'ordonnée  mM  est  infmimeiif  petite, 
et  peut  être  négligée  auprès  de  la  longueur  fmie  9,R.  On  a,  par  suite,  en  appe- 
lant a  l'abscisse  Om  et  /3  l'ordonnée  mM, 


I  ^  ^  _p^ 


R 


La  quantité  ^  est  la  courbure  de  la  ligne  w  au  point  0. 


L'équation  que  nous  venons  de  trouver  nous  sera  souvent  utile;  elle  donne  pour 

IIL  r 


2  LIVRE    Vlll.  —  COURBURE   DES    SURFACES. 

le  rayon  de  courbure  une  valeur  positive  quand  l'ordonnée  ^  est  positive,  c'est-à- 
dire  quand  la  courbe  tourne  sa  concavité  du  côté  de  la  partie  de  Taxe  OZ  sur  la- 
quelle on  mesure  les  ordonnées  positives;  elle  montre  que  Fordonnée  |3  est  infi- 
niment petite  du  second  ordre,  quand  Fabscisse  a,  mesurée  sur  la  tangente,  est 
infiniment  petite  du  premier  ordre. 

L'abscisse  a  étant  constante,  si  l'on  fait  varier  p  d'une  quantité  infiniment  petite 
du  second  ordre,  R  variera  d'une  quantité  finie.  Lorsque  le  rayon  de  courbure  d'une 
courbe  en  un  point  est  altéré  d'une  grandeur  infiniment  petite,  la  variation  de 
Fordonnée  |3  est  d'un  ordre  supérieur  au  second. 

778,  Le  triangle  rectiligne  rectangle  OMm  [fig.  326)  donne 

Si  la  longueur  a  est  infiniment  petite,  la  quantité  |S^,  d'ordre  plus  élevé  que  oc, 
peut  être  négligée,  et  on  a 

0M  =  «. 

Par  conséquent,  dans  la  formule  (r),  on  peut  prendre  indifféremment  pour  a  Fab- 
scisse Qm  du  point  M  infiniment  voisin  de  0,  ou  la  corde  OM,  ou  encore  l'arc  OM, 
car  il  ne  diffère  de  sa  corde  que  d'un  infiniment  petit  du  troisième  ordre.  Cette 
corde  est,  en  effet,  le  double  du  sinus  de  la  moitié  de  Farc,  et  le  sinus  d'un  arc 
infiniment  petit  est  égal  à  Farc  lui-même  quand  on  néglige  les  infiniment  petits  du 
troisième  ordre.  Nous  ne  faisons  pas  de  distinction  entre  les  arcs  OM  de  la  courbe  o) 
et  du  cercle,  parce  qu'on  doit  les  considérer  comme  se  confondant  a  la  limite» 
Si  l'on  représente  par  £  l'angle  de  contingence,  on  aura 

Rs  ^=  ^, 
et  en  vertu  de  l'équation  (1) 

(    \  ^? 

^     '  a 

779.  Pour  déterminer  à  Faide  de  la  formule  (1)  le  rayon  de  courbure  d'une 
ligne  plane,  en  un  point  donné,  on  prend  la  tangente  et  la  normale  en  ce  point 
pour  axes  des  abscisses  et  des  ordonnées.  On  fait  ensuite  x  infiniment  petit  : 
y  devient  infiniment  petit  du  second  ordre;  on  néglige  les  termes  d'un  ordre  plus 

élevé,  et  la  valeur  de  ~  donnée  par  Féquation  est  le  rayon  cherché. 

Si  nous  voulons  avoir  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  en  un  de  ses  sommets, 
nous  remarquerons  que  la  tangente  et  la  normale  en  un  sommet  étant  prises  pour 
axes,  cette  courbe  est  représentée  par  Féquation 

"cë  ''"ï^  ""  TT  ""  '^• 
Lorsque  l'on  suppose  x  infiniment  petit,  y  devient  infiniment  petit  du   second 
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ordre,  et  son  carré  doit  être  négligé.  Nous  avons  alors 

-—  —  -T-  --  o,     d  ou     R  ~-  -7-" 

On  déduit  facilement  de  ceite  formule  îa  construction  que  nous  avons  donnée 
sans  démonstration  dans  la  seconde  note  de  Tarticle  493, 

780,  Pour  second  exemple;  nous  clierclierons  Texpression  générale  du  rayon 
de  courbure  delà  parabole  représentée  par  l'équation 

Nous  prenons  le  point  considéré  sur  la  courbe  pour  origine  d'un  nouveau  système 
d'axes  rectangulaires,  y^  étant  l'ordonnée  de  ce  point,  les  formules  de  la  transfor- 
mation des  coordonnées  sont 

X  =  cos  0  .x'  -~  sin  0  .y'  -h  —  ? 

y  ===  sin  6  •  x'  -h  cos  ô  .  y  '  h~  y^ . 

L'équation  de  la  parabole  devient 

sin^  B  ,x''^  '{-  2 sin 5 cos 6  .x'y'  4-  cos- 6  .j'^-i~  2  [y^  sin  Q  -- p  m^O)x' 
-\-  2  (  r.|  cos  Q  -{- p  sin  9)  y^  ^  o. 

Pour  que  l'axe  des  abscisses  soit  tangent  à  la  courbe,  il  faut  que  îa  valeur  zéro 
dey'  donne  pour  x'  deux  valeurs  nulles,  et  par  suite  que  le  coefficient  du  terme 
qui  contient  cette  coordonnée  seule,  et  à  la  première  puissance,  s'évanouisse. 
Nous  avons  donc 

j,}  sinÔ  —  p  cos  6  --  o, 

sin'^0  .x/--f-  2smô  goqO  .x'y'  -{-  cos^Ô.j'^  +  1  (j,,'cos0  -+- p  smÔ)y'  —-  o. 

Lorsque  x'  est  infiniment  petit,  y'  devient  infiniment  petit  du  second  ordre;  sup- 
primant les  termes  d'un  ordre  plus  élevé,  on  a 

sin^ô  .  x\'^  ~h  1  [y^  cos  5  -^pmiQ)y'  ^=-  o; 

d'où 

T» ri  cos^  ~j-/>  sin  0 

sin^  (9 

Éliminant  enfin  6  par  l'équation  de  condition  trouvée  plus  haut,  on  obtient 
On  trouve  par  cette  formule  que  le  Tayon  de  courbure  au  sommet  est  égal  \p. 
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Théorème  de  M,  Bertrand,  —  Théorème  d'Euler.  —  Indicatrice. 

781.  Nous  avons  vu  que  toutes  les  courbes  qui  sont  tracées  sur  une  surface^  el 
qui  se  croisent  en  un  point,  y  sont  tangentes  à  un  môme  plan;  nous  allons  main- 
tenant étudier  d'une  manière  plus  intime  les  relations  qui  existent  entre  ces  lignes. 

Soient  OZ  la  normale  d'une  surface  en  un  point  0  {fig>  327);  OX  et  OY  deux 
tangentes  rectangulaires  quelconques;  OM  et  ON  les  sections  de  la  surface  par  les 
plans  ZOX  et  ZOY.  Nous  prenons  des  longueurs  infiniment  petites  égales  Om  et  On, 
et  par  les  points  m  qî  n  nous  concevons  des  plans  respectivement  parallèles  a  ZOY 
et  à  ZOX  ;  ils  coupent  le  plan  XOY  suivant  les  droites  mp  et  np,  et  la  surface  sui- 
vant les  courbes  MP  et  NP. 

La  surface  étant  continue,  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  MP  au  point  M  ne 
diffère  que  d'une  longueur  infiniment  petite  du  rayon  de  courbure  de  la  ligne  ON 
au  point  0;  les  longueurs  des  ordonnées  ^  correspondant  à  une  même  grandeur 
de  a  sont  donc  égales  pour  ces  deux  courbes  (art.  777),  et  par  suite  si  la  tangente 
de  MP  au  point  M  était  la  droite  MY'  parallèle  à  OY,  l'ordonnée  pP  serait  égale 
à  (mM-f-i^N)o  II  résulte  de  là  que  l'angle  infiniment  petit  compris  entre  la  tan- 
gente de  MP  au  point  M  et  la  droite  MY'  est  égal  a 

mM  -'r-7iN  —  pV 
mp 

Mais  cet  angle  est  aussi  égal  à  celui  que  la  normale  ME  à  MP  fait  avec  la  droite  ME^ 
parallèle  à  OZ;  on  a  donc 

(3)  ËME,  :=. 

On  trouve  de  même 

GNG,  =^ 

np 
Enfin  les  longueurs  mp  et  np  étant  égales,  on  a 

ÉME",,  -:GNG^,. 

La  droite  ME  est  dans  le  plan  Mmp  qui  n'est  pas  normal  à  OM,  et  par  suite  elle 
n'est  pas  normale  à  la  surface.  Pour  la  rendre  normale,  il  faut  la  faire  tourner 
autour  de  la  tangente  de  MP  en  M,  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  perpendiculaire  à  OM; 
mais  la  tangente  à  MP  faisant  avec  le  plan  ZOX  un  angle  qui  ne  diffère  d'un  droit 
que  d'une  quantité  infiniment  petite,  et  le  déplacement  de  la  droite  ME  étant  lui- 
même  infiniment  petit,  l'angle  qu'elle  fait  avec  le  plan  ZOX  n'est  altéré  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  d'un  ordre  élevé.  Les  angles  infiniment  petits  que  les 
normales  de  la  surface  aux  points  MetN  font  respectivement  avec  les  plans  ZOX 


mM  -h  /^N- 

-pV 

mp 

mM-f-TiN- 

-pV 

CHAPITRE    I.  —  THEORIE    GENERALE.  5 

et  ZOY  sont  donc  égaux  aux  angles  EME,  et  GNG^,  et  par  suite  égaux  entre  eux. 
De  là  résulte  un  théorème  dû  à  M.  Bertrand  C),  et  que  nous  énoncerons  plus  loin. 

782.  Soient  MF  la  normale  de  la  surface  au  point  M,  et  MF,  sa  projection  sur  le 
plan  ZOX.  Nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  l'ordre  de  grandeur  de  la 
différence  des  angles  EME^  et  FMF^ . 

Les  lignes  ME , ,  MF^  et  MP  forment  un  triëdre  dans  lequel  le  dièdre  le  long  de  ME  j 
est  droit;  on  a  donc 

cosPMF^  =:rcosPME,  cosE,MF,. 
Mais  les  angles  PMF  et  PME  sont  droits;  nous  pouvons  par  conséquent  écrire 

cos  (90^  -4-  FMF^  )  --  cos  (90^  +  ÈME ,  )  cos  E,  MF^, , 
ou  bien 

sin  FMF,  =-  sinEME,  cosE.MF^  ; 

et  comme  les  trois  angles  FMFi,  EME^  etE^MF,  sont  infiniment  petits,  il  suffit  de 
négliger  dans  chaque  membre  les  termes  du  troisième  ordre,  pour  avoir 

fmf;^émk,. 

783.  Nous  appellerons  rfma^m/i  de  la  normale  d'une  surface  en  un  point  M  voisin 
d'un  point  considéré  0,  l'angle  FMF,  formé  par  la  normale  en  M  avec  le  plan  ZOM 
qui  contient  le  point  M  et  la  normale  en  0  (**  ).  On  peut,  en  employant  cette  ex- 
pression, énoncer  comme  il  suit  le  théorème  de  M.  Bertrand  :  Les  dénations  des^ 
normales  en  deux  points  d'une  surface,  situés  à  des  distances  infiniment  petites  égales 
d'un  point  considéré  et  dans  des  directions  rectangulaires,  sont  égales  en  grandeur 
absolue. 

Sur  la  figure  3^7,  les  droites  MF  et  NH  situées  d'un  même  côté  de  la  surface 
sont  toutes  les  deux  dans  Tangle  dièdre  XOY.  Cela  résulte  de  ce  que  l'ordonnée  pP 
est  plus  petite  que  la  somme  (mM  +  nN)  qui  exprime  la  hauteur  a  laquelle  serait 
le  point  P  si  la  déviation  était  nulle;  mais  quand  le  trinôme  (mM  -h  n^  —  pV)  est 
négatif,  les  droites  MF  et  NH  sont  hors  du  dièdre  XOY. 

(  *  )   Journal  de  M.  Lioiwillej   1 844- 

I/étude  des  systèmes  de  droites  qui  ne  sont  pas  normaîes  à  une  surface  est  en  dehors  de  notre 
cadre.  Les  personnes  qui  voudraient  connaître  cette  question  peuvent  consulter  le  Mémoire  de 
M.  Bertrand,  et  les  développements  qui  ont  été  donnés  à  cette  partie  de  son  travail  par  M.  Duhamel 
[Éléments  de  Calcul  infinitésimal,  t.  II). 

(**)  M.  Transon  a  employé  le  mot  déviation  à.'A.x\%  un  sens  différent  [Journal  de  M.  Liouville^ 
t.  VI). M.  Liouville  s'est  servi  de  l'expression  de  déviation  relative  dans  la  théorie  des  courbures  com- 
parées de  deux  lignes  tangentes  (5®  (^^WûonàeV Analyse  appliquée  de  Mon^^e,  i^®  note).  îS'ous  pen- 
sons qu'il  ne  peut  y  avoir  aucune  confusion. 
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Si  Ton  conçoit  que  le  plan  ZOM  tourne  autour  de  OZ,  la  déviation  de  la  normale 
au  point  mobile  M  variera,  et  lorsque  le  plan  sera  confondu  avec  ZON,  la  partie  de 
la  normale  située  au-dessus  de  la  surface  sera  d'un  côté  différent  de  celui  où  elle  se 
trouvait,  quand  le  plan  avait  sa  position  initiale.  Il  y  a  donc  pour  le  plan  au  moins 
une  position  intermédiaire,  où  il  contient  la  normale  au  point  situé  sur  sa  trace,  à 
une  distance  infiniment  petite  de  0.  Il  jouit  d'ailleurs  de  la  même  propriété  dans 
une  seconde  position  perpendiculaire  à  la  première. 

784,  Soient  maintenant  OZ  la  normale  d'une  surface  en  un  point  quelconque  0 
[fig*  3Qi8);  OM  et  ON  deux  sections  de  la  surface  par  des  plans  rectangulaires,  tels 
que  les  normales  aux  points  de  ces  lignes  iniininient  voisins  de  0  rencontrent  OZ  ; 
OQ  la  section  par  un  plan  normal  faisant  un  angle  9  avec  le  plan  ZOX;  OX,  OY 
et  0^  les  traces  des  plans  ZOM,  ZON  et  ZOQ  sur  le  plan  tangent  en  0. 

Nous  prenons  sur  0^  un  point  q  infiniment  voisin  de  0,  et  nous  traçons  d'abord 
les  droites  qn  et  qm  respectivement  parallèles  à  OX  et  à  OY,  puis  les  droites  q^, 
m\l  et  n^  parallèles  a  OZ.  Enfin  nous  appelons  R,  R,  et  R2  les  rayons  de  cour- 
bure des  sections  normales  OQ,  OM  et  ON.  Nous  avons  immédiatement 

î   ^Q  I    mM  I     _        /zN 

^^  Og         •^'  Om         ^^''  0/2 

La  déviation  est  nulle  aux  points  M  et  N;  par  conséquent,  si  l'on  fait  passer  par 
!e  point  N  un  plan  parallèle  a  ZOX,  la  tangente  de  la  section  NQ,  au  point  N,  sera 
parallèle  a  OX.  D'après  cela,  et  conformément  à  une  observation  de  l'article  781, 
nous  avons 

^Q  -  ??2Mh-  n^. 

En  remplaçant  ^Q,  mM  et  /iN  par  leurs  valeurs  déduites  des  premières  équations, 
on  obtient 

0  g  __  0  ni        0  n 

Mais  les  longueurs  Om  et  0/2  sont  respectivement  égales  à  0^  cosy  et  à  O^sin  tù\ 
nous  avons  donc 

(4)  I  =:=™cos^9-^^sin>. 

Cette  formule  est  due  à  Euler  (*). 

Une  surface  divise  l'espace  en  deux  régions  dont  l'une  est  appelée  intérieure  et 
l'autre  extérieure.  En  général,  on  choisit  arbitrairement  la  région  que  l'on  appelle 
intérieure  :   la   partie  de  la  normale   qui  y  est  située    est  la  normale  intérieure; 

\  *  )  Recherches  sur  la  courbure  des  surfaces  (Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin^  1 760). 
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l'autre  partie  de  cette  droite  est  la  normale  exlérieare.  Quand  la  normale  en  m\ 
point  aura  été  prise  pour  axe  des  z,  et  que  rorigine  sera  sur  la  surface,  nous  cou-- 
sidérerons  comme  normale  intérieure  la  partie  de  l'axe  sur  laquelle  on  mesurera 
les  ordonnées  positives.  Les  rayons  de  courbure  positifs  seront  ainsi  sur  la  nor- 
male intérieure  (art.  777). 

785.  En  mettant  l'équation  (4)  sous  la  forme 

I  I  /    I  I    \       •      2 

Il  ^  ï^  ^  U  ""  ix j  ''''  ^' 

on  reconnaît  que  -^  varie  toujours  dans  le   même   sens,    depuis  -^  jusqu'à  ^. 

lorsque  ç  croît  de  o  à  ±:  90  degrés.  Lesra\ons  R,  etRs  sont  donc  les  limites  des  va- 
leurs deR;  l'un  est  son  seul  maximum,  et  l'autre  son  seul  minimum.  Il  résulte  de 
là  que  les  sections  normales  ZOM  et  ZON  [fig-  328)  ont  des  positions  déterminées, 
et  que  l'on  ne  peut  pas  faire  passer  par  OZ  des  plans  autres  que  ZOX  et  ZOY,  et 
dont  les  sections  soient  telles,  que  la  normale  de  la  surface  au  poini  voisin  de  O 
rencontre  OZ. 

On  appelle  sections  principales  d'une  surface  en  un  point,  les  deux  sections  nor- 
males dont  les  rayons  de  courbure  sont  l'un  maximum  etTauire  minimum,  et  dont 
les  plans  contiennent  les  normales  aux  points  infiniment  voisins  de  celui  que  l'on 
considère.  Les  plans  des  sections  principales  sont  Sippelés  plans  principaux,  et  leurs 
rayons  j^ayons principaux, 

786.  Si  l'on  désigne  par  IV  le  rayon  de  courbure  de  la  section  contenue  daos 
le  plan  normal  perpendiculaire  a  celui  dont  l'azimut  est  9,  on  aura 


î  I  .       o  I 


,2 


Ajoutant  cette  équation  a  l'équation  (4),  on  obtient 

î     ,     î    i  i 

R  ~^  R^  "'"  il,  "•"■  R.' 

Par  conséquent,  en  tout  point  d'une  surface  la  somme  des  courbures  de  deux  sections 
rectangulaires  quelconques  est  constante  (^  ) . 

En  multipliant  l'une  par  l'autre  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  de  :^  et  de  ~p 

(  *)  Cette  remarque  est  due  à.  M^'*^  S.  Germain  [Journal  de  Crelle^   i83i). 

M.  Babinet  a  généralisé  la  formule  5  il  a  trouvé  que  si  i\^  ?\^  r^^,..,rm  sont  les  rayons  de  courbure  des 

sections  faites  par  des  plans  normaux  comprenant  entre  eux  des  angles  égaux  à  —  5  on  a 

3  Vu,    R,; 

[Comptes  rendus,  t.  XXV.) 


T 

l          ï          I   . 

I 

-H 1 f" 

1-  - 

m 

V  n       f\       r, 

rn 
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on  obtient 


I  T  I     /     I  I 


787 .  Concevons  dans  le  plan  G  tangent  a  la  surface  au  point  considéré  0  [fig.  S^g) 
une  conique  dont  le  centre  soit  en  ce  point,  et  dont  les  axes  (ultî  et  vX  soient  tan- 
gents aux  sections  principales  MOP  et  NOL  :  en  appelant  a  et  6  les  demi-axes  Op- 
et  0  V,  p  le  rayon  vecteur  0 t  d'un  point  quelconque  t,  et  (^  son  azimut  [xQx,  l'équa- 
tion de  cette  courbe  sera 


l  i      ..     o  .1 


.2 


Si  les  carrés  des  axes  sont  proportionnels  aux  rayons  de  courbure  des  sections 
principales  qui  leur  sont  respectivement  tangentes,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

(7)  a-:==:R,c,     b'^K.c, 

c  étant  une  longueur  arbitraire,  les  équations  (4)  et  (6)  donneront 

R  est  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  SOT  déterminée  par  l'azimut  9, 
et  par  conséquent  tangente  à  or. 

On  voit  que  la  conique  dont  les  axes  sont  déterminés  par  les  équations  (7) 
est  telle,  que  les  carrés  de  ses  rayons  vecteurs  sont  proportionnels  aux  rayons  de 
courbure  des  sections  normales  tangentes.  On  appelle  cette  courbe  indicatrice;  elle 
est  déterminée  de  forme,  mais  non  de  grandeur,  parce  que  le  paramètre  c  est  arbi- 
traire (*). 

788.  En  appelant  a'  et  V  les  demi-longueurs  de  deux  diamètres  conjugués  de 
l'indicatrice,  R'^  et  R'.^  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  respectivement 
tangentes  a  ces  droites,  on  a 

et  comme  les  deux  binômes  (a'^  ~hè'^)  et  [à^  -+-  è^)  sont  égaux,  on  obtient 

(8)  ■     r;  +  RV=-R^-^R2. 

Ainsi,  la  somme  des  rayons  de  courbure  de  deux  sections  normales  dont  les  plans 
contiennent  des  diamètres  conjugués  de  V indicatrice  est  constante. 

789,  Nous  allons  maintenant  supposer  que  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan 
parallèle  au  plan  tangent  au  point  considéré;  nous  prenons  pour  origine  le  point  où 
la  normale  rencontre  le  plan  de  section;  nous  appelons  p  le  rayon  vecteur  du  point 

(*)  La  théorie  des  indicaU^ices  est  due  à  M.  Charles  Dtipin  {Développements  de  Géométrie^ 
3«  Mémoire), 
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de  cette  courbe  qui  correspond  à  un  azimut  9  mesuré  à  partir  du  plan  de  Tune  des 
sections  principales;  enfin  nous  désignons  comme  précédemment  par  R  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  normale  qui  correspond  à  l'azimut  9.  Si  la  distance  z  du 
plan  sécant  au  plan  tangent  est  infiniment  petite  du  deuxième  ordre^  le  rayon  p  seri* 
infiniment  petit  du  premier,  et  nous  aurons  d'après  la  formule  (i)  : 


I '7.Z  ^ 


puis,  en  éliminant  R  par  la  formule  (4), 


P^        R,  ^       R2 


En  faisant  successivement  9  égal  à  zéro  et  à  90  degrés,  et  en  appelant  a  et  b  les 
valeurs  correspondantes  dep,  on  obtient 


(9)  9  ^  n^ 


i  iz  I 

F~  R, 


et  par  suite, 


-  "  "Cos^  cp  -r  7-  sin-  (p, 

p2         a-  ^  b^  ' 


Cette  équation  représente  une  conique  dont  les  demi-axes  a^i  b,  donnés  par  les 
équations  (9),  sont  proportionnels  aux  demi-axes  de  l'indicatrice  déterminés  par 
les  formules  (7).  C'est  l'indicatrice  que  l'on  obtient  lorsque  Ton  attribue  au  para- 
mètre arbitraire  c  une  grandeur  infiniment  petite  du  second  ordre  2^.  D'ailleurs, 
les  ordres  de  grandeur  des  quantités  infiniment  petites  ne  sont  que  relatifs,  ei 
iî  n'y  a  pas  lieu  de  préciser  l'ordre  de  l'ordonnée  z,  quand  on  ne  la  compare  pas 
à  d'autres  longueurs  infiniment  petites.  Nous  avons  donc  ce  théorème: 

Un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en  un  point,  et  infiniment  rapproché  de  luu 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  qui,  dans  la  partie  voisine  du  point  considéré,  se 
confond  avec  une  conique  homothétique  de  r  indicatrice* 

La  courbe  d'intersection  peut  s'étendre  loin  du  point,  et  avoir  différentes  bran-^ 
ches.  Ces  parties  éloignées  n'ont  aucune  influence  sur  les  rayons  de  courbure  des 
sections  normales,  et  par  suite  aucune  relation  nécessaire  n'existe  entre  elles  et 
l'indicatrice. 

Si  la  conique  est  une  ellipse,  tous  ses  points  seront  à  des  distances  infiniment 
petites  du  point  considéré,  et  elle  se  confondra  avec  une  branche  complète  de  la 
courbe  d'intersection;  si  elle  est  une  hyperbole,  elle  se  composera  de  deux  petits 
arcs  infiniment  rapprochés  du  point,  et  de  prolongements  indéfinis  dans  la  direc-- 
tion  des  asymptotes.  Ces  prolongements  n'appartiennent  pas  à  la  section  faite  dans 
la  surface. 

m.  9. 
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790.  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  important,  et  par  suite 
nous  croyons  utile  de  l'établir  d'une  manière  directe. 

Nous  plaçons  l'origine  au  point  considéré  sur  la  surface,  et  nous  prenons  la  nor- 
male pour  axe  des  z  :  les  deux  autres  axes  seront  des  droites  rectangulaires  situées 
dans  le  plan  tangent.  Nous  supposons  enfin  que  l'équation  de  la  surface  consi- 
dérée 2  est  algébrique. 

Quand  une  courbe  plane  est  rapportée  à  deux  axes  situés  dans  son  plan,  et 
qu'elle  touche  celui  des  abscisses  à  l'origine,  son  équation  ne  renferme  ni  terme 
constant,  ni  terme  conlenantrabscisse  seule  et  à  la  première  puissance;  car,  parmi 
les  valeurs  de  l'abscisse  qui  correspondent  à  la  valeur  zéro  de  l'ordonnée,  il  faut 
qu'il  y  en  ait  deux  qui  soient  nulles.  Par  les  mêmes  motifs,  notre  surface  2  élant 
tangente  à  l'origine  au  plan  des  deux  axes  des  x  et  des  y,  son  équation  doit  être  dé~ 
pourvue  du  terme  constant  et  des  termes  du  premier  degré  en  x  et  en  y.  Si  nous  ne 
considérons  que  la  partie  voisine  de  l'origine,  et  pour  laquelle  les  coordonnées  x  et  j 
sont  infiniment  petites,  Tordonnée  z  sera  infiniment  petite  du  second  ordre,  et, 
d'après  la  composition  de  l'équation,  tous  ses  termes  seront  infiniment  petits  au 
moins  du  deuxième  ordre.  Ceux  qui  sont  d'un  ordre  plus  élevé  devant  être  né- 
gligés, on  voit  que  l'équation  se  réduira  a  la  forme 

(  lo)  A^'  ~T-  %xy  -I-  A'j'  "1-  Ç.Z  :=^  o. 

La  partie  de  la  surface  1  voisine  de  l'origine  appartient  donc  à  une  surface 
du  second  ordre,  ou  plutôt  à  toutes  les  surfaces  qui  sont  représentées  par  l'équa- 
tion du  deuxième  degré 

( r  I )  kx'  -f-  B xy  -{-  A^y '  -h  K^'  -h  K'^^  +  K"^'  -f-  C^  ::::=  o, 

dans  laquelle  K,  K'  et  K''  sont  des  coefficients  indéterminés,  car  cette  équation  de-- 
vient  identique  avec  (  îo),  lorsque  z  est  infiniment  petit  du  second  ordre. 

Le  théorème  que  nous  avons  établi  a  l'article  précédent  est  une  conséquence 
immédiate  du  résultat  que  nous  venons  d'obtenir.  Pour  étendre  cette  démonstration 
au  cas  où  la  surface  est  transcendante,  il  suffit  de  supposer  que  son  équation  a  été 
développée  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  des  variables  (M. 

791.  Si  Ton  considère  z  comme  une  quantité  constante  et  infiniment  petite 
du  second  ordre,  Féquation  (lo)  représentera  une  indicatrice  (art.  789).  11 
suffira  donc,  pour  connaître  les  positions  des  sections  principales,  de  déterminer 
les  axes  de  cette  conique.  Prenant  ensuite  ces  droites  pour  axes  coordonnés,  on 
aura  pour  représenter  la  courbe  une  équation 


(*)  Le  théorème  de  l'article  789  étant  établi  directement,  nous  pourrions,  par  des  raisonnements 
analogues  à  ceux  de  cet  arîicle,  en  déduire  la  formule  d'Euler  qui  serait  ainsi  démontrée  d'une 
seconde  manière. 
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Si  nous  désignons,  comme  précédemment,  par  a  et  b  les  longueurs   des   demi- 
axes,  nous  aurons 


Cz 
a'  =  —  ~^, 
A, 

b-'--^ 

Cz 
'  A',  ' 

d'où,  en  vertu  des  équations  (9), 

(i3)                                    I^'-=-iT,' 

Îl2== 

_      C 
2  A' 

Conformément  à  une  observation  que  nous  avons  présentée  a  l'article  777,  un 
rayon  de  courbure  sera  positif  ou  négatif,  suivant  que  la  section  tournera  sa  conca- 
vité du  côté  de  Taxe  des  z,  sur  lequel  on  mesure  les  ordonnées  positives,  ou  de 
l'autre  côté. 

792.  Lorsqu'en  un  point  commun  les  sections  principales  de  deux  surfaces 
sont  deux  a  deux  dans  les  mêmes  plans  et  osculatrices,  leurs  sections  par  un  plan 
normal  quelconque  ont  des  rayons  de  courbure  égaux.  On  dit  alors  que  les  surfaces 
sont  osculatrices. 

La  surface  du  second  ordre  représentée  par  Téquation  (i  i)  est  osculatrice  de  la 
surface  considérée  2,  car  cette  équation  devient  identique  avec  (lo)  lorsque  Fori 
suppose  que  l'ordonnée  z  est  infiniment  petite  du  second  ordre,  et  par  suite  les 
plans  et  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales  sont  les  mêmes  dans  les 
deux  surfaces  pour  le  point  qui  est  a  l'origine. 

Quand  on  donne  à  z  une  valeur  finie  et  constante^  l'équation  représente  une 
section  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  j^,  et  cette  section  est  une 
conique  homothétique  de  celle  que  Fon  obtient  en  attribuant  à  z  une  valeur  infini-^ 
ment  petite  du  second  ordre,  car  les  coefficients  des  termes  du  second  degré  sont 
les  mêmes;  elle  est  donc  aussi  bomothétique  de  l'indicatrice  (art.  789).. 

Une  surface  quelconque  est  osculée  en  un  point  donné  par  une  infinité  de  surfaces  du 
second  ordre,  et  les  sections  de  ces  surfaces  par  des  plans  parallèles  au  plan  tangent 
sont  des  coniques  homothétiques  de  l'indicatrice. 

Quand  K'  et  K''  sont  nuls,  on  a 

(i4)  A^'^H-Bx7+ A'^^H-^K^^  +C^^o. 

Cette  équation  représente  une  surface  du  second  ordre  dont  l'axe  des  z  est  un  axe, 
et  dont,  par  conséquent,  un  des  sommets  est  à  l'origine  point  d'osculation.  Comme 
d'ailleurs  l'équation  contient  encore  un  coefficient  arbitraire,  nous  voyons  {\\xune 
infinité  de  surfaces  du  second  ordre  sont  osculatrices  en  un  de  leurs  sommets  d'une  sur- 
face quelconque  en  un  point  donné. 

Dans  le  paragraphe  suivant  nous  reviendrons  par  d'autres  considérations  sur  la 
théorie  de  ces  surfaces  osculatrices. 

Des  raisonnements  analogues  à  ceux  que  nous  venons  de  présenter  font  aisé- 
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ment  trouver  les  équations  des  surfaces  algébriques  qui  ont  avec  la  proposée,  en  un 
point  donné,  un  contact  d'un  ordre  déterminé  et  supérieur  au  second. 

Discussion  de  la  formule  d'Euler, 

793.  Cas  où  les  deux  rayons  principaux  sont  de  même  signe. —  Nousallons  main- 
tenant recbercber  les  conséquences  de  la  formule  d'Euler  dans  les  différents  cas 
qui  peuvent  se  présenter.  Nous  supposerons  d'abord  que  les  deux  rayons  princi- 
paux sont  de  même  signe,  et  nous  les  considérerons  comme  positifs. 

On  voit  facilement  que  le  rayon  de  courbure  R  est  toujours  positif,  et  compris 
entre  Ro  etR,  (art.  785).  Si  nous  prenons  sur  la  normale  OZ  [fig*  Sî^g)  des  lon- 
gueurs OE  et  OF  respectivement  égales  a  R<  et  à  R2,  le  centre  de  courbure  d'une 
section  quelconque  SOT  sera  en  un  point  G  du  segment  FE.  11  en  résulte  que  près 
du  point  0  la  surface  est  entièrement  d'un  même  côté  de  son  plan  tangent,  et 
qu'elle  n'a,  par  conséquent,  que  ce  point  de  commun  avec  lui. 

Les  carrés  a^  et  V"  donnés  par  les  équations  (7)  sont  de  même  signe,  et  positifs 
quand  on  attribue  à  c  une  valeur  positive.  L'indicatrice  est  donc  une  ellipse.  On 
appelé  surfaces  con\>exes  celles  dont,  en  tous  les  points,  les  indicatrices  sont  des 
ellipses. 

Quand  les  valeurs  de  R^  et  de  R2  sont  égales,  l'indicatrice  est  un  cercle,  et  les 
rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales  sont  égaux.  On  appelle  om6?//c5' 
les  points  singuliers  où  cette  circonstance  se  présente. 

794.  Quand  une  surface  2'  a  en  un  point  0'  les  mêmes  rayons  principaux 
qu'une  autre  surface  2  en  un  point  0,  on  peut  évidemment  la  placer  de  manière 
que  le  point  0'  étant  confondu  avec  le  point  0,  elle  soit  osculatrice  de  2. 

Considérons  un  ellipsoïde  scalène  [fig-  33o)  :  au  sommet  0'  les  deux  sections 
principales  sont  les  ellipses  principales  M'O'P'  et  N'O'L',  car  la  normale  O'K  est 
rencontrée  par  les  normales  de  la  surface  aux  différents  points  de  ces  courbes,  et 
notamment  a  ceux  qui  sont  infiniment  voisins  de  0'.  Si  nous  appelons  a,  h  et  c  les 

demi-axes  KM/,  KN'  et  KO',  les  rayons  de  courbure  principaux  seront   —   et  — 

(art.  779).  Par  conséquent,  pour  que  l'ellipsoïde  puisse  être  rendu  osculateur  en 
son  sommet  0'  de  la  surface  2  au  point  0  [fig^  ^29),  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

(.5)  I^R.,     ^=R„ 

R^  etRa  étant  les  rayons  principaux  de  la  surface  2  au  point  0. 

11  n'y  a  que  deux  équations  pour  déterminer  les  trois  demi-axes  a,  6  et  c;  une 
surface  convexe  a  donc  pour  chacun  de  ses  points  une  infinité  d'ellipsoïdes  oscu- 
lateurs  en  un  de  leurs  sommets.  Si  l'on  se  donne  la  position  du  centre  de  l'ellip- 
soïde sur  la  normale,  le  demi-axe  c  sera  déterminé,  et  les  équations  (  i5)  feront  con- 


CHAPITRE   I.    -    THEORIE    GENERALE.  l3 

naître  les  demi-axes  a  et  &;  ils  seront  toujours  réels  quand  c  sera  positif,  et  par 
suite  tout  point  de  la  normale  situé  du  côté  de  la  concavité  de  la  surface  est  le 
centre  d'un  ellipsoïde  osculateur.  Si  Ton  donnait  à  c  des  valeurs  négatives,  a-  et  Jr 
seraient  négatifs,  et  on  aurait  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  osculateurs  en  un 
de  leurs  sommets. 

Si  Ton  prend  pour  axes  coordonnés  les  droites  0|j.,  Ov  et  QZ.{Jîg:  329),  Féq na- 
tion de  rdlipsoïde  osculateur  sera 

,    ^ ,  x^  r^         £2  —  1CZ 

(>6)  ÎT. +fe-^"T"-=°- 

Quand  le  centre  de  l'ellipsoïde  est  au  point  E,  centre  de  courbure  de  la  sectioii 
principale  MOP  [fig*  3^9),  on  a 

et  la  surface  osculatrice  est  de  révolution  autour  de  Taxe  parallèle  à  vX.  Elle  sérail 
de  révolution  autour  de  Taxe  parallèle  p. 71  si  son  centre  était  en  F. 

795.  Bans  un  ellipsoïde  osculateur  en  l'un  de  ses  sommets  y  V  ellipse  principale 
située  dans  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  commun  est  homothétique  de  l'indica- 
trice, car  les  équations  (i5)  qui  en  déterminent  les  axes  sont  identiques  aux  équa- 
tions (  7  )  qui  donnent  les  axes  de  l'indicatrice.  La  distance  O'K  du  centre  de  l'ellip- 
soïde au  point  considéré  [fig.  33o)  est  le  paramètre  arbitraire  qui  entre  dans  tes 
expressions  des  axes  de  l'indicatrice. 

Toute  section  de  l'ellipsoïde  osculateur  que  nous  considérons,  par  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  tangent  commun,  est  une  ellipse  y  n' m'  homothétique  de  Tellipse 
principale  P'N^ M',  et  par  conséquent  homothétique  de  l'indicatrice.  Ce  résultat  est 
d'ailleurs  une  conséquence  du  théorème  plus  général  de  l'article  792. 

796.  Cas  où  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  de  signes  différents,  —  Les 
équations  (6)  et  (7)  montrent  que  quand  les  rayons  principaux  sont  de  signes 
différents,  l'indicatrice  est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  font  avec  la  tangente 
de  la  première  section  principale  un  angle  $  pour  lequel  on  a 


18)  tang<D.^d^^-| 


Ht 

Nous  traçons  dans  le  plan  tangent  au  point  considéré  0  lès  droites  GX  et  OY, 
respectivement  tangentes  aux  sections  dont  les  rayons  sont  R^  etRa  [fig-  33 1),  et 
les  droites  V^  A^  et  UiU  faisant  avec  OX  l'angle  0:  toute  hyperbole  dont  ces  lignes 
sont  les  asymptotes  peut  être  prise  pour  indicatrice.  Nous  considérons  celle  qui  a 
ses  sommets  en  des  points  fji  et  ti  situés  sur  l'axe  OX  à  une  distance  arbitraire  du 
pointO.  SIR^  est  positif,  elle  correspond  à  une  valeur  positive  du  paramétrée.  Les 
rayons  de  courbure  étant  proportionnels  aux  carrés  des  rayons  vecteurs  de  l'indi- 
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catrice,  le  rayon  il  de  la  section  faite  par  le  plan  normal  qui  a  pour  trace  sur  le 
plan  tangent  la  droite  o-Ot  est  donnée  par  l'expression 

Lorsque  le  point  t  parcourt Thyperbole,  le  rayon  vecteur  Ot  varie  de  Op-  à  Finfini, 
et  le  rayon  de  courbure  delà  section  normale,  deR,  à  l'infini.  Quand  la  droite  cOt  esL 

dans  l'angle  supplémentaire  des  asymptotes,  la  quantité  Or  est  négative,  et  le  rayon 
de  courbure  R  est  dirigé  en  sens  contraire  des  précédents.  L'hyperbole  qui  a  ses 
somm.ets  aux  points  n  et  [j.  n'indique  plus  les  variations  du  rayon  de  courbure; 
mais  si  nous  traçons  une  hyperbole  dans  l'angle  supplémentaire  des  asymptotes, 
nous  aurons  une  indicatrice  qui  correspondra  a  une  valeur  négative  de  la  cor- 
stante  c,  et  qui  fera  connaître  les  rayons  de  courbure  négatifs. 

Quand  les  valeurs  de  c  qui  déterminent  les  deux  hyperboles  sont  égales  en 
grandeur  absolue,  on  a,  en  vertu  des  équations  (7), 


OA 

Op. 

li, 

Kl 

ox 

0,. - 

/- 

s; 

18), 

=  tan  g  iK 

d'où 


et  en  ayant  égard  à  l'équation 


D'après  cela,  pour  que  les  longueurs  des  rayons  de  courbure  obtenues  par  la  consi- 
dération des  deux  hyperboles  soient  comparables  entre  elles,  il  faut  que  les  som- 
mets de  ces  courbes  appartiennent  à  un  rectangle  ayant  les  asymptotes  pour  diago- 
nales. 

En  résumé,  le  rayon  de  courbure  d'une  section  normale  est  positif  ou  négatif  suivant 
que  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  tangent  est  comprise  dans  l'un  ou  dans  l'autre 
des  deux  angles  des  asymptotes  de  l'indicatrice  ;  chaque  rayon  de  courbure  principal 
est,  en  grandeur  absolue,  le  minimum  des  rayons  de  courbure  qui  ont  même  signe  que 
lui.  Enfin  ^  chacune  des  deux  sections  normales  dont  le  plan  contient  une  asymptote  de 
l'indicatrice  a  un  rayon  de  courbure  infini,  et  par  suite  les  asymptotes  de  V indicatrice 
ont  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface. 

Lorsque  les  rayons  principaux  ont  des  grandeurs  absolues  égales^  les  asymptotes  de 
r  indicatrice  sont  rectangulaires,  et  réciproquement. 

Les  surfaces  qui  ont  en  chacun  de  leurs  points  des  hyperboles  pour  indicatrices 
sont  dites  à  courbures  opposées. 

797.  Les  sections  faites  par  des  plans  normaux  dont  les  traces  sont  comprises 
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clans  Tangle  UOV  ont  leur  rayon  de  courbure  positif,  et  sont  près  du  point  0,  à'uB 
certain  côté  du  plan  tangent^  par  exemple  en  dessus;  les  sections  faites  par  des 
plans  dont  les  traces  sont  dans  l'angle  UjOV  ont  leur  rayon  de  courbure  négalif, 
et  sont  au-dessous  du  plan  tangent.  Ce  plan  tangent  traverse  donc  la  surface  ;  il  la 
coupe  suivant  une  courbe  oj  qui  a  une  branche  tangente  à  chaque  asymptote^  comme 
nous  allons  le  reconnaître. 

La  droite  cr  touche  au  point  0,  et  coupe  au  point  "17  la  section  par  le  pîan 
normal  crt.  Si  l'on  fait  tourner  ce  plan  autour  de  la  normale  au  point  0,  jusqu'à  ce 
que  le  point  yj  arrive  en  0,  la  trace  az  acquerra  en  même  temps  un  contact  du 
premier  ordre  avec  la  courbe  w,  et  un  contact  du  second  ordre  avec  la  section  nor- 
male; chacune  des  asymptotes  de  l'indicatrice  est  donc  tangente  a  la  courbe  o)  au 
point  0. 

On  peut  étendre  ce  résultat  aux  courbes  gauches,  en  considérant  leurs  plans 
osculateurs;  ainsi,  quand  une  courbe  tracée  sur  une  surface  a  en  un  point  son  plan 
osculateur  tangent  à  la  surface,  elle  a  pour  tangente  en  ce  point  une  des  deux  asymptotes 
de  rindicatrice.  11  résulte  de  là  qu'ime  courbe  tracée  sur  une  surface  convexe  ne  peut 
avoir  aucun  de  ses  plans  osculateurs  tangent  à  la  surface. 

Revenons  à  h^  figure  33i,  Si  la  branche  Ovî  de  îa  courbe  w  avait  une  inflexion  au 
point  0,  en  faisant  tourner  le  plan  normal  et,  deux  points  d'intersection  >1  et  yj, 
se  réuniraient  simultanément  au  point  de  tangence  0,  et  le  contact  de  la  section 
normale  avec  la  tangente  VV^  de  la  courbe  s'élèverait  au  troisième  ordre.  On  voit 
ainsi  que  chaque  asymptote  de  V indicatrice  a  un  contact  d'un  ordre  inoins  élevé  d'une 
unité  avec  la  section  tangente  w  qu'avec  la  section  normale. 

798.  Considérons  rhyperboloïde  scalène  représenté  s\xvl2i figure  ^i 2:  en  raison- 
nant comme  à  l'article  794,  on  reconnaît  qu'au  sommet  0'  les  sections  principales 
sont  l'hyperbole  principale  RFO'P',  et  l'ellipse  de  gorge  N'O'L'.  Il  est  d'ailleurs 
évident  que  les  centres  de  courbure  E  et  F  de  ces  lignes  sont  de  côtés  différents 
du  sommet  0\  Si  leurs  rayons  de  courbure  sont  égaux  aux  rayons  principaux  d'une 
surface  a  courbures  opposées,  en  un  point  donnée  on  pourra  placer  rhyperboloïde 
de  manière  qu'il  y  ait  osculation. 

Les  équations  (i5)  qui  déterminent  les  axes  d'une  surface  du  second  ordre  oscu"»» 
latrice  en  un  de  ses  sommets  d'une  surface  donnée,  montrent  que  dans  le  cas  qui 
nous  occupe  l'un  ou  Tautre  des  carrés  a'^  et  b^  est  négatif  quelle  que  soit  la  valeur 
réelle  attribuée  à  c,  et  que  par  suite  la  surface  du  second  ordre  est  un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe.  Quand  c  est  de  même  signe  que  R^,  c'est-à-dire  quand  le 
centre  de  la  surface  osculatrice  est  du  même  côté  du  point  0'  que  le  point  E,  a  est 
réel  et  b  imaginaire  :  les  sections  qui  ont  pour  rayons  R,  et  R2  sont  alors  respec- 
tivement osculatrices  de  l'hyperbole  principale  et  de  l'ellipse  de  gorge. 

L'hyperbolo'ide  est  de  révolution,  lorsque  son  centre  est  au  centre  de  courbure  de 
Tune  des  deux  sections  principales. 
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799.  Les  asymptotes  de  Tindicatrice  d'un  hyperboloïde  en  un  point  quelconque, 
sont  les  génératrices  rectilignes  qui  s'y  croisent,  car  ces  droites  sont  des  sections 
normales  qui  ont  des  rayons  de  courbure  infinis.  On  peut  aussi  remarquer  qu'elles 
forment  l'intersection  de  la  surface  par  son  plan  tangent. 

En  raisonnant  comme  a  l'article  79S,  on  reconnaît  que  l'hyperbole  principale 
dont  le  plan  est  parallèle  au  plan  tangent  en  0'  [fig.  33:^),  est  liomothétique  de  l'in- 
dicatrice de  ce  point.  Cela  résulte  d'ailleurs  de  ce  que  les  asymptotes  de  cette  hyper- 
bole sont  parallèles  aux  génératrices  qui  passent  par  le  point  0. 

La  section  par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  et  infiniment  voisin,  se  confond, 
dans  la  partie  infiniment  rapprochée  du  point  considéré,  avec  une  hyperbole  que 
l'on  peut  prendre  pour  indicatrice  (art.  789). 

800.  Cas  où  Vun  des  rayons  principaux  est  infini,  —  Quand  l'un  des  rayons  priii 
cipaux  est  infini,  la  formule  d'Euler  et  l'équation  de  l'indicatrice  deviennent 

cos^©       '  cos  9 

On  a  d'ailleurs 

L'indicatrice  se  compose  de  deux  droites  p.f;.,  et  tit:^  parallèles  à  la  trace  OY  du 
plan  de  la  section  principale  dont  le  rayon  est  infini  [fig*  333).  Les  rayons  de 
courbure  des  autres  sections  normales  sont  finis  et  de  même  signe;  il  en  résulte 
que  le  plan  tangent  coupe  ou  touche  la  surface  suivant  une  ligne  qui  a  pour  tangente 
au  point  0  la  droite  OY.  Cette  question  sera  éclaircie  plus  tard  par  quelques 
exemples. 

Pour  avoir  le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  dont  la  trace  sur  le  plan 
tangent  est  une  droite  Ot,  on  porte  sur  cette  ligne  une  longueur  OE  égale  au 
rayon  R,  de  la  section  principale  faite  sur  OX,  puis  on  trace  les  droites  EE,  et  E|  E2 
respectivement  perpendiculaires  à  Ot  et  à  OX  :  la  longueur  OE2  est  le  rayoo 
cherché. 

801 .  Sur  une  développable^  une  génératrice  rectiligne  est  en  tous  ses  points  une 
section  principale,  car  les  normales  aux  différents  points  de  cette  droite  sont  paral- 
lèles, et  par  suite  dans  un  même  plan.  Les  indicatrices  d'une  dé^eloppahle  sont  donc 

formées  de  deux  droites  parallèles.  En  un  point  d'une  telle  surface,  le  plan  de  la 
seconde  section  principale  est  perpendiculaire  à  la  génératrice.  Sur  un  cylindre 
une  section  droite  est  une  section  principale  en  chacun  de  ses  points. 

802.  Les  deux  droites  dont  se  compose  l'indicatrice  peuvent  être  regardées 
comme  formant  la  limite  soit  d'une  ellipse  dont  l'un  des  axes  s'allonge  indéfini- 
ment, tandis  que  l'autre  reste  invariable,  soit  d'une  hyperbole  dont  l'angle  des 
asymptotes  converge  vers  180^,  et  dont  les  sommets  sont  fixes.  Les  surfaces  qui  ont 
en  chaquepoint  un  rayon  principal  infini,  doivent  donc  être  considérées  comme  formant 
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une  transition  entre  les  surfaces  convexes  et  celles  dont  les  courbures  sont  opposées. 
Lorsqu'une  surface  est  en  partie  convexe  et  en  partie  a  courbures  opposées,  en 
chaque  point  de  la  ligne  de  séparation  l'un  des  rayons  principaux  est  infini. 

On  trouve  sur  des  surfaces  entièrement  convexes  ou  entièrement  à  courbures 
opposées,  des  lignes  en  chaque  point  desquelles  Tun  des  rayons  principaux  est 
infini.  Ce  rayon  est  alors  un  maximum»  et  non  une  transition  de  rayons  principaux 
positifs  a  des  rayons  principaux  négatifs, 

803.  Quand  un  plan  touche  une  surface  le  long  d'une  courbe,  la  ligne  de  contact 
est  en  chacun  de  ses  points  tangente  à  une  section  principale  ayant  un  rayon  de  cour- 
hure  infini. 

Pour  prouver  ce  théorème,  supposons  que  par  deux  points  M  et  N  de  la  ligne  de 
contact  on  fasse  passer  un  plan  sécant  qui  contienne  la  normale  de  la  surface  au 
premier  point  M  :  la  section  de  la  surface  aura  avec  la  section  faite  dans  le  plan  tan- 
gent deux  points  de  contact  M  et  N,  et  si  Ton  fait  tourner  le  plan  sécant  autour  de 
la  normale  de  la  surface  au  point  M,  jusqu'à  ce  qu'il  contienne  la  tangente  de  la 
courbe,  le  point  N  viendra  se  réunir  a  M,  et  la  section  aura  un  contact  du  troisième 
ordre  avec  sa  tangente,  son  rayon  sera  donc  infini.  Cette  section  sera  d'ailleurs 
principale,  car  les  normales  de  la  surface  aux  deux  points  M  et  N  sont  parallèles, 
même  quand  la  distance  de  ces  points  est  infiniment  petite. 

804.  Réciproquement,  quand  une  courbe  tracée  sur  une  surface  est  tangente  en 
chacun  de  ses  points  à  une  section  principale  ayant  un  rayon  de  courbure  infini,  elle  est 
une  ligne  de  contact  de  la  surface  avec  un  plan. 

Deux  points  consécutifs  de  la  courbe  appartenant  à  une  section  principale  dont 
le  rayon  est  infini,  les  droites  qui  y  sont  normales  a  la  surface  se  trouvent  dans  un 
même  plan  et  sont  parallèles.  Toutes  les  normales  de  la  surface  aux  différents  points 
de  la  courbe  sont  donc  parallèles,  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

805 .  Une  surface  est  développable  quand  elle  a  en  chacun  de  ses  points  un  de  ses  deux 
rayons  de  courbure  infini. 

Par  chaque  point  d'une  telle  surface  on  peut  faire  passer  une  ligne  tangente  en 
tous  ses  points  aux  sections  principales  ayant  un  rayon  de  courbure  infini,  car  pour 
deux  points  infiniment  voisins,  les  plans  de  ces  sections  ne  comprennent  qu'un 
angle  infiniment  petit.  La  surface  est  touchée  par  un  plan  le  long  de  chacune  de 
ces  lignes,  et  par  suite  elle  est  l'enveloppe  d'une  série  de  plans,  c'est-à-dire  déve™ 
îoppable. 

806.  Lorsque  l'on  fait  R2  infini,  les  équations  (  7  )  donnent 

a^  ~  R^  C,       6^  rzz  00  ; 

et  l'équation  (  î6)  de  la  surface  du  second  ordre  osculatrice  en  un  de  ses  sommets 
se  réduit  à 


R>    ■  c         "°- 


II!. 
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Cette  équation  représente  un  cylindre  du  second  ordre.  La  génératrice  rectiligne 
est  osculatrice  de  la  section  dont  le  rayon  est  infini;  la  section  droite  est  une  conique 
osculatrice  en  un  de  ses  sommets  de  la  section  principale  dont  le  rayon  est  Rj. 

807.  Cas  où  les  deux  rayons  principauoc  sont  infinis,  — h^i  formule  d'Euler  montre 
que  quand  les  deux  rayons  principaux  sont  infinis,  les  rayons  de  courbure  des 
sections  normales  sont  tous  iofmis,  et  que  par  suite  la  surface  est  osculée  par  un 
plan.  Quelques  surfaces  jouissent  de  cette  propriété,  soit  en  des  points  isolés,  soit 
en  tous  les  points  d'une  ligne, 

80S.  Cas  où  l'un  des  rayons  principaux  est  nul.  —  Lorsqu'un  des  rayons  principaux 
est  nul,  l'autre  étant  fini  ou  infini,  tous  les  rayons  des  sections  normales,  sauf 
ce  dernier,  sont  nuls.  Cette  circonstance  se  présente  aux  divers  points  des  arêtes  do 
rebroussement,  et  aux  points  isolés  où  une  surface  a  un  plan  de  rebroussement,  tels 
que  les  sommets  sur  une  surface  gauche  (art.  666),  Si  l'on  donne  à  la  con- 
stante c  une  valeur  de  même  signe  que  Ro,  on  trouve  que  l'indicatrice  est  un  seg- 
ment de  la  tangente  à  la  section  principale  dont  le  rayon  n'est  pas  nul.  Ce  segment 
de  droite  doit  être  considéré  comme  une  ellipse  dont  un  des  axes  est  nul. 

Quand  en  un  point  d'une  surface  le  rayon  d'une  section  normale  est  nul,  l'un 
des  rayons  principaux  est  nécessairement  nul. 

Si  une  courbe  ayant  un  rebroussement  tourne  autour  de  la  tangente  au  rebrous- 
sement, la  surface  de  révolution  qu'elle  engendrera  aura  un  point  où  le  rayon  de 
courbure  d'une  section  quelconque  sera  nul. 

Constructions  diverses  relatives  aux  rayons  de  courbure  des  sections  normales. 

809.  Construction  du  rayon  de  courbure  d'une  section  normale, —  On  peut  mettre 
Téquation  (4)  sous  la  forme 

R.= ^.L^ 

R,  sin^  cp  -h  Ro  cos-  9 

Le  dénominateur  est  la  somme  des  longueurs  que  l'on  obtient  lorsque  l'on  projette 
deux  fois  le  rayon  R^  sous  Langle  (90''--  y),  et  le  rayon  R2  sous  l'angle  9.  La  for- 
mule conduit  donc  à  une  construction  qui  n'exige  que  la  règle  et  le  compas,  pour 
îa  détermination  du  rayon  R  d'une  section  normale,  lorsque  Ton  connaît  l'azimut  du 
plan  de  cette  courbe  et  les  rayons  principaux. 

Quand  on  doit  déterminer  les  rayons  de  plusieurs  sections  normales,  une  mé- 
thode simple  consiste  à  employer  une  courbe  dont  la  considération  est  due  à 
Euler  (*).  On  déduit  de  la  formule  précédente 

.X  -    p  __  __: ^RiR, 


(■^)  Mémoire  déjà  cité  à  rarlicle  78-4. 
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Si  l'on  regarcle  R  comme  un  rayon  vecteur  correspondant  à  Tazimut  2ç.  cette 
équation  sera  celîe  d'une  conique  rapportée  à  l'un  de  ses  foyers  et  à  Faxe  qui  y 
passe. 


Les  demi-axes  de  cette  courbe  sont 

1 


vri,Ro. 


Quand  les  deux  rayons  principaux  sont  de  même  signe,  les  deux  axes  ont  des  lon- 
gueurs réelles,  et  la  courbe  est  une  ellipse;  lorsque  les  rayons  R,  et  Ro  sont  de 
signes  contraires,  la  longueur  de  l'un  des  axes  est  imaginaire  et  la  courbe  est  une 
hyperbole;  enfin  quand  un  des  rayons  de  courbure  R2  est  infini,  l'équation  (îq) 
devient 

1  -4-  cos  1  cp 

et  la  courbe  est  une  parabole.  On  ne. doit  pas  oublier  que  le  rayon  de  courbure 
d'une  section  normale  correspond  au  rayon  vecteur  de  la  conique  auxiliaire  pour 
un  azimut  double. 

810.  Détermination  des  sections  principales  et  de  leurs  rayons,  — Toutes  les  fois  que 
l'on  connaît  les  rayons  de  courbure  R,  R'  et  R''  de  trois  sections  normales  et  les 
angles  que  comprennent  leurs  plans,  on  peut  déterminer  les  sections  principales  et 
leurs  rayons;  car,  en  se  donnant  un  paramètre  arbitraires,  les  rayons  vecteurs  de 

l'indicatrice  correspondant  aux  trois  sections  seront  vR<^?  V'R'<^  <^^'  VR''<^-  ^î  sera 
possible  de  construire  cette  conique  puisque  Ton  aura  son  centre  et  trois  de  ses 
points. 

La  direction  et  la  grandeur  des  axes  de  rindicatrice  font  connaître  les  plans  et  les 
rayons  de  courbure  des  sections  principales. 

La  construction  est  en  défaut  quand  les  rayons  R,  W  et  R''  ne  sont  pas  de  mêm.e 
signe.  On  peut  alors  recourir  à  la  conique  dont  nous  avons  parlé  à  l'article  précé- 
dent, et  le  problème  est  ramené  a  la  détermination  d'une  conique  dont  on  connaît 
un  foyer  et  trois  points. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  exposer  la  solution  détaillée  des  deux  problèmes 
graphiques  indiqués  en  cet  article,  parce  qu'ils  n'ont  pas  d'utilité  dans  les  applica-- 
tiens»  11  importait  seulement  d'établir  que  la  courbure  d'une  surface  est  déterminée 
en.  un  point,  par  les  rayons  de  courbure  de  trois  sections  normales  et  les  angles  de 
leurs  plans. 

Grandeur  de  la  déviation.  — Pafamèlres  de  déçiation ,  -—Axes  de  dénation. 

81 L  Revenons  maintenant  à  la  figure  327 ^  dans  laquelle  les  plans  coor- 
donnés ZOX  et  ZOY  sont  deux  plans  normaux  rectangulaires  quelconques. 
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Nous  appelons  à  la  déviation  de  la  normale  au  point  M,  ou  Tangle  FMF,; 
R^j,  Rj^  et  Rp  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  OM,  ON  et  OP; 
Ri  et  R2  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales  ; 
o  r angle  que  le  plan  ZOX  fait  avec  le  plan  principal  dont  la  section  a  pour 
rayon  R^;  l'angle  que  le  plan  ZOY  fait  avec  le  même  plan  principal  est  90^  ■+-  ç. 

Nous  avons  vu  que  les  angles  EME,  et  FMF,  sont  égaux  (  art.  782)  ;  Féquation  (3) 
donne  par  conséquent 

.__  mM-i-7zN  — j9P 
mp 

On  a  d'ailleurs,  d'après  Féquation  (i), 

;nM^H     nN=^\    P^=%; 

Portant  ces  valeurs  dans  Féquation  ci-dessus,  on  obtient 

\  2  Km         2  Rn         Rp  / 

Le  théorème  d'Euler  donne 


introduisant  ces  expressions  dans  Féquation  qui  donne  la  valeur  de  â,  et  appelant 
comme  précédemment  a  la  longueur  infiniment  petite  Om,  on  trouve 


;ao)  d^^.la(^i___I-)sina^ 


Cette  formule  donne  pour  la  déviation  une  grandeur  positive,  quand  la  partie  de  la 
normale  intérieure  voisine  de  la  surface  se  projette  sur  le  plan  tangent  en  dehors 
de  Fangle  9,  mesuré  à  partir  de  la  section  principale  du  plus  grand  rayon  de  cour- 
bure. La  quantité  a  doit  être  considérée  comme  positive. 

L'équation  (20)  montre  que  la  déviation  atteint  sa  valeur  maximum  quand  le 
plan  normal  partage  en  parties  égales  Fangle  des  plans  principaux,  et  que  les  dévia- 
tions des  normales  sont  égales  pour  des  directions  symétriques  par  rapport  à  ce  plan 
bissecteur.  La  déviation  change  de  signe  à  chaque  plan  principal. 
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En  éliminant  l'angle  9  entre  les  équations  (20)  et  (5),  on  obtient  (') 

812.  Le  rapport  des  grandeurs  infiniment  petites  a  et  è  est  une  longueur  finie 
que  nous  représenterons  par  la  lettre  K,  et  que  nous  appellerons  paramètre  de 
déviation.  Ce  paramétre  est  infini  quand  la  déviation  est  nulle.  Nous  avons 

(2^) 

['lo  bis) 

(21  bis) 

Supposons  maintenant  que  Ton  trace  dans  le  plan  tangent  une  courîje  telle,  que 
les  carrés  des  rayons  vecteurs  soient  proportionnels  aux  paramètres  de  déviation 
des  sections  normales  tangentes:  nous  aurons,  en  appelant  p,  le  rayon  vecteur  qui 
correspond  a  un  azimut  y,  et  c^  un  paramètre  arbitraire, 

puis,  en  vertu  de  (20  bis) 

enfin,  en  appelant  x  et  y  les  coordonnées  p^  cos  9  et  p<  sin  9  d'un  point  de  la  courbe, 


0 

ï 

K 

I   /  I           f  ^ 
"^  2  \R>        M,y 

1  sin  29, 

I 

1             i 

K"^ 

~'  RIV        R.R, 

fi 

9l 


r;--k;j^^ 

Cette  ligne  est  donc  une  hyperbole  équilatère  dont  les  asymptotes  sont  tangentes 
aux  sections  principales.  Elle  joue  pour  les  paramètres  de  déviation  le  même  rôle 
que  l'indicatrice  pour  les  rayons  de  courbure. 

813.  On  peut  déterminer  le  paramètre  de  déviation  a  l'aide  de  l'indicatrice,  car 
si  l'on  appelle  ç  l'angle  formé  par  la  normale  de  cette  courbe  en  un  point  avec  le 
ravon  vecteur,  on  a 


a" 


¥ 


tang  V  =-  ~-—jT-  xy 


Remplaçant  a^  et  h^  par  leurs  valeurs  (7),  et  le  produit  xy  par  f  sin  9  C0S9,  p  étant 

comme  précédemment  le  rayon  vecteur  de  l'indicatrice,  on  obtient 

Il 1^ 

tang  V  r=r  --~--^---  0^  sin  9  cos  ç , 

(*  )  Les  formules  (20  )  et  (21  )  sont  dues,  la  première  à  M.  Bertrand  (Mémoire  cité  à  l'article  1B1  ), 
la  seconde  à  M.  Lamarle  [Exposé  géométrique j  3^  partie). 
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OU  bien 

tang  ^'  ~:  — 

- 

Enfin,  eu 

égard 

à  réquation  (20), 

tang 

K>  --  --  R 

0 

sio  s  ^ 


K  --  —  Rcoi^. 

814.  Considérons  une  surface  du  second  ordre  {fig^  334);   soient  0  sa  section 
par  Tun  de  ses  plans  principaux  que  nous  prenons  pour  plan  vertical  de  projection, 
et  RfC  la  normale  au  sommet  (M,  M'):  si  par  un  point  m  infiniment  voisin  de  M  on 
fait  passer  un  plan  DE  parallèle  à  celui  de  la  section  Û,  il  coupera  la  surface  suivant 
une  conique  dont  les  axes  ne  différeront  des  axes  de  û  que  de  quantités  infiniment 
petites  du  second  ordre  (art.  777),  et  dont  par  conséquent  la  projection  verticale 
devra  être  regardée  comme  confondue  avecû,  si  Ton  n'a  égard  qu'aux  infiniment 
petits  du  premier  ordre.  Le  point  m  de  l'espace  se  projette  donc  en  un  point  ivv 
de  û ,  et  la  projection  de  la  normale  de  la  surface  au  point  iv!  est  la  normale  de  0 
à  ce  point  m!  infiniment  rapproché  de  M';  elle  passe  ainsi  au  centre  de  courbure  C 
de  O  pour  le  point  M'.  Nous  concluons  de  là  que  la  normale  de  la  surface  au  point  m_ 
infiniment  rapproché  de  (M,  M'),  et  d'ailleurs  quelconque,  rencontre  la  perpendi- 
culaire au  plan  de  O  qui  passe   au  centre  de  courbure  C;  elle  rencontre  aussi  et 
par  la  même  raison  la  droite  qui  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  seconde  section 
principale  en  M,  et  qui  passe  par  le  centre  de  courbure  de  cette  section. 

On  reconnaît  d'après  cela,  par  la  considération  d'une  surface  du  second  ordre 
osculatrice  en  un  de  ses  sommets,  que  toutes  les  normales  d' une  surf  ace  aux  points 
infiniment  voisins  d'un  point  donné ,  rencontrent  les  deux  droites  qui  passent  respecti- 
cernent  par  les  centres  des  sections  principales  et  qui  sont  perpendiculaires  à  leurs  plans , 
Nous  appellerons  ces  droites  axes  de  déviation  ("'  ), 

(*)  Cette  formule  a  été  donnée  par  M.  Alings  :  De  saperficîerum  ciuvaturd  ;  Groningœ,  i849- 

(  *""  )  Ce  théorème  est  dû  à  M.  Sturm  [Comptes  rendus,  premier  semestre  i845).  La  démoristra- 

lîon  que  nous  en  présentons  est  de  M.  Mannheim. 

D'après  un  théorème  de  Macîaurin  (  Traité  des  fluxions,  CXÎ)  récemment  rappelé  par  M.  P.  Serret 

(  Des  méthodes  en  géométrie),  on  a 

3R 

cotP..  :-^; 

R  et  V  ayant  les  significations  indiquées  dans  le  texte,  et  R'  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  déve- 
loppée de  l'indicatiice.  Introduisant  cette  valeur  de  cot  v  dans  l'équation  au  paramètre  de  déviation, 

on  tron\''e 

3E'^ 


On 


peut  déduire  de  ces  diverses  formules  des  constructions  assez  simples  pour  le  |)aramèt,re  K. 
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Courbure  des  sections  obliques  et  de  la  section  par  le  plan  tangent. 

815,  Théorème  de  Meusnier.  —Nous  allons  maintenanl  reelierclier  conmienl  on 
peut  déterminer  le  rayon  de  courbure  d'une  section  oblique,  quand  on  connaît  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  normale  qui  lui  est  tangente,  et  l'angle  des  plans 
de  ces  courbes.  Nous  supposerons  d'abord  que  la  section  oblique  est  tangente  k  une 
section  principale. 

Soient  OC  {/ig-  335)  la  normale  d'une  surface  en  un  point  0  ; 

ù  la  section  de  cette  surface  par  un  plan  principal  P; 

m  un  point  situé  sur  il  à  une  distance  infiniment  petite  de  0; 

Gj  une  section  par  un  plan  Q  contenant  les  points  0  et  m. 

La  normale  de  la  surface  au  point  m  est  dans  le  plan  P,  et  le  point  C  où  elle  ren- 
contre la  normale  OC  est  le  centre  de  courbure  de  la  section  principale  ù. 

Les  normales  de  la  section  oblique  w  en  chacun  des  points  0  et  m,  sont  les  pro- 
jections sur  le  plan  Q  des  normales  indéfinies  de  la  surface  en  ces  points  (art.  46), 
Le  centre  de  courbure  c  de  co,  point  de  rencontre  des  deux  normales  aux  points  0 
et  m,  est  donc  la  projection  sur  le  plan  Q  du  point  C,  centre  de  courbure  de  la  sec- 
tion principale  Q. 

Si  le  plan  P  est  un  plan  normal  en  0  et  d'ailleurs  quelconque,  la  normale  de  la 
surface  en  m  sera  une  droite  m'N  située  hors  de  ce  plan,  et  ses  projections  mC  et  inc 
sur  P  et  sur  Q  seront  les  normales  principales  des  sections  kl  et  w.  Mais  l'angle  de 
la  normale  mN  avec  le  plan  P  étant  infiniment  petit,  et  l'angle  NmO  ne  différant 
qu'infiniment  peu  d'un  droit,  l'angle  compris  entre  la  droite  me  et  la  projection 
de  mC  sur  Q  est  infiniment  petit  du  second  ordre.  La  normale  principale  de  la  sec«- 
tion  oblique  w  au  point  m  est  donc  la  projection  de  la  normale  principale  de  la 
section  il  au  même  point.  Par  conséquent,  le  rayon  de  courbure  d'u7ie  section 
oblique  est  la  projection  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  tangente,  quelle 
que  soit  la  position  de  cette  dernière  par  rapport  aux  plans  principaux.  Ce  théorème 
est  dû  a  Meusnier  (*). 


(*)  Mémoire  sur  la  courbure  des  surfaces  {Savants  étra/igc/s,  1776). 

Si  l'on  voulait  une  démonstration  plus  minutieuse,  on  pourrait  remarquer  que,  sans  faire  aucune 
hypothèse  sur  Fangle  que  le  plan  Q  fait  avec  le  plan  P  normal  en  0  et  d'ailleurs  quelconque  (X^.  387), 
on  peut  obtenir,  comme  à  l'article  817,  l'équation 


cos  N  m  F  cos  ¥  nt  0  =-  cos  N  m  G  cos  G  m  0, 


Les  différents  angles  qui  entrent  dans  cette  formule  ont  les  valeurs  indiquées  à  l'article  817, 
sauf  NmG  qui  diffère  infiniment  peu  de  7.  L'équation  se  réduit  donc  à 


E  rrr  £  COS  7,. 

d'où 

r  'j^i  R  cos  7 . 
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Si  Ton  appelle  r  et  R  les  rayons  de  courbure  d'une  section  oblique  et  de  la  sec- 
tion normale  tangente,  et  7  Fangle  de  leurs  plans,  on  aura 

(23)  r  =1:1:  R  cos  7. 

Tous  les  raisonnements  qui  précèdent  peuvent  être  appliqués  a  une  courbe  gau- 
che. Le  plan  Q  est  alors  le  plan  osculateur  de  la  courbe  au  point  considéré. 

816.  Courbure  de  la  section  parle  plan  tangent,  —  Si  la  section  oblique  est  tan- 
gente à  une  asymptote  de  Findicatrice,  R  est  infini,  et  par  suite  r  est  également 
infini,  quelque  soit  7.  Cependant  quand  cet  angle  est  droit,  c'est-à-dire  quand  le 
plan  Q  est  tangent  à  la  surface,  la  formule  [i?>)  donne  une  valeur  indéterminée 
pour  r,  et  le  théorème  de  Meusnier  n'apprend  plus  rien  sur  la  grandeur  du  rayon 
de  courbure  de  la  section. 

Nous  avons  démontré  à  Farticle  797  qu'une  asymptote  de  l'indicatrice  a  un  con- 
tact d'un  ordre  moins  élevé  d'une  unité,  avec  la  section  tangente  qu'avec  la  section 
normale.  Dans  le  cas  général,  le  contact  de  la  section  normale  est  du  second  ordre, 
celui  de  la  section  par  un  plan  tangent  est  par  conséquent  du  premier  ordre,  et 
son  rayon  de  courbure  a  une  grandeur  finie. 

x^Tous  allons  parvenir  au  même  résultat  par  des  considérations  infinitésimales 
analogues  à  celles  que  nous  avons  présentées  à  l'article  précédent?  et  qui  auront 
l'avantage  de  nous  donner  une  expression  du  rayon  de  courbure. 

817.  Soient  m  un  point  de  la  surface  infiniment  voisin  du  point  considéré  0 
[Jig^  337),  et  situé  sur  l'une  des  asymptotes  de  l'indicatrice  de  ce  point; 
OZ  et  7nN  les  normales  de  la  surface  aux  points  0  et  m; 

ù  la  section  de  la  surface  par  le  plan  P  qui  contient  la  normale  OZ  et  le  point  m; 
w   celle  des  branches  de  la  section  par  le   plan   tangent  Q,   qui  touche   la 
droite  XOmY,  asymptote  de  l'indicatrice; 

m  F  et  rnGi  les  projections  de  la  normale  wN  sur  les  plans  P  et  Q. 
Les  trois  droites  mN,  mF  et  mO  forment  un  trièdre  rectangle  le  long  de  l'arête  mY  ; 
on  a  par  conséquent 

cos  NwO  ==::  cos  N/wF  cos  FmO. 

Le  trièdre  formé  par  les  droites  mN,  mG  et  mO  donne  de  la  même  manière 

cos  NmO  ™  cos  NmG  cos  GmO. 
Nous  avons  par  suite 

cos  NmF  cos  FmO  — •  cos  NmG  cos  GmO. 

L'angle  NmF  est  infiniment  petit,  et  son  cosinus  est  égal  à  l'unité  ;  les  angles  FmO 
et  GmO  sont  complémentaires  des  angles  de  contingence  E  et  s  des  courbes  û  et  (^ 
au  point  0;  l'angle  NmG  est  complémentaire  de  la  déviation  o\  l'équation  se  réduit 
donc  à 
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Si  Ton  appelle  p  le  rayon  de  courbure  de  la  section  w,  on  aura 

.  ^ 

Om  =  (9s     ou  bien     p  nzi  Om  ^• 

La  courbe  ù  ayant  une  inflexion  en  0,  l'angle  E  est  infiniment  petit  du  second 
ordre;  Om  et  â  sont  infiniment  petits  du  premier  ordre,  le  rayon  r  a  donc  une 
grandeur  finie. 

La  déviation  â  est  donnée  par  Féquation  (^21),  dans  laquelle  on  doit  attribuer  à  R 
une  grandeur  infinie.  On  trouve 


En  portant  cette  valeur  de  c?  dans  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir,  et  remar- 
quant que  Om  est  la  valeur  désignée  par  a,  on  a 

'^  "~  E  v'— R.k/ 
Enfin,  si  |3  est  l'ordonnée  du  point  de  la  courbe  Û  qui  correspond  à  l'abscisse  a, 
on  aura,  d'après  l'équation  {'j), 

a 

et  par  suite 

(24)  p  -  —^ —  C)^ 

(  * }  Cette  formule  est  nouvelle;  nous  croyons  en  conséquence  qu'il  n'est  pas  sans  intérêt  de  la  con- 
firmer par  une  démonstration  analytique. 
La  surface  étant  représentée  par  l'équation 

,       ,,  .    ,  .  ..       dz       dz      d'z 

nous  appelons  suivant  lusage  /?,  q,  r,...,  les  dérivées  partielles  7"  '    7-  '  7~i'"" 

ISous  désignons  par  zi  la  tangente  trigonométrique  de  Tangle  que  fait  avec  l'axe  des  abscisses  la 
projection  de  l'une  des  asymptotes  de  l'indicatrice  au  point  considéré.  On  a 

(  a  )  in"^  -h  2sn  '\-  r::=  o. 

x' ^  y\  z'  étant  les  coordonnées  variables,  l'asymptote  est  déterminée  par  les  équations 

p(^a:'  —x)^q[x'—  X)  —  [z'  '—z)z=:o, 

{'^'  —  •^)'-~;^(  j'— j)  =  o; 

dont  la  première  représente  le  plan  tangent. 

On  reconnaît  facilement  que  l'équation  d'un  plan  passant  par  cette  asymptote  de  l'indicatrice  est 

k  une  constante  arbitraire;  quand  elle  est  nulle,  le  plan  devient  tangent. 

L'équation  [b)  représentera  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  par  le  plan  qui  contient  l'asymp- 

m.  4 
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818.  Nous  avons  vu  à  Tarticle  816  que  toute  section  tangente  à  une  asymptote 
derindicatriceaun  contact  du  second  ordre,  au  moins,  avec  cette  droite,  sauf  dans  le 


tote  de  l'indicatrice,  si  l'on  y  considère  z'  comme  une  fonction  de  x'  etde  j'  donnée  par  l'équation 
de  la  surface.  Alors  différentiant  deux  fois  Téquation  (^),  nous  aurons 

('•)  (?'-î-;)|!  +  l/-P  +  »)  =  », 

Lorsque  Ton  fait  x\  j'  et  z'  respectivement  égaux  à  x^  j  et  z,  (  -^1  )  ^'^^  ^%^  '^  ^v  ^^  second  terme 
de  l'équation  [d)  disparaît  en  vertu  de  l'équation  [a)^  et  (  -7-77  )  <^st  nul;  si  cependant  k  est  nul» 
c'est-à-dire  si  le  plan  est  tangent,  (  -7-7^  )  se  présente  sous  la  forme  indéterminée  -• 

Pour  avoir  dans  ce  cas  la  valeur  de  (  -— ^  ]  5  il  faut  différentier  Téquation  {d)  en  y  considérant 
cette  quantité  comme  constante.  On  obtient 

Si  maintenant  nous  faisons  x' ,  y'  et  z'  égaux  à  œ^  y  et  z,  les  équations  [c)  et  [e)  nous  donneront 

dy' 

dx'"^  s-^  tn 

En  appelant  p  le  rayon  de  courbure  de  la  section  de  la  surface  par  son  plan  tangent,  et  en  sup- 
posant que  ce  plan  a  été  pris  pour  plan  des  xy^  nous  aurons 


-  çn^  -j-  (\m^  H-  wn  -]-  -  u 
5  6 


On  a  identiquement,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  quatrième  ordre, 
L2.3   \dx J  2    \dxj  2    \dx J         2.c5  J 


dr 


p  et  q  sont  nuls  parce  que  le  plan  tangent  contient  les  axes  des  x  et  des  /.   Si  nous  donnons  à  -j- 
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cas  OÙ  son  plan  est  tangent.  Il  résulté  de  là  que  quand  une  courbe  tracée  sur  une  sur- 
face a,  en  un  points  un  contact  du  premier  ordre  avec  une  des  deux  asymptotes  de 
V indicatrice,  son  plan  osculateur  en  ce  point  est  tangent  à  la  surface. 

Cette  proposition  est  la  réciproque  d'un  théorème  que  nous  avons  établi  à 
r article  797. 

819.  Nous  avons  démontré,  à  l'article  474,  que  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure en  deux  points  correspondants  d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  développable 
et  de  sa  transformée  par  développement,  est  égal  au  cosinus  de  l'angle  que  forme  le 
plan  osculateur  de  la  ligne  avec  le  plan  tangent  de  la  surface.  Cette  proposition  est 
une  conséquence  du  théorème  de  Meusoier. 

Lorsqu'on  développe  une  développable,  les  points  d'une  courbe  ù  tracée  sur  cette 
surface  décrivent  des  trajectoires  qui  sont  toujours  normales  au  plan  de  développe- 
ment, et  qui  forment  une  surface  dont  la  section  par  un  plan  tangent  à  la  déve- 
loppable est  une  transformée  de  la  courbe  primitive.  La  courbe  û  et  sa  transformée 
appartiennent  donc  à  une  même  surface,  et  la  seconde  de  ces  lignes  est  une  section 
normale  qui  touche  la  première  au  point  où  elle  rencontre  la  génératrice  de  con- 
tact du  plan  tangent  avec  la  développable.  On  ^^oit  que  le  théorème  de  Meusnier 
peut  être  appliqué  :  il  donne  immédiatement  la  proposition  que  nous  avons 
rappelée. 

la  valeur  n  qui  détermine  l'asymptote  considérée  de  l'indicatrice;,  le  second  terme  disparaîtra,  d^z  sera 
la  quantité  que  nous  avons  appelée  p  dans  le  texte,  et  nous  aurons 


L'équation  (/)  deviendra  par  suite 


(  ï  -\-ri'y  (^4-  tn)  dx^ 


2P 

OU  bien 

__  ( cIt}  h-  Ti^dx'^y  [s  -\-tn) 

Mais  la  quantité  sjdx"^  -{-  n}dx'^  ou    sjdx'^-^r  dj"^  est  la  longueur  a,  donc 

{g)  ^  =  ^[s~{^tn). 

Supposons  maintenant  que  Taxe  des  abscisses  toucbe  la  section  principale  dont  le  rayon  est  R,:  nous 
aurons 


.  =  o,      /=i-^, 


ces  valeurs  portées  dans Féquation  [g)  donnent  l'équation  [i/\)  du  texte^ 
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Définition  des  lignes  de  courbure  et  des  lignes  asymptotiques. 

820.  Lorsque  Ton  passe  d'un  point  d'une  surface  à  un  point  infiniment  voisioc 
les  positions  du  plan  tangent  et  des  plans  des  sections  principales  varient  infini- 
ment peu;  il  en  résulte  que  Ton  peut  tracer  deux  séries  de  courbes  tangentes  en 
chacun  de  leurs  points  à  une  des  deux  sections  principales  de  la  surface  à  ce  point. 
Car  si,  en  partant  d'un  point  0,  on  considère  sur  une  des  sections  principales  un 
point  infiniment  voisin  0',  à  ce  dernier  point  passeront  deux  nouvelles  sections 
principales,  dontVune  fera  un  angle  infiniment  petit  avec  Tare  00';  on  peut  suivre 
celle-là,  y  prendre  un  point  0''  infiniment  voisin  de  0',  et  continuant  ainsi,  on 
obtient  une  ligne  qui  satisfait  à  la  condition  énoncée. 

On  appelle  ligne  de  courbure  d'une  surface  les  lignes  qui  sont  tangentes  en  cha- 
cun de  leurs  points  à  Tune  des  sections  principales.  D'après  ce  que  nous  venons  de 
voir,  et  les  propriétés  des  sections  principales,  il  passe  à  chaque  point  de  la  surface 
deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  à  angle  droit  ("). 

De  tous  les  points  d'une  surface  infiniment  voisins  d'un  point  considéré,  ceux 
qui  appartiennent  aux  sections  principales  sont  les  seuls  pour  lesquels  la  déviation 
soit  nulle.  Il  en  résulte  que  les  normales  à  une  surface  en  tous  les  points  d'une 
ligne  de  courbure  forment  une  développable,  et  que  le  lieu  de  ces  droites  serait  une 
surface  gauche,  si  la  courbe  directrice  n'était  pas  une  ligne  de  courbure. 

M.  Dupin  a  considéré  des  lignes  asymptotiques  tangentes  en  chacun  de  leurs 
points  a  l'une  dés  deux  asymptotes  de  l'indicatrice  de  la  surface. 

Ces  lignes  font  mieux  connaître  la  courbure  de  la  surface  que  les  lignes  de  cour- 
bure, car  elles  déterminent,  outre  la  direction  des  sections  principales,  le  rapport 
des  rayons  principaux;  mais  elles  ne  sont  réelles  que  sur  les  surfaces  à  courbures 
opposées. 

Notions  sur  la  courbure  des  surfaces  de  résolution. 

821.  Les  normales  d'une  surface  de  révolution  en  deux  points  consécutifs  d'un 
méridien  sont  dans  le  plan  de  cette,  courbe  ;  un  méridien  i  [fig,  336)  est  donc  une 
section  principale  en  l'un  quelconque  de  ses  points  tel  que  0',  et  son  rayon  de  cour- 
bure O'E  est  l'un  des  deux  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface. 

Le  plan  de  la  seconde  section  principale  est  perpendiculaire  au  plan  méridien,  et 
par  suite  cette  section  est  tangente  au  parallèle.  Comme  d'ailleurs  la  perpendicu- 
laire O'G  abaissée  sur  l'axe  AZ  est  le  rayon  du  parallèle,  on  voit,  d'après  le  théo- 

O'C 
rème  de  Meusnier,  que  le  rayon  de  la  section  normale  tanî^^ente  est       ^^.^  ou  0'  F. 

^  ^  ^  cosFO'L 

(*)  La  théorie  des  lignes  de  courbure  est  due  à  Monge,  Mémoire  sar  les  déblais  et  les  remblais 
(Histoire  de  TAcadémie,  1781)^  Application  de  C Analyse  h  la  Géométrie^  J^  et  XVI. 
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Eq  résumé,  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  d'une  surface  de  révolution, 
en  un  points  sont  le  rayon  de  la  méridienne  et  le  segment  compris  sur  la  normale 
entre  le  point  considéré  et  Vaxe  ("*"). 

Quand  la  méridienne  présente  sa  convexité  a  l'axe,  les  rayons  O'E  et  O'F  sont 
de  signes  contraires,  et  par  suite  la  surface  est  à  courbures  opposées.  Lorsque  lu 
concavité  de  la  méridienne  est  tournée  vers  Taxe,  comme  cela  a  lieu  au  point  0'^, 
les  rayons  O'^F^  et  O'^E,  sont  de  même  signe  et  la  surface  est  convexe. 

Aux  points  d'inflexion  tels  que  0'^„  et  aux  points  tels  que  O'g  pour  lesquels  ki 
normale  est  parallèle  à  l'axe  de  révolution,  l'un  des  rayons  de  courbure  est  infini. 
Chacun  des  parallèles  décrits  par  les  points  0\  et  O'g  sépare  donc  une  partie  de  la 
surface  où  les  indicatrices  sont  des  ellipses,  d'une  partie  où  les  indicatrices  sont 
des  hyperboles.  Le  théorème  de  l'article  803  pouvait  faire  prévoir  ce  résultat  pooi 
le  parallèle  du  point  O'g,  car,  en  tous  les  points  de  ce  cercle,  la  surface  est  tangente 
au  plan  qui  le  contient. 

822.  Nous  allons  maintenant  nous  proposer  de  déterminer  les  asymptotes  de 
l'indicatrice  au  point  (0,  0')  [fig.  336). 

Nous  considérons  un  hyperboloïde  ayant  un  sommet  en  ce  point,  et  y  étant  os-- 
culateur  de  la  surface.  Nous  pouvons  placer  son  centre  en  un  point  quelconque  de 
la  normale  EF;  nous  choisissons  le  point  F,  et  alors  l'hyperboloïde  est  de  révolu- 
tion (art.  798)  :  le  rayon  du  cercle  de  gorge  estFO',  et  l'axe  la  droite  F/  parallèle 
à  la  tangente  O'K'.  La  longueur  de  l'axe  non  transverse  F/ est  le  double  de  Îr 
droite  O'K'  moyenne  proportionnelle  entre  les  rayons  O'E  et  O'F  (art.  794). 

Les  asymptotes  de  l'hyperbole  méridienne  sont  les  droites  FK'  etFL',  On  obtient 
l'indicatrice  de  la  surface  de  révolution  au  point  (0,  0'),  en  transportant  parallèle- 
ment a  elle-même  dans  le  plan  tangent  L'K',  l'hyperbole  méridienne  contenue  dans 
le  plan  F/ parallèle  au  plan  tangent  en  0';  par  conséquent,  si  l'on  mène  par  les 
points  K'  et  L'  des  droites  perpendiculaires  au  plan  vertical,  et  ayant  une  longueur 
égale  a  O'F,  leurs  extrémités  seront  sur  les  asymptotes  cherchées.  Nous  projetons 
K' en  K,  nous  prenons  les  segments  KU  et  KV  égaux  à  OT  :  les  asym,ptotes  de-: 
l'indicatrice  sont  (OU,  O'K')  et  (OV,  O^K^). 

Ces  droites,  en  tournant  autour  de  l'axe  (A,  A'Z),  engendrent  un  hyperboloïde 
de  révolution  osculateur  de  la  surface  en  tous  les  points  du  parallèle  décrit  par 
(0,  0').  Mais  cet  hyperboloïde  n'a  pas  son  centre  sur  la  normale  EF,  et  par  suite  il 
n'appartient  pas  à  la  série  des  hyperboloïdes  osculateurs  en  un  de  leurs  sommets. 
823.  Si  le  point  (0,  0')  parcourt  la  méridienne  y^^  les  asymptotes  de  l'indica- 
trice pour  ses  différentes  positions  formeront  une  surface  gauche.  Les  arcs  de  la 
méridenne  qui  présentent  leur  convexité  à  l'axe  seront  utiles  et  doubles  sur  cette 

(  *  )  Ces  résultats  ont  été  donnés  pour  la  première  fois  par  Meusnier,  dans  le  Mémoire  déjà  cité  à 
l'article  81  g. 
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surface;  les  autres  seront  parasites.  Les  asymptotes  de  Tindicatrice  se  confondent 
au  point  d'inflexion  O'g  avec  la  tangente  de  la  méridienne,  et  au  point  supérieur  O'., 
avec  la  tangente  du  parallèle  :  ces  points  seront  des  sommets  de  la  surface  gauche. 

Chacune  des  deux  nappes  qui  se  coupent  le  long  de  Tare  0^2 O'g  est  tangente  à  la 
surface  de  révolution;  ces  nappes  sont  donc  tangentes  Tune  à  l'autre,  et  par  suite 
la  courbe  /  est,  sur  la  surface  gauche,  une  ligne  double  de  contact. 

La  courbe  d'intersection  çp  d'une  surface  de  révolution  par  un  plan  BC  tangent  à 
la  méridienne  x>  en  un  point  d'inflexion  (M,  M')  {Jig.  SSg),  a  pour  tangente  en  ce 
point  la  droite  BG  que  l'on  doit  regarder  comme  une  asymptote  unique  de  l'indi- 
catrice.. La  courbe  est  d'ailleurs  composée  de  deux  parties  symétriques  par  rap-- 
port  a  (MA,  M'B),  et  par  suite  elle  a  un  rebroussement  de  premier  ordre. 

Notions  sur  la  courbure  des  surfaces  gauches, 

824.  Toute  surface  gauche  est  à  courbures  opposées,  car  en  chacun  de  ses  points 
son  plan  tangent  la  coupe  suivant  une  génératrice  et  une  courbe  (art,  617).  La 
génératrice  et  la  tangente  de  la  courbe  d'intersection  sont  les  deux  asymptotes  de 
Findicatrice  (art.  797).  Les  bissectrices  des  angles  de  ces  droites  sont  les  traces  des 
plans  des  sections  principales  sur  le  plan  tangente  On  peut,  par  conséquent,  con- 
struire les  sections  principales  en  un  point  donné  et  déterminer  ensuite  leurs  rayons 
de  courbure  (art.  105),  Nous  avons  vu  que  le  rapport  des  grandeurs  absolues 
de  ces  rayons  est  égal  au  carré  de  la  tangente  de  la  moitié  de  l'angle  compris  entre 
les  asymptotes  de  l'indicatrice  (art.  796).  Cette  proposition  permet  de  déterminer 
un  des  rayons  quand  on  a  obtenu  l'autre. 

825.  Considérons  deux  génératrices  G  et  G'  d'une  surface  gauche  :  nous  savons 
qu'il  existe  un  hyperboloïde  dans  lequel  ces  droites  sont  des  génératrices  d'un 
même  système,  et  qui  se  raccorde  avec  la  surface  le  long  de  l'une  d'elles  G  (art.  741)- 
Si  l'on  suppose  que  6'  se  rapproche  de  G  et  finisse  par  se  confondre  avec  cette  droite, 
Fhyperboloïde  deviendra  osculateur  le  long  de  G  :  les  génératrices  du  second  sys- 
tème seront  alors,  avec  la  génératrice,  les  asymptotes  des  indicatrices  aux  différents 
points  de  G,  d'où  ce  théorème  :  les  secondes  asymptotes  des  indicatrices  d^une  sur- 
face gauche  auoo  différents  points  d' une  génératrice  forment  un  hyperboloïde. 

Lorsque  la  génératrice  considérée  et  les  deux  qui  lui  sont  infiniment  voisines 
sont  parallèles  à  un  même  plan,  Thyperboloïde  se  transforme  en  un  paraboloïde. 
Cette  circonstance  se  présente  toujours  quand  la  surface  a  un  plan  directeur. 

Si  l'on  connaît  les  secondes  asymptotes  des  indicatrices  en  trois  points  d'une 
génératrice,  l'hyperboloïde  osculateur  le  long  de  cette  droite  sera  déterminé,  et  on 
pourra  construire  la  deuxième  asymptote  de  l'indicatrice  de  l'un  quelconque  des 
points  de  la  génératrice  considérée  (art.  744). 

826.  Soient  AXune  génératrice  d'une  surface  gauche  [fig^  34o),  BX<  la  gêné- 
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ratrice  voisine  et  AB  leur  commune  perpendiculaire  :  par  un  point  quelconque  0  de 
la  génératrice  AX,  nous  faisons  passer  un  plan  perpendiculaire  à  AX  et  par  consé- 
quent normal  a  la  surface;  il  coupe  la  génératrice  BXj  en  un  point N  qui  se  pro- 
jette en  P  sur  le  plan  central  de  AX. 

Le  triëdre  (NP,  NB,  NO)  rectangle  le  long  de  NP  donne 

cot  NO  ::=z  cotBNP  siu  PNO. 

Les  droites  NB  et  NO  déterminent  le  plan  tangent  au  point  N  infiniment  voisin  de  0; 
la  déviation  â  au  point  N  est  l'angle  que  la  normale  NE  perpendiculaire  au  plan  BNO 
fait  avec  le  plan  PNO,  ou  le  complément  de  Tangle  que  ces  deux  plans  compren- 
nent, et  que  nous  avons  désigné  par  NO  dans  la  formule  précédente.  L'angle  BNP 
est  le  complément  de  TangleNBP  ou  a  que  forment  les  deux  génératrices  AX  etBX<  „ 
Enfin  l'angle  PNO  est  le  complément  de  l'obliquité  NOP  ou  0  du  plan  tangent  on  0. 
D'après  ces  remarques,  l'équation  ci-dessus  devient 

tang  c?  =:!  tang  cr  cos  0  ; 
et  comme  les  angles  c?  et  cr  sont  infiniment  petits, 

Le  rayon  de  courbure  de  la  génératrice  étant  infini,  on  a,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (2m), 

(J2  ^  ™  -^. 

On  obtient,  par  suite,  en  remarquant  qu'on  doit  attribuer  a  a  la  grandeur  ON 
OP 


ou 


cos  0 

op' 


a^  cos'  0^  — 


R>ïl2 


Si  nous  appelons  k  le  paramètre  de  la  génératrice,  OP  sera  égal  à  ko ,  et  nous 
aurons 

(a5)  eos^ô  =  -^. 

Nous  avons  d'ailleurs,  en  appelant  x  l'abscisse  AO, 

tang0=f- 


39,  LIVRE    VIIÎ,  —  COURBURE   DES    SURFACES^ 

[/élimination  de  0  entre  ces  deux  équations  donne 
(.6)  R3^  =  _  (£!+±y  ('). 

Il  résulte  des  observations  que  nous  avons  présentées  à  Tarticle  776  que  quand  on 
déforme  une  surface  gauche  sans  en  courber  les  génératrices,  les  points  centraux 
ne  sont  pas  déplacés,  et  les  paramètres  ne  sont  pas  modifiés.  On  voit  d'après  cela, 
par  la  formule  que  nous  venons  d'obtenir,  que  le  produit  des  rayons  de  courbure 
reste  le  même  en  chaque  point  dans  les  déformations.  Ce  produit  est  infini  quand 
la  surface  est  développable  (*^). 

827.  Quand  deux  surfaces  gauches  S  etS^  se  raccordent  le  long  d'une  droite  G, 
cette  génératrice  a  le  même  paramétre  et  le  même  point  central  sur  les  deux  sur- 
faces; par  conséquent,  et  en  vertu  de  l'équation  (26),  en  chacun  de  ses  points,  les 
produits  des  rayons  de  courbure  des  surfaces  sont  égaux. 

Les  hyperboloïdes  A  et  A|,  osculateurs  des  surfaces  S  et  S^  le  long  de  la  généra- 
trice G,  se  coupent,  en  général,  suivant  deux  droites  P  et  Q  qui  rencontrent  G  en 
des  points  M  et  N  (art.  733).  Les  indicatrices  des  surfaces  ont  les  mêmes  asymptotes 
en  ces  points,  et  par  suite  les  rayons  de  courbure  principaux  y  sont  dans  des  rap- 
ports égaux;  mais  nous  venons  de  voir  qu'il  y  a  égalité  entre  les  produits  de  ces 
rayons  :  leurs  grandeurs  sont  donc  les  mêmes,  et  les  surfaces  S  et  S^  sont  oscula- 
îrices  aux  points  M  et  N. 

Celui  des  hyperboloïdes  qui  est  intérieur  a  l'autre  d'un  côté  de  la  génératrice  P 
devient  extérieur  de  l'autre  côté.  Par  conséquent,  si  l'on  coupe  les  surfaces  S  et  S^ 
par  des  plans  parallèles  entre  eux  et  à  la  droite  P,  les  sections  de  l'une  des  surfaces, 
S  par  exemple,  auront  d'un  côté  du  point  M  des  rayons  de  courbure  plus  petits  que 
les  sections  de  S^,  et  de  l'autre  des  rayons  de  courbure  plus  grands.  Les  surfaces  se 

(*)  INous  croyons  que  cette  formule  est  due  à  M.  Lamarîe  {Théorie  géométrique  des  centres  et 
des  axes  instantanés  de  rotation).  On  en  déduit  par  les  procédés  du  calcul  intégral  le  résultat  sui- 
vant signalé  par  M.  Bour  (  Théorie  de  la  déformation  des  surfaces  )  : 

Si  Ton  élève  en  chaque  point  d'une  génératrice  d'une  surface  gauche  et  dans  un  plan  quelconque 
une  ordonnée  égale  à  l'inverse  de  la  racine  carrée  du  produit  des  rayons  principaux  prise  positive- 
ment, on  aura  une  courbe  asymptotique  de  la  génératrice  [fig*  345  ),  et  dont  la  forme  dépendra  de 
k  grandeur  du  paramètre  A-;  mais  l'aire  totale  comprise  entre  la  courbe  et  son  asymptote  est  indé- 
pendante de  k  et  égale  à  tt,  de  sorte  que  la  courbe  s'éloigne  d'autant  plus  de  la  génératrice  qu'elle  est 
restée  plus  longtemps  confondue  avec  elle.  {LsLjfigure  345  est  extraite  du  Mémoire  de  M.  Bour.  ) 

{  *'^  )  Gauss  a  établi  d'une  manière  générale  que  quand  on  déforme  une  surface  flexible  et  inexten- 
sible, le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  en  chaque  point  reste  le  même.  M.  Liouville  a 
reproduit  le  Mémoire  du  célèbre  géomètre,  et  des  démonstrations  spéciales  du  théorème  dues  à 
MM.  Bertrand  et  Puiseux,  dans  les  notes  de  la  5^  édition  de  V Application  de  V Analyse  de  Monge. 
Dans  son  Exposé  géométrique j  M.  Lamarle  a  établi  le  théorème  par  des  considérations  de  Cinéma- 
tique. 
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coupent  donc  suivant  une  courbe  tangente  à  chaque  droite  d'intersection  des  hyper- 
boloïdes,  seconde  asymptote  de  l'indicatrice  d'un  point  d'osculation. 

Nous  voyons  ainsi  que  quand  deux  surfaces  gauches  se  raccordent  le  long  d'une 
génératrice,  elles  se  coupent,  en  général,  suivant  une  courbe  qui  rencontre  la  droite  de 
contact  en  deux  points  :  les  surfaces  sont  osculatrices  en  ces  points. 

Lignes  d'ombre  d'une  surface  gauche  quand  le  point  lumineux  est  dans  le  plan  tangent  le 
long  d'aune  génératrice  singulière.  Rayons  de  courbure  de  la  surface  aux  divers  points  de 
cette  droite. 

828.  Les  questions  que  nous  allons  examiner  ont  de  l'importance  à  piusieurs  points  de 
vue,  principalement  pour  les  exercices  graphiques  relatifs  aux  lignes  d'ombre  des 
surfaces  gauches.  Nous  emploierons  le  calcul  différentiel,  qui  nous  paraît  utile  pour 
introduire  dans  cette  étude  la  clarté  désirable. 

Nous  avons  vu  dans  le  YiP  livre  qu'une  surface  gauche  peut  avoir  des  génératrices  sin- 
gulières le  long  de  chacune  desquelles  elle  est  touchée  par  un  même  plan.  Deux  généra- 
trices consécutives  se  rencontrent  alors  en  un  point  que  nous  avons  appelé  sommet 
(art.  0^9),  Toutes  les  lignes  d'ombre  de  la  surface  passent  à  chaque  sommet  (art.  654). 

Lorsque  le  point  lumineux  est  dans  le  plan  tangent  le  long  d'une  génératrice  singulière^ 
cette  droite  fait  partie  de  la  ligne  d'ombre:  c'est  la  branche  qui  passe  au  sommet.  Une 
autre  branche,  qui  forme  la  courbe  d'ombre  proprement  dite,  rencontre  les  diverses  géné- 
ratrices (art.  617),  et  traverse  nécessairement  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  touche  la 
surface.  Nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  le  point  où  elle  coupe  cette  génératrice  = 

829.  Nous  représentons  la  génératrice  d'une  surface  gauche  par  les  équations 

(i)  7==M,;r  +  P,     ^=r:N^-HQ. 

M,  N,  P  et  Q  sont  des  fonctions  d'une  même  variable  a.  Nous  désignerons  par  M^  N',..,, 
M'",  N'^...  les  dérivées  premières  et  secondes  de  M,  N.,.. 

Le  plan  qui  passe  par  la  génératrice  considérée  et  par  un  point  fixe  [a,  b,  c)  a  pour 
équation 

(N^-hQ  — c)(M.r-i-P--j)— (M^-hP— ^)  (N^-hQ  — 2)==:o. 

L'enveloppe  de  ce  plan,  quand  on  fait  varier  a,  est  le  cône  dont  le  sommet  est  au  poini 
fixe,  et  qui  est  circonscrit  à  la  surface.  Les  coordonnées  du  point  de  la  génératrice  où  le 
plan  touche  la  surface  satisfont  donc  à  la  dérivée  de  son  équation  prise  par  rapport  à  a  : 

(jS['a-HQ')(Mx  +  P— j)  +  (Na-4-.Q— c)  (M^^^  +  P') 

—  (MV^-4-P^)(N^-{-Q~-z)  — (Ma-f-P— 6)(N'^4-Q0=^o- 

En  éliminant  j  et  ^  entre  cette  équation  et  les  équations  (i),  on  obtient  l'abscisse  du 
point  où  le  plan  touche  la  surface,  c'est-à-dire  du  point  de  la  génératrice  où  passe  la  courbe 
d'ombre,  quand  le  point  fixe  est  lumineux, 

P'(Na-}-Q-c)  — Q^(Ma-î-P— -Z>) 


X  =.- 


M'(Na-i-Q— c)  — W(M«-4-P— 6) 


830.  Nous  appelons  M,,  Ni,...,  M\,...,  les  valeurs  que  prennent  M,  N,...,  M',.,.,  quand 
on  donne  à  a  une  certaine  valeur  «i.  Nous  voulons  que  la  génératrice  qui  correspond  à  ^, 

111.  5 
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se  confonde  avec  l'axe  des  abscisses,  que  le  plan  des  .^jr  touche  la  surface  le  long  de  cette 
droite,  et  que  l'origine  des  coordonnées  soit  le  point  de  rencontre  des  deux  génératrices 
consécutives.  En  vertu  de  la  première  condition,  Mi,  Ni,  Pi  et  Qi  sont  nuls.  La  génératrice 
infiniment  voisine  de  celle  qui  est  réunie  à  l'axe  des  abscisses  a  pour  équations 

Pour  que  celte  droite  soit  dans  le  plan  des  ^j,  il  faut  que  N',  et  Q\  soient  nuls.  Enfin  la 
troisième  condition  exige  que  P'^  soit  égal  à  zéro.  Nous  avons  donc 

(3)  M.^o,     N.=.o,     Pi  =  o,     Qi==o,     N;z=:o,     P'.r^o,     Q',=o. 

831.  Quand  le  point  lumineux  [a,b,  c)  est  dans  le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice 
singulière  qui  est  confondue  avec  l'axe  des  abscisses,  c  est  nul,  et  l'équation  (  2  ),  qui  déter-- 
mine  l'abscisse  du  point  où  la  ligne  d'ombre  rencontre  la  génératrice  (i),  se  réduit  à 

__       F  (Na-4-Q)—  (j'  (Ma-^V  —  h) 
"^"       M'(Na-l-Q)—  N'(Ma4-P  — 6)' 

Si  nous  faisons  a  égal  à  ai,  la  valeur  de  x  se  présente  sous  une  forme  indéterminée; 
mais  en  prenant  les  dérivées  du  numérateur  et  du  dénominateur,  on  obtient 

Nous  posons 

(4)  g^-%' 

Si  b  n'est  pas  nul,  l'équation  que  nous  avons  trouvée  donne 

(  5  )  x~g. 

La  longueur  g' est  indépendante  des  coordonnées  a  et  6;  par  conséquent,  quelle  que  soit  la 
position  du  point  lumineux  dans  le  plan  tangent  le  long  d'une  génératrice  singulière,  mais 
non  sur  elle f  la  ligne  d'ombre  passe  par  un  même  point  de  cette  droite. 

Quand  la  génératrice  infiniment  voisine  de  celles  qui  se  coupent  est  parallèle  à  leur  plan, 
qui  est  ici  le  plan  des  xy,  N"  est  nul,  et  le  point  commun  aux  lignes  d'ombre  que  nous 
considérons  s'éloigne  à  l'infini.  Cette  circonstance  se  présente  toujours  pour  les  généra- 
trices singulières  des  surfaces  à  plan  directeur. 

832.  Le  plan  des  xy  rencontre  les  différentes  génératrices,  et  par  conséquent  coupe  la 
surface.  Il  est  intéressant  de  déterminer  le  point  où  la  ligne  d'intersection  traverse  l'axe  des 
abscisses. 

Si  l'on  conserve  les  infiniment  petits  du  deuxième  ordre,  la  seconde  équation  de  la  géné- 
ratrice infiniment  voisine  de  celle  que  Ton  considère  sera 

^  =r=  ^ N  -4-  N^ ^  a  -h  ~  N'V  a^ ^  ^  -4-  (  Q  -f-  Q' 6/a  +  ^  Q^^  i  a^ 

Quand  a  est  égal  à  ai,  cette  équation  devient,  en  vertu  des  égalités  (3), 

.  ^z=:-^N';(/a^^-4--Q'Wa^ 

2  2 
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En  supposante  nul,  on  trouve  pour  l'abscisse  la  valeur^.  Le  point  d'une  génératrice  sin- 
gulière où  passent  les  lignes  d'ombre,  quand  les  points  lumineux  sont  dans  le  plan  tangent 
le  long  de  cette  droite,  est  donc  précisément  celui  qui  appartient  à  l'intersection  de  la  sur- 
face par  ce  plan  tangent. 

On  pouvait  prévoir  ce  résultat,  car  sur  une  surface  gauche  une  courbe  d'ombre  est  le 
lieu  des  points  ou  les  différentes  génératrices  sont  rencontrées  par  les  intersections  de  la 
surface  avec  les  plans  qui  contiennent  respectivement  ces  droites,  et  qui  passent  au  point 
lumineux. 

853.  Nous  avons  vu  (art.  7Si)  que  la  surface  du  biais  passé  a  deux  sommets  (1,  0') 
et  (J,  0'){y?g'.  320 ).  Les  plans  tangents  le  long  des  génératrices  (lA,  0' A')  et  (JD,  0'B')qui 
passent  à  ces  points  sont  verticaux.  Leurs  lignes  d'intersection  avec  la  surface  n'ont  pas 
été  tracées  sur  la  figure  :  ce  sont  des  paraboles  qui  coupent  respectivement  les  génératrices 
singulières  aux  points  (R,  R')  et  (S,  S')  (art.  771).  Chacun  de  ces  points  est  donc  celui 
par  lequel  passeraient  toutes  les  lignes  d'ombre,  si  un  point  lumineux  occupait  successi- 
vement différentes  positions  dans  le  plan  AC  ou  dans  le  plan  BD.  Nous  savons,  en  effet,  que 
les  points  (R,  R')  et  (S,  S')  appartiennent  à  la  ligne  de  contour  apparent  par  rapport  au  plan 
horizontal  (art.  750)  :  cette  ligne  est  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  dont  le  som- 
met situé  à  l'infini  peut  être  indifféremment  supposé  dans  le  plan  AG  ou  dans  le  plan  BD. 
834.  Lorsque  le  point  lumineux  est  sur  la  génératrice  singulière  elle-même,  on  a 

Z>  =  G,      c  =  G, 
et  l'équation  (2)  se  réduit  à 

_       p^(Na  +  Q)— Cy(Ma-t-P) 
^~~       M'(Na-HQ)— N'(Ma-l-P) 

X  est  indéterminé,  quand  on  attribue  à  a  la  valeur  a^  En  prenant  les  dérivées  des  deux  ter- 
mes de  la  fraction,  on  trouve 

P^^  (Nc^-hQ)-HF(N^^  +  Q^)  — Q^^(Ma  +  P)— Q^(MV/  +  P^) 
^~~      IVr(Na4-Q)+M'(N'^^  +  Q^)— •N'^(M«  +  P)—  N'  [Wa-\-V') 

L'introduction  des  valeurs  (3)  annule  encore  le  numérateur  et  le  dénominateur;  mais  si 
l'on  prend  de  nouveau  les  dérivées,  et  si  l'on  supprime  les  termes  que  l'hypothèse  a=:=a, 
fait  disparaître,  au  fur  et  à  mesure  qu'ils  se  présentent,  on  obtient  après  quelques  réductions 


-M',N>-hM'.QV 
d'où,  en  ayant  égard  à  l'équation  (4), 

o)  x-=^  — 

g-^a 

Soient  EX  la  génératrice  singulière  [fig*  4^'^  his),  S,  G,  0  les  points  où  elle  est  ren-- 
contrée  par  la  génératrice  voisine,  par  l'intersection  du  plan  tangent  avec  la  surface  et  par 
la  ligne  d'ombre  j  enfin  A  le  point  lumineux.  L'équation  (6)  donne 

.    .  ^^      2SGXSA 

^7)  ^^=  SG4-SA' 

5. 
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On  déduit  successivement  de  cette  équation 

2  SG  X  SA  —  SO  X  SG  —  SO  X  SA  =  o  , 

SA(SG--SO)-f-SG(SA  — S0)=:=o, 

SAxOG  — SGxAO^o, 

SA  ^  AO  _ 
SG*OG~"'' 

^^  SG'OG" 

Il  résulte  de  cette  équation  que  quand  le  point  lumineux  est  sur  la  génératrice  singu- 
lière, le  point  de  la  courbe  d'ombre  et  le  sommet  de  la  surface  sont  conjugués  harmoni- 
ques du  point  lumineux  et  du  point  où  la  génératrice  rencontre  V intersection  de  la  sur- 
face par  son  plan  tangent  (  art.  i5i4)  (  *  ). 

Quand  la  génératrice  infiniment  voisine  de  celles  qui  se  rencontrent  au  sommet  est  paral- 
lèle à  leur  plan,  le  point  G  est  à  l'infini  (art.  85i  ),  et  on  voit  par  l'équation  (  7)  que  le  seg- 
ment SO  est  double  de  Sa.  Ainsi  lorsqu'un  point  lumineux  est  sur  la  génératrice  supérieure 
(NE, N'E')  d'unconoïde  [fig.  299),  il  se  trouve  à  égales  distances  du  point  où  la  ligne  d'om- 
bre traverse  cette  droite,  et  du  sommet  (N,  N'). 

8515.  Considérations  sur  les  changements  de  forme  des  courbes  d'ombre, — Nous  avons  vu 
(art.  851  et  834)  que  quand  le  point  lumineux  est  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  gauche 
le  long  de  la  génératrice  singulière  EX  [fig*  4^^  bis)^  la  courbe  d'ombre  passe  par  le  point  G 
de  cette  droite,  et  que  quand  le  point  lumineux  est  sur  la  génératrice  elle-même,  la  courbe 
d'ombre  la  traverse  en  un  point  distinct  de  G.  Il  est  intéressant  d'étudier  comment  se  fait 
la  transition  entre  ces  deux  formes. 

Supposons  d'abord  que  la  surface  ait  un  plan  directeur  :  le  point  G  est  à  l'infini  (art.  831  ). 
Lorsque  le  point  lumineux  se  rapproche  de  la  génératrice  singulière,  les  deux  bras  qui 
s'étendent  à  l'infini  se  resserrent  contre  cette  droite;  à  la  limite  ils  se  réunissent  à  elle,  et 
la  ligne  d'ombre  comprend  une  seconde  fois  la  génératrice  singulière.  On  conçoit  facile- 
ment que  la  partie  qui  reste  courbe  peut  traverser  la  génératrice  ailleurs  qu'à  l'infini. 

Quand  ia  surface  gauche  n'a  pas  de  plan  directeur,  le  plan  tangent  le  long  d'une  généra- 
trice singulière  telle  que  EX  [fig^  4^^'  ^^^)  ^st  tangent  à  l'infini  ;  il  touche  donc  la  déve- 
loppable  asymptote  (art.  039),  On  reconnaît,  en  considérant  le  mode  de  génération  de  la 
développable,  que  la  ligne  de  contact  est  précisément  la  génératrice  EX.  Nous  donnerons 
d'ailleurs  une  démonstration  analytique  de  ce  théorème  à  l'article  suivant. 

Si  le  point  lumineux  est  dans  le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  singulière  EX,  et 
peu  éloigné  d'elle,  on  pourra  mener  par  ce  point  un  second  plan  tangent  à  la  développable 
asymptote,  et  par  suite  la  courbe  d'ombre  a  une  branche  infinie  correspondant  à  une  géné- 
ratrice voisine  de  la  génératrice   singulière  EX  (art.  747).  Lorsque  le  point  lumineux 


(  '^  )  On  déduit  de  l'équation  (  7  ) 


2.  I  I 


Cette  relation  entre  quatre  points  en  rapport  harmonique  est  très- fréquemment  employée. 
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supposé  mobile  arrive  sur  celte  dernière  droite,  les  deux  bras  de  la  branche  infinie  se 
réunissent  à  elle,  et  on  retrouve  les  mêmes  circonstances  que  quand  la  surface  a  un  plan 
directeur. 

Nous  voyons  qu'w/ie  génératrice  rectiligne  appartient  deux  fois  à  la  courbe  cV ombre, 
quand  elle  contient  le  point  lumineux,  et  quun  même  plan  est  tangent  à  la  surface  en 
tous  ses  points, 

856.  Proposons-nous  de  déterminer  la  génératrice  de  îa  développable  asymptote  qui 
est  parallèle  à  la  génératrice  représentée  par  les  équations  (i). 

m  étant  un  coefficient  arbitraire,  l'équation  d'un  plan  contenant  la  génératrice  (i)  est 

(  j  ■—  M ^  —  P )  —  m[z  —  N .^'  —  Q )  =  o . 

Pour  que  ce  plan  soit  tangent  à  l'infini,  il  faut  qu'il  soit  parallèle  à  la  génératrice  infini- 
ment voisine  de  celle  que  nous  considérons.  Les  équations  de  cette  génératrice  sont 

j  r=:(M  H- MV/a)  ^4- (P -4- P' 6/a), 
Z  =  [^-^Wda)x^{q-\~Q'  da). 

La  condition  du  parallélisme  donne 

(  M  -  mN)  —  (M •+■  M'f/a)  -h  m { N  +-N'c/a)  =^0, 

ou  plus  simplement 

W  —  mW^o. 

L'équation  du  plan  passant  parla  génératrice  considérée  et  tangent  à  l'infini  est  par  suite 

(9)  N'(j  — M^  — P)— M'(^~-Nx— Q)=o. 

La  génératrice  de  la  développable  est  l'intersection  de  ce  plan  par  le  plan  que  repré- 
sente la  dérivée  de  l'équation  précédente  prise  par  rapport  à  a.  Ou  trouve  pour  cette 
dérivée,  après  quelques  réductions, 

(10)  (M^^N"N'^M)^  +  NV— M^^z4-]\rQ-hM'Q'---N'^P---N'F==o. 

Si  maintenant  nous  supposons  a  égal  à  ai,  nous  trouvons,  en  introduisant  les  valeurs  (3) 
dans  les  équations  (9)  et  (10), 

Z=r  o,      N",j  — M''^=:0, 

ou  bien 

La  première  de  ces  équations,  qui  représente  le  plan  tangent  à  la  développable  asymptote, 
montre  que  ce  plan  est  celui  qui  touche  la  surface  gauche  le  long  de  la  génératrice  EX, 
comme  nous  le  savions  déjà;  on  voit  par  la  seconde  que  la  génératrice  EX  appartient  à  la 
développable.  Ainsi,  quand  une  surface  gauche  a  un  sommet  à  distance  finie,  elle  est  tou- 
chée par  sa  développable  asymptote  tout  le  long  de  la  génératrice  qui  passe  à  ce  point. 

Si  cependant  la  génératrice  infiniment  voisine  de  celles  qui  se  rencontrent  est  parallèle  à 
leur  plan,  N",  est  nul,  et  la  seconde  équation  ne  fait  plus  connaître  la  position  que  la  géné- 
ratrice de  la  développable  occupe  dans  le  plan  tangent.  Pour  déterminer  cette  droite,  il 
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faudrait  d'abord  éliminer  z  entre  les  équations  (9)  et  (10),  puis  chercher  par  les  procédés 
ordinaires  les  valeurs  des  grandeurs  indéterminées  que  les  hypothèses  (3)  introduisent 
dans  la  formule.  Nous  croyons  peu  utile  de  nous  arrêter  à  ces  détails,  et  nous  nous  bornons 
à  rappeler  que  quand  la  surface  a  un  plan  directeur,  la  développable  asymptote  disparaît 
tout  entière  à  l'infini. 

857.  Rayons  de  courbure  d'une  surface  gauche  aux  différents  points  d'une  génératrice 
singulière,  —  Nous  allons  maintenant  chercher  la  grandeur  du  rayon  de  courbure  de  la 
section  faite  dans  la  surface  gauche  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  génératrice  singulière. 
Si  nous  différentions  les  équations  (i)  en  y  considérant  l'abscisse  x  comme  constante,  et 
les  deux  autres  coordonnées  comme  fonctions  de  a,  nous  aurons 

dx  =  {Wx-\~V')da,         dz  ~  {W  X -h  Q'  )da, 
d^X=.[W'x-{-V')da\      d'z  =  {Wx-A-Q'')daK 


En  introduisant  ces  valeurs  dans  l'expression  générale  du  rayon  de  courbure 


{dy'^-i-dz'^'^ 


dfd^z  —  dz  d^f 
on  obtient 

^^  [{Wx-hP'y-i-{Wx-+-Q'y] 


{M'x-i-r  ){Wx  -f-  Cr)  _ (N'^  -4-  Q'  ) (  WX-+-V') 
Lorsque  a  est  égal  à  a,,  en  vertu  des  égalités  (3  )  l'équation  se  réduit  à 


(12)  R 


MXN>4-Q';) 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 


(î3)  ^a;'^l{x-\-'Rgz=:o. 


X  etR  sont  l'abscisse  et  l'ordonnée  parallèle  à  l'axe  des  z,  du  centre  de  courbure  de  la  sec- 
tion considérée.  L'équation  que  nous  venons  d'obtenir  montre  que  les  centres  de  courbure 
des  sections  faites  dans  une  surface  gauche  par  des  plans  perpendiculaires  à  une  généra- 
trice singulière  ont  pour  lieu  une  hyperbole. 

L'une  des  asymptotes  GH  [fig,  ^.22  bis)  passe  par  le  point  G  que  nous  avons  défini  précé- 
demment (art.  854);  elle  est  perpendiculaire  à  la  génératrice  EX.  L'autre  asymptote  Eî 
rencontre   cette  droite  à  une  distance  du   sommet  S  égale  à  SG;  son  coefficient  angu- 

laire  est  -^  •  La  courbe  est  tangente  à  la  génératrice  au  point  S  :  nous  savons  que  la  section 

qui  passe  à  ce  point  a  un  rebroussement  (art.  666). 

858.  La  génératrice  singulière  est,  en  chacun  de  ses  points,  une  section  principale  de  la 
surface;  la  seconde  section  principale  est  la  courbe  qui  a  pour  rayon  R.  Au  point  G  ce 
rayon  est  infini,  comme  le  premier  rayon  de  courbure;  la  surface  y  est  donc  osculée  par 
un  plan.  Ainsi  le  plan  tangent  à  une  surface  gauche  le  long  d'une  génératrice  est  oscula- 
teur  au  point  où  se  rencontrent  les  lignes  suivant  lesquelles  il  coupe  et  il  touche  la  surface. 
L'hyperbole  A  montre  qu'un  second  point  d'osculafion  se  trouve  en  général  à  l'infini. 
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859.  Si  dans  Téquation  (i3)  nous  remplaçons  g  par  sa  valeur  (4),  nous  aurons 

m\'x'—'N\  i\x  —  Q^;  R  =  0. 

Quand  la  génératrice  infiniment  voisine  de  celles  qui  se  rencontrent  est  parallèle  à  leur 
plan,  N",  est  nul,  l'équation  perd  son  second  terme,  et  la  courbe  qu'elle  représente  de- 
vient une  parabole. 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  résultat  sur  le  conoïde  droit.  Si  la  section  perpendiculaire  à  la 
génératrice  est  une  ellipse  ayant  un  de  ses  sommets  sur  cette  droite,  et  telle  que  l'axe  qui 
aboutit  à  ce  sommet  soit  parallèle  à  la  directrice  rectiligne,  cet  axe  aura  une  longueur 
constante  ('->-/>),  tandis  que  la  longueur  de  l'autre  axe  sera  proportionnelle  à  l'abscisse  du 

plan  de  la  courbe  (2  ^.^r).  Le  rayon  de  courbure  (  —  <^' )  sera  donc  proportionnel  au  carré 

de  l'abscisse. 

840.  Le  point  G  peut  occuper  toutes  les  positions  sur  la  génératrice;  quand  il  est  réuni 
avec  le  sommet  S,  g  est  nul,  et  l'équation  (i3)  représente  deux  droites  qui  se  croisent  à 
l'origine,  l'une  oblique,  l'autre  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses.  Les  centres  de  toutes 
les  sections  perpendiculaires  à  la  génératrice  ont  pour  lieu  l'une  de  ces  droites,  la  première. 
Il  résulte  de  là  que  la  surface  peut  être  osculée  par  des  cônes  le  long  de  la  génératrice.  Ce 
cas  est  celui  des  développables  (art.  4i5i).  Le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  doil 
donc  être  osculateur  en  S,  et  par  suite  il  se  confond  avec  le  plan  de  rebroussement.  Ces 
deux  plans  sont  ordinairement  distincts,  comme  on  le  voit  par  l'exemple  du  conoïde  de 
\di figure  299  (art.  666). 

La  seconde  droite  déterminée  par  l'équation  (i  3),  quand  g  est  nul,  donne  une  infinité  de 
centres  de  courbure  pour  la  section  qui  a  un  rebroussement.  Ce  résultat  en  apparence  pa- 
radoxal peut  être  assez  facilement  expliqué.  Nous  avons  vu  (art.  442^)  ^^^  toute  droite 
situé/e  dans  le  plan  d'une  courbe  plane  et  passant  à  un  point  de  rebroussement  peut  être 
considérée  comme  tangente.  On  peut  de  même  regarder  comme  tangent  tout  cercle  tracé 
dans  le  plan  de  la  courbe  et  passant  par  le  point  de  rebroussement.  Si,  de  plus,  un  cercle 
touche  la  tangente  de  rebroussement,  on  pourra  le  considérer  comme  ayant  avec  la  courbe 
trois  points  communs  réunis  en  un  seul. 

Cette  explication  résulte  directement  de  l'examen  des  circonstances  géométriques  de  la 
question.  Quand  le  segment  SG  devient  nul  [fig,  ^11  bis),  une  infinité  de  cercles  oscula- 
teurs  à  des  sections  différentes  deviennent  tangents  entre  eux  et  à  la  tangente  de  rebrous- 
sement de  la  section  qui  passe  par  le  point  S. 

Dans  le  cas  général,  lorsque  g  n'est  pas  nul,  l'hyperbole  A  ne  donne  pour  la  section  qui 
contient  le  point  S  d'autre  centre  de  courbure  que  ce  point  lui-même;  mais  il  faut  remarquer 
que  nous  avons  fait  disparaître  de  l'équation  (12)  le  facteur  x  qui  était  commun  aux  deux 
termes  de  la  fraction,  et  que  cette  équation  donne  en  réalité  une  longueur  indéterminée 
au  rayon  de  courbure  de  la  section  dont  l'abscisse  est  nulle.  Le  lieu  complet  des  centres 
de  courbure  des  secondes  sections  principales  le  long  de  la  génératrice  singulière  se  com- 
pose donc  de  l'hyperbole  A  et  de  la  perpendiculaire  au  plan  de  rebroussement  menée 
par  le  sommet  S. 

841.  Rayons  de  courbure  d'une  surface  gauche  le  long  d'une  arête,— -'^ous  allons  mainte- 
nant supposer  que  la  génératrice  singulière  est  une  arête  (art.  633).  Nous  plaçons  l'origine 
en  un  point  quelconque  de  cette  droite,  qui  sera  comme  précédemment  l'axe  des  abscisses; 
le  plan  tangent  à  la  surface  est  pris  pour  plan  des  xy. 
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La  génératrice  inriniment  voisine  de  l'arête  est  parallèle  à  cette  droite,  par  conséquent 
M\  est  nul  et  P'i  ne  l'est  pas.  Les  conditions  à  substituer  aux  égalités  (3)  sont  donc 

(i4)  M»==o,     N,r=o,     P.  =  o,     Q.==o,     m;  =:o,     N',  ==  G ,     Q',  ==  o. 


L'équation  (n)  devient 


R: 


p'3 


p;  (N>-i-Q';; 


d'où 

(t5)  n';r.^-i-q';r— p?=o, 

On  voit  que  l'hyperbole,  lieu  des  centres  de  courbure  des  secondes  sections  principales^ 
est  équilatère;  l'arête  GX.  est  une  de  ses  asymptotes  (^%.  4^3  bis),  son  centre  se  trouve 
au  point  d'osculation  G  qui  devient  un  point  central  pour  les  courbures.  Enfin  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  principale  au  point  situé  à  l'infini  est  nul  :  on  peut  facilement  vérifier 
ce  résultat,  dans  le  cas  du  conoïde  droit,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  de  l'ar- 
ticle 859. 
Quand  le  point  lumineux  A  est  sur  l'arête  GX,  le  point  0  de  la  courbe  d'ombre  est  le 

SA 
milieu  du  segment  AG,  car  le  point  S  étant  à  l'infini,  le  rapport  ^tt    est  égal  à  l'unité,  et 

l'équation  (8)  montre  que  les  longueurs  OA  et  OG  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

842.  Quand  le  paramètre  d'une  arête  a  une  longueur  finie,  le  plan  tangent  le  long  de 
cette  génératrice  est  perpendiculaire  à  son  plan  central  (  art.  077  ).  D'après  cela,  si  nous  con- 
sidérons trois  génératrices  consécutives  dont  les  deux  premières  soient  parallèles  et  ho- 
rizontales, la  commune  perpendiculaire  à  la  seconde  et  à  la  troisième  devra  être  verticale, 
pour  qu'à  la  limite  les  trois  droites  se  réunissent  de  manière  à  former  une  arête  du  genre 
de  celle  que  nous  considérons.  La  troisième  génératrice  est  donc  horizontale  comme  les 
deux  autres,  et  par  suite  nous  devons  ajouter  aux  égalités  (  i4  )  ^^  condition 

l'équation  (i5)  donne  alors 

Q'; 

On  voit  que  le  rayon  de  courbure  de  la  seconde  section  principale  est  constant,  d'où  il 
résulte  que  lorsqu'une  surface  gauche  possède  une  arête  ayant  un  paramètre  fini,  elle  est 
osculée  par  des  cylindres  le  long  de  cette  droite. 

843.  On  peut  facilement  vérifier  pour  le  cylindroïde  de  la  figure  298,  le  théorème  que 
nous  venons  de  démontrer. 

Le  plan  vertical  OM  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse  dont  les  axes  sont  respective- 

IJ 

ment  égaux  à  — ^^^7^  et  à  a>y  (  art.  €^0).  Le  ravon  de  courbure  de  cette  ellipse  au  sommet 

^  cosMOl  '      ^  j  ^ 

(M,  M')  qui  appartient  à  l'arête  (aA,  a' h/)  est  donc 


l  a' 

1d 


cos  lOM. 
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Cette  section  est  oblique  :  la  section  normale  qui  lui  est  tangente  se  trouve  dans  un  plan 
vertical  parallèle  à  IJ.  D'après  le  théorème  de  Meusnier,  son  rayon  de  courbure  déduit  du 

Fa' 
précédent  est  — y~'   ^^  ^^^^  ^^'^^  ^^  dépend  pas  de   la  position  du  point  (M,  M')  sur 

ai 

l'arête  {A a,  k'a'),  et  que,  par  suite,  en  tous  les  points  de  cette  droite,  les  rayons  de 
courbure  des  sections  faites  par  des  plans  verticaux  parallèles  à  IJ  sont  les  mêmes  :  la  sur- 
face est  donc  osculée  par  un  cylindre  le  long  de  l'arête. 

On  trouve  par  le  théorème  d'Euler  que  le  rayon  de  courbure  de  la  seconde  section  prin- 
cipale, en  l'un  quelconque  des  points  de  l'arête  considérée,  est 

ai 

844,  Construction  de  riifperbole  lieu  des  centres  de  courbure  aux  divers  points  d'une 
génératrice  singulière. — Lorsque  l'on  connaît  sur  une  génératrice  singulière  le  sommet  et 
le  point  où  la  surface  est  osculée  par  un  plan,  il  suffit  d'obtenir  le  rayon  de  courbure  de  la 
seconde  section  principale  en  un  point,  pour  qu'on  puisse  construire  l'hyperbole  A  lieu  des 
centres  de  courbure.  Or  il  sera  toujours  possible  de  faire  cette  détermination  à  l'aide  des 
directrices. 

Si  l'on  considère  la  génératrice  singulière  (BD,  E'D')  [fig*  32,o),  nous  savons  que  le 
sommet  est  (J,  0'),  et  le  point  d'osculation  (S,  S').  La  directrice  circulaire  (CD,  CD')  est 
tangente  en  (D,  D'  )  à  la  seconde  section  principale  ;  on  obtiendra  donc  immédiatement  le 
rayon  de  courbure  de  cette  section,  par  les  tracés  auxquels  conduit  le  théorème  de 
Meusnier.  On  pourra  ensuite  construire  l'hyperbole. 

Dans  le  cas  d'une  arête,  il  suffit  de  connaître  le  point  où  la  surface  est  osculée  par  un  plan 
et  le  rayon  de  courbure  de  la  seconde  section  principale  en  un  point.  S'il  s'agit  de  l'arête 
{pq,  p'  q')  [fig*  32o),  le  point  d'osculation  est  l'intersection  (0,  0')  avec  la  directrice  recti- 
iigne.  On  obtient  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  de  la  seconde  section  principale  pour  ie 
point  (g,  q'),  par  une  construction  inverse  de  celle  qui  est  expliquée  à  l'article  SOO,  en 
remarquant  que  la  directrice  circulaire  est  la  section  par  un  plan  normal  dont  on  peut 
aisément  déterminer  les  angles  avec  les  plans  principaux. 

Surfaces  gauches  lieux  de  normales  à  une  surface, 

8i3.  Avant  d'étudier  les  surfaces  qui  font  l'objet  de  ce  paragraphe,  nous  allons 
faire  connaître  une  construction  trës-simple  qui  nous  sera  fort  utile  pour  déter- 
miner le  point  central  et  le  paramètre  de  distribution  d'une  génératrice  d'une  sur-- 
face  gauche,  lorsque  les  plans  tangents  de  la  surface  en  trois  points  de  cette  droite 
sont  donnés  (*). 

Par  le  point  central  A  d'une  génératrice  DX  [fig,  4^4  bis)  et  dans  un  plan  quel- 
conque, nous  élevons  à  cette  droite  une  perpendiculaire  AA'  égale  au  paramètre  de 

(  *  )  Cette  construcîion  et  son  application  aux  surfaces  Heux  de  normales  sont  dues  à  M.  Mannheim 
(voir  dans  le  journal  l'Institut  les  séances  de  la  Société  Philomathique  des  2,  28  avril  et  "^  mai 
î864).  Nous  avons  ajouté  la  détermination  du  produit  des  rayons  de  courbure  (art.  8^7 )y  la 
construction  du  paramètre  de  déviation  (art.  851  )^  et  diverses  considérations  peu  io)portantes. 

m.  6 
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distribution  k  :  si  l'on  joint  le  point  A'  a  un  point  quelconque  B  de  la  génératrice, 


nous  aurons 


tangÂA'B  =:  -p- 


L'angle  AA'B  est  donc  égal  à  celui  que  le  plan  tangent  en  B  fait  avec  le  plan  cen-- 
irai  (').  L'angle BA'C,  différence  des  deux  angles  AAB  et  AA'C,  est  par  conséquent 
égal  à  celui  que  comprennent  les  plans  tangents  aux  deux  points  B  et  G. 

Si  Von  élève  à  une  génératrice  d'une  surface  gauche  et  par  son  point  central  une  per- 
pendiculaire égale  au  paramétre  de  distribution,  r angle  sous  lequel  on  voit  de  T extré- 
mité de  cette  droite  un  segment  quelconque  de  la  génératrice,  est  égal  à  l'angle  que 
comprennent  les  plans  tangents  de  la  surface  aux  deux  extrémités  du  segment. 

Quand  on  connaît  les  plans  tangents  en  trois  points  0,  B  et  G,  on  obtient  le  point  A' 
en  décrivant  sur  les  longueurs  OB  et  OC  des  segments  capables  des  angles  que  for- 
ment les  plans  tangents  en  B  et  en  G  avec  le  plan  tangent  en  0.  La  perpendiculaire 
A' A  donne  ensuite  le  paramètre  k  et  le  point  central  A. 

846.  Nous  joignons  le  point  A'  à  un  point  quelconque  0  de  la  génératrice,  nous 
traçons  la  droite  A'P  perpendiculaire  à  OA'  et  les  droites  OY,BB'  etCG'  perpendi- 
culaires à  OX  :  le  quadrilatère  OA'B'B  a  ses  sommets  sur  un  cercle,  car  les  angles 
opposés  A'  et  B  sont  droits.  Les  angles  A'  OB'  et  AA'B  ont  pour  mesure  la  moitié  des 
segments  interceptés  dans  ce  cercle  par  les  parallèles  AA'  et  BB^  ils  sont  donc 
égaux;  les  angles  A'OG'  et  AA'G  sont  aussi  égaux,  et  par  suite  il  y  a  égalité  entre 
les  angles  B'  OG'  et  B  A'G  sous  lesquels  on  voit  des  points  0  et  A'  un  segment  quel- 
conque B'G^  de  la  droite  PQ,  et  sa  projection  BG  sur  la  génératrice. 

Nous  dirons  que  la  ligne  PQ  est  la  droite  auxiliaire  relative  au  point  0  pris  pour 
origine,  et  alors  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir  pourra  être  énoncé  comme  il 
suit  :  r  angle  compris  entre  les  rayons  vecteurs  de  deux  points  de  la  droite  auxiliaire  est 
égala  r  angle  formé  par  les  plans  tangents  aux  points  de  la  génératrice  qui  sont  leurs 
projections. 

Si  l'on  connaît  les  plans  tangents  en  trois  points  0,  B  et  G  de  la  génératrice  OX, 
on  pourra  tracer  les  droites  OB'  et  OG'  qui  comprennent,  avec  la  perpendiculaire  OY, 
des  angles  B'OY  et  C/OY  égaux  à  ceux  que  les  plans  tangents  aux  points  B  et  G  font 
avec  le  plan  tangent  en  0  :  les  points  B'  et  G'  où  elles  coupent  les  parallèles  à  OY 
menées  par  les  points  B  et  G  appartiennent  à  la  ligne  PQ  et  permettent  de  la  tracer. 
Les  droites  OA'  et  A' A,  respectivement  perpendiculaires  à  PQ  et  à  OX,  font  ensuite 
trouver  le  paramètre  et  le  point  central. 
847.  On  a 

^       cosQOA'        cos^QOA' 
En  rapprochant  cette  expression  de  l'équation  (23)  de  l'article  826,   et  remar- 

(*)  Nous  avons  déjà  établi  cette  proposition  à  l'arlicIeGSe. 
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quant  que  AA'  çst  le  paramètre /i:  et  QOA' Fangle  du  pian  tangent  en  0  et  du  plan 
central,  on  voit  que  la  longueur  OQ,  ordonnée  à  V origine  de  la  droite  auxiliaire^  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  grandeurs  absolues  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux de  la  surface  au  point  0 . 

Si  l'origine  se  meut  sur  la  génératrice  OX,  la  droite  auxiliaire  QP  tourne  autour 
du  point  A/  en  restant  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  de  ce  point.  Lorsque  l'ori- 
gine est  au  point  B,  c'est-a-dire  lorsque  Ton  mesure  les  angles  des  plans  tangents, 
à  partir  du  plan  tangent  en  B,  la  droite  auxiliaire  est  la  perpendiculaire  AB'^  à  BA': 
l'ordonnée  BB'^  est  donc  moyenne  proportionnelle  entre  les  rayons  de  courbure^ 
principaux  au  point  B. 

848.  La  considération  de  la  droite  auxiliaire  facilite  la  discussion  des  circon- 
stances que  présente  une  surface  gauche  aux  différents  points  d'une  génératrice. 
On  peut,  par  son  aide,  rendre  plus  sensibles  les  résultats  que  nous  avons  obtenus  à 
l'article  677  pour  les  génératrices  singulières,  mais  nous  ne  devons  pas  nous 
arrêter  à  ces  détails,  et  nous  allons  appliquer  les  propositions  qui  précèdent  à 
l'étude  des  surfaces  auxquelles  ce  paragraphe  est  spécialement  consacré. 

849.  On  a  souvent  a  considérer  en  stéréotomie  des  surfaces  gauches  lieux  de  nor- 
males à  une  surface  directrice  2  aux  différents  points  d'une  courbe  A  tracée  sur  elle. 

Soient  0  un  point  de  la  courbe  A  [fig»  354  bi^)j  OZ  la  normale  de  la  surface  2  : 
OX  et  OY  deux  droites  respectivement  tangentes  aux  sections  principales  ;  C^  etCo 
les  centres  de  courbure  de  ces  sections.  Nous  désignerons  par  R,  et  Bg  l^s  rayons 
OG^  et  OC2  ,  et  par  9  l'azimut  TOX  de  la  tangente  OT  de  la  directrice  A  au  point  0; 
enfin  nous  supposerons  que  le  plan  XOY  est  horizontal. 

La  normale  de  la  surface  2  au  point  de  A  infiniment  voisin  de  0  rencontre  les 
axes  de  déviation  G,  j  et  Ga^  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  ZOX 
et  ZOY  (art.  814)  :  ces  deux  droites  sont  donc  tangentes  à  la  surface  des  normales 
et  par  suite  les  points  où  les  plans  ZOX  et  ZOY  qui  contiennent  la  normale  OZ 
touchent  cette  surface  sont  Gg  et  G,.  Nous  savons  d'ailleurs  que  le  plan  ZOT  est 
tangent  en  0,  nous  connaissons  donc  les  plans  tangents  de  la  surface  en  trois 
points  0,  G^  et  Go  et  par  suite  nous  pouvons  déterminer  le  point  central  et  le  para- 
mètre de  la  génératrice  OZ.  Adoptant  la  construction  de  l'article  846,  nous  tra- 
çons, dans  le  plan  ZOX,  les  droites  ON2  et  ONi  faisant  avec  OX  des  angles  égaux  a  o 
et  à  (90  degrés  -t-  ç)),  et  nous  les  arrêtons  aux  horizontales  des  points  G2  et  G,  :  la 
ligne  Nj  N2  est  la  droite  auxiliaire  relative  au  point  0  pour  la  génératrice  OZ  de  h 
surface  gauche  considérée.  En  abaissant  les  droites  OA'  et  A'A  respectivement 
perpendiculaires  sur  N^No  et  sur  OZ,  nous  obtenons  le  point  central  A  et  le  para- 
mètre A  A'  Ç), 

(*)  \jdL  figure  354  his  est.  une  perspective  cavalière;  le  plan  ZOX  est  de  front,  et  par  suite  les  con- 
structions faites  sur  ce  plan  sont  géométrales. 

6, 
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Eu  égard  au  sens  dans  lequel  le  plan  tangent  tourne  quand  le  poiçit  de  contact  se 
transporte  de  C2  en  0,  le  paramètre  AA'  est  positif  (art.  623).  Il  serait  négatif  si 
le  point  A'  était  de  Tautre  côté  de  la  verticale  OZ. 

850.  Nous  avons  identiquement 

surf.  N^ON^  =  surf.N^OG  4-  surf. N^  OC , 
ou  bien 

ON2  X  ON,  ^  ON2  X  OCCOS9  Hr  ON,  X  OCsin  y. 

Mais  on  trouve  immédiatement 

0N2^4^,     ON,  ^    ^ 


sm9  cos  9 

Eli  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  obtient 

sin  cp  cos  ( 
ou  bien 


=  0GxR2C0t<p^-  OGxR,  tang(p, 


^^2.cos>4-~sin^y. 

OC  est  donc  le  rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  la  surface  2  par  le  plan 
normal  ZOT.  Ce  plan,  qui  est  tangent  en  0  à  la  surface  gauche,  doit  lui  être  normal 
en  C,  car  Tangle  OA'C  est  droit. 

Le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  tangente  à  la  directrice  A  est  le  point 
où  le  plan  de  cette  section  coupe  normalement  la  surface  gauche, 

851.  En  opérant  comme  à  l'article  précédent,  on  trouve 

surf.  N2  ON,  ^  surf.  N,  OQ  -  surf.  N^OQ  ; 
ON2  X  ON,  ==  ON,  X  OQ  cos  9  -^  ON2  X  OQ  sinq?  ; 
R.E. 


sm  9  cos  9 
ï 


==R,X0Q-R2X0Q; 


ï  I  /  I         I  \    • 

)Q  ^  \Ri       R2/  ^ 


En  rapprochant  ce  résultat  de  l'équation  {20  bis)  de  l'article  812,  on  reconnait  que 
la  longueur  OQ  est  égale  au  paramétre  de  déviation  relatif  a  l'angle  9  ;  mais,  d'après 
l'article  847,  cette  longueur  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  rayons  de  cour- 
bure de  la  surface  gauche  au  point  0  ;  nous  voyons  donc  que  la  grandeur  absolue 
du  produit  des  rayons  de  courbure  de  la  surface  des  normales,  en  un  point  de  son  in- 
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tersection  avec  la  surface  directrice,  est  égale  au  carré  du  paramètre  àe  dénation  qui 
correspond  à  t azimut  de  cette  courbe  (  *  ). 

852.  Le  plan  central  de  la  génératrice  OZ  et  le  plan  ZOX  sont  tangents  Tun  en  A, 
l'autre  en  Cg:  Tangle  aigu  qu'ils  comprennent  est  donc  égal  à  N2OA'  (art.  846). 
Nous  avons  immédiatement 

4  ^  AT  kl(\ 

tangQOA'=^. 


tangNsOA^^^: 

OA' 

On  déduit  de  ces  équations 

tangNaOQ  ~  :ziz: 


tangNsOQtangN^OA^ 


OA'  -f-A'N^X  A'Q 

N.QXA'N. 
A'N.X  A'N^-hA'N^XA'Q' 


tangN,OQtangN,OA'==^. 

La  ligne  ONgqui  correspond  au  plan  ZOX  est  l'origine  commune  des  angles  N2OQ 
et  N2OA';  ces  angles  sont,  par  suite,  de  signes  contraires.  Le  second  membre  de 

l'équation  est  égal  à  la  quantité  -^  qui,  dans  la  disposition  adoptée  ^nvXdi  figure,  est 

positive  ;  nous  avons  donc 

R. 
tang (p  tang  N^  OA'  ^  *~  5;  * 

Nous  voyons  que  les  azimuts  9  et  N2OA',  qui  sont  mesurés  à  partir  du  plan  prin- 
cipal ZOX,. correspondent  à  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  de  la  sur- 
face 2. 

La  tangente  de  la  trace  de  la  surface  des  normales  et  la  trace  du  plan  central  d'une 
de  ses  génératrices,  sur  le  plan  tangent  à  la  surface  directrice,  sont  deux  diamètres 
conjugués  de  l'indicatrice  de  cette  dernière  [*") . 

Si  l'on  veut  éviter  de  considérer  des  angles  négatifs,  il  faut  prendre  pour  azimut 
de  la  direction  conjuguée  a  OT  le  supplément  de  N2OA'. 

853.  La  construction  expliquée  à  l'article  849  nous  a  fait  trouver  le  rayon  de 
courbure  OC  d'une  section  normale,  la  longueur  OQ  du  paramètre  de  déviation  et 


(*  )  Le  paramètre  de  déviation  n'est  autre  que  le  rayon  de  seconde  courbure  de  A  lorsque  cette 
courbe  est  une  ligne  géodésique  de  I.  (Le  rayon  de  seconde  combure  d'une  courbe  gauche  est  le 
rapport  d'un  arc  infiniment  petit  de  cette  courbe,  à  l'angle  que  font  entre  eux  les  plans  osculateurs 
aux  extrémités  de  cet  arc.)  (Mannheim.) 

(**  )  Ce  théorème  a  déjà  été  donné  par  plusieurs  géomètres. 
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razimutNaOA'  de  la  droite  conjuguée  a  la  tangente  OT.  Cette  construction  a  donc^ 
en  dehors  de  la  considération  des  surfaces  normales,  une  importance  réelle  dans 
les  problèmes  d'application  relatifs  à  la  courbure  des  surfaces,  lorsque  l'on  con- 
naît les  plans  et  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales. 

Si  Ton  mesure  les  abscisses  positives  de  0  vers  Q,  le  paramétre  de  déviation  sera 
de  signe  contraire  a  l'abscisse  OQ. 

Si  l'on  fait  les  tracés  sur  le  plan  tangent,  pour  la  construction  de  l'azimut  N2OA', 
il  faudra  tracer  la  ligne  ON2  dans  la  direction  OX,  la  droite  OQ  sera  sur  la  tan- 
gente OT,  et  la  ligne  OA'  se  trouvera  dans  la  direction  conjuguée  à  OT. 

834.  Les  plans  ZOX  et  ZOY  [fig.  354  ^^s)  étant  rectangulaires,  l'angle  sur  le- 
quel on  voit  du  point  A'  le  segment  de  la  normale  compris  entre  leurs  points  de  con- 
tact C,  et  C2  est  droit  (art.  845).  îl  résulte  de  là  que  si  l'azimut  y  de  la  courbe  A 
passe  par  toutes  les  grandeurs  possibles,  le  lieu  des  positions  du  point  A'  sera  le 
cercle  décrit  sur  le  segment  C^  C2  comme  diamètre.  Le  point  central  A  est  toujours 
compris  entre  les  points  C,  et  C2;  il  atteint  l'une  ou  l'autre  de  ces  positions 
extrêmes,  quand  la  tangente  OT  est  confondue  avec  OX  ou  avec  OY;  le  paramètre  est 
alors  nul,  OZ  est  une  génératrice  singulière  de  la  surface  gauche,  et  un  sommet  se 
trouve  au  point  C^  ou  au  point  C2. 

A  deux  valeurs  de  ç)  égales  et  de  signes  contraires  correspondent  un  même  point 
central  et  deux  paramètres  égaux  et  de  signes  contraires.  Les  valeurs  limites  du 

paramètre  sont  les  rayons  GG'  etGG'^  {fig-  353  his),  ou  ±:  ~ — — '• 

Pour  avoir  la  grandeur  de  l'azimut  lorsque  le  paramètre  est  GG',  il  suffit  de  faire 
en  ordre  inverse  les  constructions  expliquées  à  l'article  849.  Nous  traçons  le  rayon 
vecteur  OG',  sa  perpendiculaire  IG'Ns  et  la  droite  ON2  :  l'angle  N2OX  est  égal  à  9. 
L'équation  que  nous  avons  obtenue  à  l'article  précédent  devient 

tang(p  tangN2  0G'=  —  ^ -, 

mais  la  droite  OG'  est  la  bissectrice  de  l'angle  droit  N^  ON2;  nous  avons  donc 

tangy  =  ±:^^ 

Nous  mettons  le  double  signe  parce  que  nous  considérons  les  deux  surfaces  qui 
ont  pour  paramètre  GG'  et  GG'^ . 

On  peut  concevoir,  sur  une  surface,  des  courbes  directrices  pour  lesquelles,  en 
chaque  point,  la  valeur  de  k  soit  un  maximum  en  grandeur  absolue.  Ces  lignes  sont 
toujours  réelles;  elles  forment  deux  séries  :  l'une  correspond  aux  valeurs  positives 
de  Â%  l'autre  aux  valeurs  négatives. 

853,    D'après  ce   que  nous   avons  vu  a  l'article  847,  la  longueur  G,  E,  est 
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moyenne  proportionnelle  entre  les  rayons  de  courbure  principaux  au  point  Cj 
{Jig\  354  bis)  ;  il  en  est  de  même  du  segment  G2E2  pour  les  rayons  correspondant 
au  point  Cg.  On  trouve  d'ailleurs 

P    Ti     AA   X  ^2  vji  p    ir     X  ij2  Lî 

^^'  ^''  -        C.A       '         1^21^2-        ^^       5 

donc 

CE,   XC,E,=::~C^,'=X^,   -112)^ 

Le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surface  gauche  aux  points  C; 
et  C2  est  indépendant  de  F  angle  cj)  et  égal  à  la  quatrième  puissance  de  la  différence  des 
rayons  principaux  de  la  surface  directrice. 

856.  Lorsque  les  rayons  R,  et  R2  sont  de  signes  contraires,  les  points  G,  et  Co 
sont  situés  de  part  et  d'autre  du  point  0.  Si,  alors,  la  courbe  A  devient  tangente  à 
une  asymptote  de  l'indicatrice,  le  rayon  de  courbure  OC  est  infini,  la  droite  N.N2 
est  parallèle  à  OZ  [fig-  338  bis)^  et,  par  suite,  le  point  A'  est  sur  OX,  et  le  point 
central  en  0 , 

Quand  la  directrice  A  est  tangente  à  une  asymptote  de  VindicatricCy  le  point  cen- 
tral de  la  génératrice  normale  est  son  intersection  avec  la  surface  1.  Si  ai  est  une  ligne 
asymptotique  de  1^  c'est  aussi  la  ligne  de  striction  de  la  surface  gauche  lieu  des  nor- 
males. 

Le  segment  OA'  est  moyen  proportionnel  d'une  part  entre  les  rayons  principaux 
de  la  surface  gauche  au  point  0  (art.  847),  de  l'autre  entre  les  rayons  OC,  et  OC2  : 
le  produit  des  rayons  de  courbure  est  donc  le  même  au  point  Oj  pour  la  surface  gauche 
normale  et  pour  la  surface  directrice.,  dans  le  cas  qui  nous  occupe.  On  peut  déduire 
ce  théorème  de  celui  de  l'article  851. 

857.  A  l'aide  de  la  figure  354  bis,  ont  peut  établir  de  nombreuses  équations 
entre  l'azimut  ç),  le  rayon  de  courbure  R  de  la  section  normale  qui  lui  correspond 
dans  la  surface  2,  le  paramètre  de  déviation  K,  le  paramètre  k  de  la  génératrice  OZ, 
l'ordonnée  OA  de  son  point  central,  et  le  produit  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux en  un  point  donné  de  cette  droite  (*).  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  a  ces  dé- 
tails, et  nous  nous  bornerons  à  appeler  l'attention  sur  deux  cas  qui  présentent 
quelque  intérêt. 

Quand  le  point  0  est  un  ombilic,  le  cercle  C^Ca  se  réduit  à  un  point,  le  para- 
mètre k  est  toujours  nul,  l'ordonnée  du  point  central  est  constante  et  égale  au  rayon 
de  la  sphère  osculatrice. 

(*)  Plusieurs  des  formules  que  l'on  peut  obtenir  ainsi  ont  été  données  par  M.  Joachimsthal 
[Journal  de  M.  Liounlle,  1^48),  ou  par  M.  Lamarle  [Exposé  géométrique)^  qui  les  ont  trouvées 
par  d'autres  procédés. 
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Lorsque  le  rayon  R2  est  infini,  la  droite  N2C2  s'éloigne  à  Finfini,  le  cercle  C^Cs 
se  confond  avec  la  droite  C,  N, ,  le  point  A'  se  place  en  N^ ,  et  la  droite  auxiliaire  est 
parallèle  à  ON2.  On  a  alors 

^  ===  Rj  tang  9. 

L'ordonnée  du  point  central  est  constante  et  égale  k  R^ .  Ces  circonstances  se  pré- 
sentent toujours  lorsque  1  est  une  surface  développable. 

858.  Quand  on  veut  étudier  les  relations  qui  existent  entre  deux  surfaces  gau- 
ches lieux  de  normales  à  une  même  surface,  aux  différents  points  de  deux  courbes 
issues  d'un  même  point,  il  faut  établir  simultanément  sur  la  figure  les  deux  droites 
auxiliaires  qui  correspondent  aux  azimuts  de  ces  directrices. 

L'azimut  cp  d'une  directrice  A  étant  XON2  [fig*  338),  la  droite  auxiliaire  sera 
N,  N2.  Nous  projetons  les  points  N,,  et  N^  en  M2  et  M^ ,  et  nous  traçons  Mi  Mo,  OM, 
et  OM2.  On  a  immédiatement 

tang  XOM2  ==  ~  cot  ZOM2  =         ^^^  ^^'"  ^^" 


C2M2  C,Ni  R.  tang  9" 

tang  XOM2  tang  9  =  —  |^. 

L'angle  XOM2  qui  détermine  le  point  M2  est  donc  celui  de  la  direction  conjuguée 
à  (f  dans  l'indicatrice,  et  comme  le  même  raisonnement  peut  être  appliqué  aux 
angles  XON^  et  XOM4  C)>  nous  voyons  que  les  lignes  N,N2  et  M^Ma  senties 
droites  auxiliaires  pour  les  surfaces  gauches  qui  correspondent  à  deux  directrices 
dont  les  tangentes  en  0  sont  conjuguées. 

La  normale  OZ  fait  des  angles  égaux  avec  les  droites  M<  M2  et  N^  N2 ,  et,  par  suite, 
avec  leurs  perpendiculaires  OA'  et  OB'.  Il  résulte  de  la  que  les  segments  OB'  et  OB', 
sont  égaux. 

G  étant  le  centre  du  cercle,  on  trouve 

OA'-i-OB',  ==siOGcosZOA; 
OA' X  OB',  ==  OC,  XOC2. 

En  divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  seconde,  on  a 

-_L.  _i_  _1_  —      OG  cos  ZQ-V 
0B^  "^  OA'  ""■  ^    OC,  xOC."  ' 


(*)  Cette  observation  nous  dispense  de  prouver  que  l'angle  MiOMa  est  droit,  ce  qui  du  reste  est 
facile. 
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on  obtient  ensuite 

OB  "^  OA  "^  ^  OGi  X  OC.  """     R.Ks     "~"  R,        R/ 

La  somme  des  inverses  des  ordonnées  du  point  central  de  la  génératrice  pour  deux 
directions  conjuguées  de  la  directrice  A  est  constante^  et  égale  à  la  somme  des  cour- 
hures  principales. 

Ce  théorème  est  dû  a  M.  Joacliimstlial,  Nous  ne  FaYons  donné  que  comme 
exemple  de  l'emploi  simultané  de  deux  droites  auxiliaires. 
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Construction  des  rayons  de  courbure  et  des  plans  osculateurs  d'une  courbe 

donnée  par  ses  projections. 

859.  Cas  où  la  tangente  de  la  courbe  au  point  considéré  est  parallèle  à  la  ligne 
de  terre.  —  Soient  w  et  (ù'  les  projections  de  la  courbe  [fig*  34 1)  ; 

(0,  0')  un  point  de  cette  ligne  où  la  tangente  est  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  XY  ; 

A  etB  les  centres  de  courbure  des  projections  oj  et  o/. 

Nous  prenons  un  second  plan  vertical  xy  perpendiculaire  à  X\%  et  nous  y 
plaçons  la  projection  o  du  point  (0,  0'). 

Les  sections  faites  dans  les  cylindres  projetants  par  les  plans  normaux  contenant 
la  tangente  de  la  courbe  au  point  (0,  0')  sont  identiques  à  o^)  et  co';  leurs  centres  de 
courbure  sont  a  et  b  sur  le  plan  ooy. 

D'après  le  théorème  de  Meusnier,  le  centre  de  courbure  de  rintersection  est  la 
projection,  sur  son  plan  osculateur^  de  chacun  des  points  a  et  b;  la  droite  abesi 
donc  une  projetante  sur  ce  plan,  et  par  suite^  en  lui  abaissant  une  perpendiculaire 
du  point  o,  on  obtient  la  trace  oN  du  plan  osculateur»  Le  point  c,  projection  des 
points  a  et  &,  est  le  centre  de  courbure  de  (w;,  g)')»  La  longueur  du  rayon  de  courbure 
est  oc. 

860*  Cas  où  la  tangente  de  la  courbure  au  point  considéré  (0^  0^)  est  parallèle  à 
Vun  des  deux  plans  de  projection  seulement^  celui  qui  est  horizontal^  par  exemple. 

Nous  déterminons  les   centres  de  courbure   A  et  B  des  projections  w  et  fô' 
{figo  ?>[\i)\  nous  prenons  un  second  plan  vertical  xy  perpendiculaire  à  la  tangente 
de  la  courbe  gauche  au  point  (0?  O')^  nous  y  plaçons  la  projection  o  de  ce  point, 
lïL  7 
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et  le  centre  de  courbure  a  de  la  section  faite  dans  le  cylindre  vertical  w  par  un  plan 
normal  à  cette  surface  et  tangent  à  la  courbe.  Au  point  (0,  0'),  le  plan  vertical  OV 
est  normal  au  cylindre  projetant  w';  lorsque  nous  aurons  déterminé  le  rayon  de 
courbure  de  la  section  qu'il  contient,  le  problème  sera  ramené  à  celui  que  nous 
avons  résolu  à  l'article  précédent. 

Les  deux  sections  principales  du  cylindre  horizontal  au  point  (0,  0')  sont  la  gé- 
nératrice et  la  section  droite  contenue  dans  le  plan  OX^  (art.  801).  Le  rayon  de 
courbure  de  la  première  est  infini,  celui  de  la  seconde  est  O^B.  Nous  trouvons  la 
longueur  OBg  du  rayon  de  courbure  de  la  section  contenue  dans  le  plan  OV,  parla 
construction  expliquée  a  la  fin  de  l'article  800;  nous  portons  la  longueur  OB3 
en  Oèg,  et  nous  achevons  les  tracés  sans  difficulté. 

861.  Cas  général.  —  Lorsque  la  tangente  de  la  courbe  au  point  considéré  (0,  0') 
{fig,Z[\i)  aune  position  quelconque  par  rapport  au  plan  de  projection,  il  faut 
d'abord  déterminer  les  rayons  de  courbure  des  sections  faites  dans  les  cylindres 
projetants,  par  des  plans  normaux  contenant  la  tangente  (OM,  O'M/). 

Nous  rabattons  sur  le  plan  horizontal  le  plan  (MM\M'0')  qui  touche  le  cylindre 
horizontal  au  point  (0,  0');  ce  point  se  place  en  0^,  et  par  suite  les  tangentes  de 
la  section  droite  et  de  la  courbe  (w,  gû')  sont  rabattues  sur  les  lignes  0^  G  et  0,  M. 
En  prenant  une  longueur  0^B^  égaie  au  rayon  de  courbure  O'B  de  w',  et  traçant 
les  droites  B^Bg  et  B2B3  respectivement  perpendiculaires  à  0, M  et  à  0<G,  nous 
obtenons  le  rayon  de  courbure  0^B3  de  la  section  normale  tangente  à  l'inter- 
section (g3,  co'). 

Le  plan  tangent  au  cylindre  vertical  étant  rabattu  autour  de  sa  trace  OM,  le 
point  (0,  0')  se  place  en  un  point  O2  facile  à  déterminer,  et  les  rabattements  des 
tangentes  à  la  section  droite  et  à  la  courbe  (w,  go')  sont  la  droite  O^k  paral- 
lèle a  MO,  et  la  droite  O2M.  Nous  connaissons  d'ailleurs  le  rayon  de  courbure  OA 
de  la  section  droite,  nous  pouvons  donc  déterminer  k  longueur  O2  A3  du  rayon  de 
la  section  normale  tangente  à  l'intersection  (g),  g/). 

Faisons  maintenant  passer  par  le  point  (0,  0')  un  plan  perpendiculaire  à  la  tan-- 
gente  (OM,  O'M'),  et  rabattons-le  sur  le  plan  horizontal,  La  trace  horizontale  de 
ce  plan  est  une  droite  ocy  parallèle  à  OA,  et  passant  au  point  P  déterminé  par  la 
droite  OgP  perpendiculaire  au  rabattement  MO2  de  la  tangente.  Dans  le  rabattement 
du  plan,  le  point  (0,  0')  se  place  en  o  à  une  distance  de  P  égale  à  PO2. 

Les  normales  des  deux  cylindres  sont  dans  ce  plan  :  l'une  (OQ,  O'Q')  a  sa  trace 
horizontale  au  point  Q,  et  est  rabattue  sur  la  droite  Qo;  l'autre  étant  horizontale, 
son  rabattement  est  la  droite  oa^  parallèle  à  xy.  Nous  portons  sur  ces  normales  des 
longueurs  respectivement  égales  aux  rayons  de  courbure  OJJg  et  O2A3,  et  nous 
achevons  la  construction  comme  précédemment.  Le  rayon  de  courbure  de  la  courbe 
(w,  w')  au  point  (0,  0')  est  égal  a  oc;  la  trace  horizontale  du  plan  osculateur  passe 
par  les  points  N  et  M. 


CHAPITRE    II.  —  APPLICATIONS    DIVERSES.  5l 

862.  Considérations  générales,  —  Nous  avons  exposé  en  détail  la  construction  à 
la(|uelle  les  théorèmes  d'Euler  et  de  Meusnier  conduisent  pour  la  détermination  du 
plan  osculateur  en  un  point  d'une  courbe  donnée  par  ses  projections.  On  doit  re- 
courir à  cette  solution  quand  on  peut  déterminer  d'une  manière  précise  les  rayons 
de  courbure  des  projections.  Dans  le  cas  contraire,  il  convient  de  préférer  les  tracés 
que  nous  avons  fait  connaître  à  l'article  448. 

On  obtient,  par  des  procédés  analogues,  le  rayon  de  courbure  et  le  plan  osculateur 
en  un  point  donné  de  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  quelconques,  lors- 
qu'on connaît  leurs  sections  principales  en  ce  point,  et  leurs  rayons  de  courbure; 
mais  la  construction  du  rayon  de  chaque  section  normale  tangente  à  l'intersection 
exige  des  constructions  plus  laborieuses. 

863.  Quand  la  projection  o)'  est  une  droite  [fig»  343)?  le  cylindre  horizontal  est 
un  plan;  le  rayon  063  devient  par  suite  infini,  et  la  droite  a^h^  est  parallèle  àoQ. 
Si,  de  plus,  on  suppose  que  la  projection  w  soit  un  cercle,  la  construction  donnera  le 
rayon  de  courbure  d'une  ellipse  en  un  point  quelconque.  En  traduisant  analytique- 
ment  les  tracés,  on  obtient  une  expression  du  rayon  de  courbure  applicable  à  l'hy- 
perbole comme  a  l'ellipse.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  cette  question,  nous 
remarquerons  seulement  qu'aux  extrémités  du  grand  axe,  l'ellipse  est  tangente  à 
une  section  droite  du  cylindre,  et  que,  par  suite,  le  théorème  de  Meusnier  donne 
immédiatement  pour  le  rayon  de  courbure  l'expression  que  nous  avons  trouvée  a 
l'article  779.  Aux  extrémités  du  petit  axe,  le  plan  de  l'ellipse  est  normal  au 
cylindre,  et  on  obtient  directement  le  rayon  de  courbure  par  le  théorème  d'Euler. 

Construction  des  sommets  d'une  surface  d'égale  pente. 

864.  Nous  savons  que  la  projection  de  î'un  des  sommets  d'une  surface  d'égale 
pente  sur  un  plan  horizontal  quelconque  est  le  centre  de  courbure  de  la  section  de 
la  surface  par  ce  plan  pour  le  point  correspondant  (art.  549).  On  peut,  par  consé- 
quent, déterminer  un  sommet,  quand  on  connaît  la  génératrice  qui  y  passe  et  le 
rayon  de  courbure  de  la  directrice  horizontale  au  point  correspondant. 

Considérons  la  surface  d'égale  pente  représentée  sur  les  figures  ^74  et  ^275,  et 
proposons-nous  de  déterminer  la  position  précise  des  sommets  qui  doivent  se 
trouver  sur  les  génératrices  (BC,  B'C)  et  (BD,  B'D'). 

Nous  pouvons  déterminer  sur  A'B'  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse  directrice 
(AB,  A'B')  pour  le  point  B',  et  élevant  à  ce  point  une  perpendiculaire  TF  à  A'B', 
nous  avons  une  droite  sur  laquelle  sont  les  centres  de  courbure  des  sections  nor- 
males faites  dans  les  deux  nappes  de  la  développable,  par  un  plan  contenant  la  tan- 
gente  de  l'ellipse  (AB,  A^B^  au  point  (B,  B^  (art.  859). 

La  génératrice  (BD,  B'D)  est,  sur  la  nappe  a  laquelle  elle  appartient,  une  sec- 
tion principale  pour  le  point  B'.  Le  plan  delà  seconde  section  principale  est  per-- 

1^ 
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pendiculaire  à  la  droite  B^D',  et  par  suite  sa  trace  verticale  est  la  droite  BT  perpen- 
diculaire à  B'D'.  Le  point  F  où  elle  rencontre  la  ligne  rr'  est  donc  le  centre  de 
courbure  de  la  seconde  section  principale.  La  projection  du  point  F  sur  le  plan 

îiorizontal  du  point  B'  serait  la  projection  du  sommet  cherché  J'  sur  le  même  plan, 
et  en  conséquence  les  points  T  et  J'  sont  sur  une  verticale.  De  même,  si  l'on 
trace  B'P  perpendiculaire  à  B'G,  la  verticale  du  point  V  passera  par  le  sommet  /. 
Pour  la  construction  que  nous  venons  d'exposer,  il  a  suffi  d'appliquer  le  théo- 
rème de  Meusnier,  parce  que  la  tangente  de  la  directrice  au  point  B'  est  horizon»^ 
taie,  et  que,  par  suite,  cette  courbe  est  tangente  à  la  section  principale  et  à  la  section 
horizontale.  Quand  la  tangente  de  la  directrice  au  point  où  elle  est  rencontrée  par 
la  génératrice  qui  passe  au  sommefn'est  pas  horizontale,  on  doit  appliquer  succes- 
sivement les  théorèmes  d'Euler  et  de  Meusnier,  et,  par  suite,  la  construction  est 
plus  compliquée. 

Détermination  des  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces 

qui  se  louchent. 

863.  Supposons  que  deux  surfaces  Â  et  B  se  touchent  en  un  point  0;  considé- 
rons deux  surfaces  du  second  degré  A^  et  B'  qui  leur  soient  respectivement  oscula- 
trices  en  ce  point,  et  qui  aient  leur  centre  en  un  même  point  de  la  normale;  enfin, 
appelons  a  et  p  {fig\  344)  ^^s  sections  de  ces  surfaces  par  le  plan  diamétral  paral- 
lèle au  plan  tangent  en  0  :  les  coniques  concentriques  a  et  p  se  coupent  générale-- 
ment  en  quatre  points  E?  G,  F  et  H. 

Les  surfaces  A'  et  B'  sont  tangentes  au  point  0,  et  à  un  autre  point  qui  lui  est 
diamétralement  opposé;  leur  intersection  se  compose  donc  de  deux  courbes  planes 
auxquelles  les  points  E,  G,  F  et  H  appartiennent  deux  à  deux  (art,  252),  Les  traces 
des  plans  de  ces  lignes  sur  le  plan  des  coniques  a  et  ^  sont  les  droites  EF  et  GH. 

Le  plan  passant  par  le  point  0  et  par  îa  droite  diamétrale  VV^  coupe  les  sur- 
faces A  et  B  suivant  des  lignes  dont  les  rayons  de  courbure  sont  proportionnels  aux 
carrés  des  rayons  vecteurs  CL  et  CK;  la  section  faite  dans  la  surface  A  touche  donc 
extérieurement  la  section  de  la  surface  B.  Le  contraire  a  lieu  pour  les  sections  par 
le  plan  (^(^.,.  Enfin,  celles  qui  se  trouvent  contenues  dans  le  plan  EF  sont  oscula-- 
trices  ;  ces  surfaces  ont  donc  dans  le  plan  EF  un  point  commun  infiniment  voisin  de 
leur  point  de  contact  0,  et  par  suite  elles  se  coupent  suivant  une  ligne  dont  la 
tangente  au  point  0  est  parallèle  à  EF.  On  trouve,  par  des  raisonnements  ana- 
logues, que  leur  intersection  a  une  seconde  branche  dont  la  tangente  est  parallèle 
àGH. 

Si  Ton  suppose  que  les  coniques  ^  et  p  soient  transportées  parallèlement  a  elles- 
mêmes,  de  manière  que  leur  centre  G  arrive  au  point  de  contact  0,  elles  seront  des 
indicatrices  correspondant  à  une  même  valeur  delà  constante  arbitraires  (art.  794 
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et  795 )j  et  les  deux  branches  de  la  courbe  d'intersection  auront  pour  tangentes  les 
diamètres  communs  EF  et  GH  {''). 

Quand  les  indicatrices  a  et  ]3  se  coupent  en  deux  points  seulement,  ce  qui 

arrive  lorsque  ce  sont  des  hyperboles  ayant  leurs  asymptotes  croisées  (art.  502), 
Fintersection  n'a  qu'une  branche  dont  la  concavité  soit  tournée  vers  le  point  pris 
pour  centre  des  surfaces  osculatrices  ;  mais  si  l'on  place  le  centre  de  ces  sur- 
faces de  l'autre  côté  du  plan  tangent?  on  trouve  pour  les  courbes  a  et  p  deux 
hyperboles  supplémentaires  des  premières,  et  qui  déterminent  par  leurs  points  de 
rencontre  la  tangente  d'une  seconde  branche  de  l'intersection  ayant  sa  concavité 
tournée  vers  le  centre  des  nouvelles  surfaces. 

Dans  le  cas  où  les  indicatrices  se  touchent;  le  diamètre  passant  par  leurs  points 
de  contact  est  tangent  à  des  sections  normales  surosculatrices;  les  surfaces,  d'ail- 
leurs, ne  se  coupent  pas.  Enfui,  si  les  indicatrices  ne  se  rencontrent  pas,  les  surfaces 
n'ont  en  commun  que  leur  point  de  contact  0. 

Quand  la  surface  B  est  un  plan,  son  indicatrice  p  correspondant  à  une  valeur 
finie  du  paramètre  c  a  des  axes  infinis,  et  par  suite  tous  ses  points  sont  à  l'infini. 
Les  diamètres  communs  aux  courbes  a  et  p  sont  alors  les  asymptotes  de  a  i  ces 
droites  sont  donc  tangentes  aux  deux  branches  de  la  courbe  d'intersection,  ce  qui 
est  conforme  aux  résultats  de  l'article  797. 

866.  Épure  du  conoïde  de  la  voûte  d'arête  en  tour  ronde,  —-Nous  allons  appliquer 
la  construction  que  nous  venons  d'exposer  à  la  détermination  des  tangentes  au 
point  double  de  la  courbe  d'intersection  du  tore  et  du  conoïde  droit  représentés 
mv\2i  figure  3oi .  Nous  renvoyons  à  l'article  671  pour  la  génération  de  ces  surfaces. 
Les  normales  du  conoïde  en  tous  les  points  de  la  génératrice  OV  sont  dans  un 
même  plan,  cette  droite  est  donc  une-section  principale  en  chacun  de  ses  points.  La 
seconde  section  principale  pour  le  point  double  V  est  dans  le  plan  vertical  AB« 

Si  nous  appelons  R^  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  A'B'  au  point  V,  lorsque 
la  courbe  sera  enroulée  sur  le  cylindre  vertical  ab,  son  rayon  de  courbure  sera 
Ricoso-  (art.  474),  a  étant  l'angle  de  son  plan  osculateur  avec  le  plan  AB.  Pour 
avoir  le  rayon  de  courbure  de  la  section  principale  AB,  il  faut,  d'après  le  théo- 
rème de  Meusnier,  diviser  le  rayon  de  l'ellipse  enroulée  pas  cosor:  on  trouve  le 
rayon  R^ . 

L'indicatrice  se  compose  de  deux  droites  parallèles  à  la  section  principale  0 V 
qui  a  un  rayon  infini  (art,  800),  et  si  l'on  appelle  a  leur  distance  au  point  Y^  on 
aura 


R,C       ou       CI/'^-^-jryT^^ 


(*)    CeUe   construction   a    été    donnée    par    M.    Olivier    [Journal  de    l'École   Folrtechniqut 
XXP  cahier.) 
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L'une  des  sections  principales  du  tore  pour  le  point  V  est  la  méridienne  contenue 

dans  le  plan  OV;  son  rayon  est  -^  \  Tautre  section  principale  est  contenue  dans  le 

plan  AB  et  a  un  rayon  infini  (art.  825).  L'indicatrice  se  compose  donc  de  deux 
droites,  parallèles  à  AB.  En  appelant  b  la  distance  de  chacune  d'elles  au  point  V. 

on  a 

0^  ■=.  — -rC, 

La  longueur  c  est  arbitraire,  mais  elle  doit  être  la  même  pour  les  deux  indica-- 
trices.  Si  nous  la  faisons  égale  a  la  hauteur  du  point  V  au-dessus  du  plan  horizon- 
tal, les  expressions  ci-dessus  deviendront 

On  peut  donc  prendre  simultanément  pour  indicatrices  du  conoïde  et  du  tore  au 
point  V,  les  droites  A  A'  et  BB'  d'une  part,  et  de  l'autre  la  droite  Uw  et  une  autre 
droite  parallèle  a  celle-ci  et  également  distante  du  point  V.  On  voit  que  la  tangente 
de  la  branche  EF  passe  par  le  point  de  rencontre  i^;  on  déterminerait  de  la  même 
manière  la  tangente  de  l'autre  branche. 

867.  Cas  où  les  surfaces  tangentes  sont  des  cônes  ou  des  cylindres.  —  Quand  les 
deux  surfaces  tangentes  sont  des  cônes  ou  des  cylindres,  chaque  indicatrice  est  com- 
posée de  deux  lignes  droites,  comme  dans  le  cas  que  nous  venons  d'examiner,  et 
on  peut  déterminer  facilement  les  tangentes  de  l'intersection  au  point  double, 
lorsque  Ton  connaît,  pour  chaque  surface,  le  rayon  de  la  section  faite  par  un  plan 
perpendiculaire  à  la  génératrice. 

Il  faut  remarquer  que  toutes  les  fois  que  deux  surfaces  se  touchent,  les  deux 
branches  de  leur  intersection  sont  tangentes  aux  courbes  suivant  lesquelles  se  cou- 
pent deux  surfaces  qui  leur  sont  respectivement  osculatrices.  Si  nous  avons  choisi 
deux  surfaces  du  second  ordre  ayant  leur  centre  en  un  même  point  de  la  normale 
commune,  c'est  parce  que  leur  intersection  se  compose  de  deux  lignes  planes,  mais 
dans  quelques  circonstances  on  peut  préférer  d'autres  dispositions. 

On  a  souvent,  pour  des  questions  d'ombre,  à  considérer  deux  cônes  ayant  une 
directrice  commune  :  leur  intersection  comprend  une  seconde  courbe  qui  croise  la 
directrice  en  des  points  où  les  surfaces  se  touchent;  on  détermine  ces  points  en  me- 
nant a  un  des  cônes  des  plans  tangents  par  le  sommet  de  l'autre.  Quand  la  direc- 
trice est  une  conique,  les  surfaces  sont  du  second  ordre  et  leur  deuxième  inter- 
section est  plane  (art.  252)  comme  la  première. 

Dans  le  cas  général,  en  remplaçant  la  directrice  par  son  cercle  osculateur  au  point 
de  contact  considéré,  on  obtient  deux  cônes  du  second  ordre  osculateurs  des  pre- 
miers et  dont  la  deuxième  ligne  d'intersection  est  plane  :  la  trace  de  son  plan  sur 
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le  plan  tangent  commun  est  la  tangente  de  la  ligne  suivant  laquelle  les  cônes  pri--^ 
mitifs  se  coupent. 

868.  Intersection  d'un  tore  par  une  sphère  tangente.  —  Nous  savons  construire 
les  asymptotes  de  l'indicatrice  d'une  surface  de  révolution  pour  un  point  donné 
(art.  822),  et  par  suite  nous  pouvons  déterminer  les  tangentes  au  point  double 
de  l'intersection  d'une  telle  surface  par  un  plan  qui  la  touche.  Nous  allons  résoudre 
le  problème  dans  un  cas  plus  compliqué,  celui  où  les  surfaces  tangentes  sont  un 
tore  et  une  sphère. 

Nous  nous  donnons  l'axe  (A,  A'Z)  du  tore  [fig.  346),  le  méridien  MNR  de  cette 
surface  et  le  centre  (C,  C)  de  la  sphère.  Nous  faisons  tourner  le  plan  méridien  AC 
de  manière  à  le  rendre  parallèle  au  plan  vertical  :  le  point  (C,  C)  se  place  en  (C^,  Cj. 
Joignant  ensuite  le  point  C^  au  centre  E  du  cercle  MNR,  nous  prenons  le  segment 
G'iO'i  pour  rayon  de  la  sphère.  Lorsque  l'on  ramène  le  centre  (C^,  CJ  en  (C,  C), 
le  point  de  contact  {0^,  O'J  vient  en  (0,  0'). 

En  prolongeant  la  droite  C^E  jusqu'à  sa  seconde  rencontre  avec  le  cercle  MNR, 
on  aurait  le  rayon  d'une  autre  sphère  tangente  au  tore;  enfin  on  obtiendrait  deux 
autres  sphères  également  tangentes  et  ayant  leur  centre  au  point  (C,  C),  en  consi- 
dérant le  second  cercle  méridien  contenu  dans  le  plan  XY. 

Nous  supposons  que  la  sphère  est  enlevée,  et  nous  représentons  seulement  le 
tore  avec  l'entaille  qu'il  doit  avoir  pour  la  recevoir. 

On  construit  l'intersection  des  deux  surfaces  en  les  coupant  par  des  plans  hori-- 
zontaux.  Nous  avons  indiqué  sur  le  plan  vertical  un  arcP^O'/s'  de  l'ellipse,  pro- 
jection du  grand  cercle  de  la  sphère  situé  dans  le  plan  vertical  OAC.  Cet  arc  passe 
par  les  points  7'  et  s'  de  l'intersection  où  la  tangente  est  horizontale.  On  détermine 
ces  points  en  ramenant  le  centre  de  la  sphère  en  (C^,CJ,  prenant  les  intersections 
^\  et  i^  du  grand  cercle  qui  forme  alors  son  contour  apparent  avec  le  méridien  du 
tore,  et  les  reportant  dans  le  plan  OAC. 

Le  contour  apparent  de  la  sphère  sur  le  plan  vertical  est  le  cercle  GH  contenu 
dans  leplanCDL.  L'arc  (DL,  D'L')  est  seul  utile;  nous  l'avons  indiqué  par  une 
ligne  en  points  ronds,  parce  qu'il  est  virtuel  (art.  535). 

869.  Dans  la  construction  des  tangentes  au  point  double,  nous  supposerons 
d'abord  que  le  centre  (C,  C)  a  été  amené  en  (C^  C'J  et  le  point  de  contact 
en  (0,,0'J.  ^  ^^      ; 

Nous  plaçons  le  centre  commun  des  surfaces  osculatrices  au  point  (C^,  C'J,  les 
indicatrices  du  point  de  contact  sont  alors,  pour  la  sphère,  un  grand  cercle  de  cette 
surface,  pour  le  tore  une  conique  dont  les  demi-axes  ont  les  longueurs 


VO'iC,xO',E,        VO',C",xO',F. 

Le  premier  axe  est  tangent  au  méridien,  et  le  second  au  parallèle» 

Si  nous  faisons  tourner  le  plan  tangent  O'^p'  autour  de  la  tangente  au  parallèle 
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jusqu'à  le  rendre  horizontal,  les  indicatrices  se  projetteront  horizontalement  en 
vraie  grandeur.  Leur  centre  est  au  point  0/,  celle  de  la  sphère  est  le  cercle  dont  le 
rayon  a  une  longueur  OjB  égale  à  C^O'^;  Tautre  est  une  hyperbole,  car  les  seg- 
ments 0\C\  et  0\E  ont  des  signes  différents.  En  construisant  les  longueurs  des 

axes  (opération  très-facile  que  nous  n'ayons  pas  conservée  sur  la  figure),  on  peut 
placer  les  sommets  X  etX^^  et  tracer  les  asymptotes  0.,  p.  et  0^  p.i. 

Les  indicatrices  se  rencontrent  aux  points  (v,  v'j  et  (v^,  v')  qui,  lorsqu'on  remet 
le  plan  tangent  dans  sa  position  0'p^.  deviennent  (p,  p')  et  (p., ,  p').  Enfin  le  mouve- 
ment qui  ramène  le  centre  de  la  sphère  en  (C,  C)  transporte  le  point  a  enr,  et  les 
points  (p,  p')  et  (p^,  p')  en  (tt,  tt')  et  {n.i,  n\), 

870*  Digression  sur  les  sections  circulaires  du  lare,  —  Si  la  sphère  et  le  tore  étaient 
bitangents,  Fintersection  aurait  deux  points  doubles  et  présenterait  des  particula- 
rités remarquables.  Avant  d'examiner  ce  cas,  nous  allons  étudier  la  courbe  d'inter- 
section d'un  tore  par  un  plan  doublement  tangent. 

Le  plan  sécant  étant  supposé  perpendiculaire  au  plan  vertical,  sa  trace  verticale 
sera  une  droite  H^  G'  tangente  en  E'  et  en  F'  à  la  méridienne  complète  (y?g'.  347). 

On  peut  construire  l'intersection  par  la  méthode  de  l'article  192  :  un  plan  hori-- 
zontal  auxiliaire  ^j  fait  trouver  quatre  points  qui  se  projettent  verticalement  enftf, 
et  dont  les  projections  horizontales  sont  M,  M.,,  m  elm^. 

Pour  avoir  l'intersection  dans  sa  vraie  grandeur,  nous  rabattons  le  plan  sécant  sur 
le  plan  vertical  OX,  en  le  faisant  tourner  autour  de  sa  trace  H/ G'.  Le  point  (M, M') 
se  place  en  îvr  sur  la  perpendiculaire  élevée  en  M'  a  H' G',  et  a  une  distance  de  0' 
égale  à  O'N^  parce  que  tous  les  points  d'un  parallèle  sont  également  éloignés  du 
centre  du  tore. 

Nous  traçons  le  rayon  FN',  puis  les  droites  O'e,  O'k  et  E7^  respectivement  per- 
pendiculaires à  FN',  E'F'  et  O'Z  ;  enfin  nous  tirons  M'V^:. 

Les  triangles  semblables  FN'v  et  YO'e  d'une  part,  O'iVFp.  et  O'FF'  de  l'autre, 
donnent 

En  comparant  ces  équations  terme  à  terme,  on  obtient 

0^^^0'IVF. 

Nous  savons,  d'ailleurs,  qu'il  y  a  égalité  entre  les  longueurs  SF'O'  et  N'0\  les  deux 
triangles  rectangles  O'WW  et  O'We  sont  donc  égaux  :  l'angle  O'N'F  est  égal  à  son 
homologue  O'RrM',  et  par  suite  à  WO'k.  Si  maintenant  nous  considérons  les  deux 
triangles  O'M''^  et  N'O'F,  nous  voyons  qu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux 
côtés  égaux  chacun  a  chacun;  il  en  résulte  qu'il  y  a  égalité  entre  leurs  troisièmes 
côtés  et  que  la  distance  du  point  W  de  l'intersection  au  point  fixe  k  est  la  longueur 
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constante  OT.  Le  lieu  des  points  M"  est  donc  un  cercle  décrit  autour  du  point  k 
avec  un  rayon  égal  à  0'  F.  Si  Ton  raisonnait  sur  le  point  rrï^ ,  on  verrait  qu'il  appar- 
tient à  un  cercle  dont  le  centre  h^  est  symétrique  de  k  par  rapport  à  E'F'  :  Tin-- 
tersection  complète  se  compose  ainsi  de  deux  cercles  égaux. 

La  projection  horizontale  de  chaque  cercle  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est 
le  diamètre  projeté  verticalement  sur  le  point  0'.  On  trouve,  d'après  cela,  que  les 
grands  axes  des  deux  ellipses  sont  CD  et  C^  D,  :  leur  longueur  est  double  de  OT. 

Le  petit  axe  est  la  projection  du  diamètre  qui  a  la  plus  grande  pente.  Les  sommets 
H  et  G  d'une  ellipse  correspondent  par  conséquent  aux  points  H'  et  G'  qui  appar- 
tiennent l'un  au  parallèle  inférieur,  l'autre  au  parallèle  supérieur  ;  or  les  rayons  de 
ces  parallèles  sont  égaux  à  OT  :  la  distance  des  sommets  H  et  6  au  point  0  est  donc 
égale  à  la  moitié  du  grand  axe  CD,  et  le  point  0  est  un  foyer  commun  des  ellipses, 
La  tangente  YIY  engendre,  dans  sa  révolution  autour  de  l'axe,  un  cône  double- 
ment circonscrit  au  tore.  Tout  plan  tangent  à  ce  cône  coupe  le  tore  suivant  deux 
cercles,  et  comme  on  peut  mener  deux  plans  tangents  au  cône  de  tout  point  du 
tore,  on  voit  qu'il  passe  par  chaque  point  de  cette  dernière  surface  deux  sections 
circulaires  indépendamment  du  méridien  et  du  parallèle.  Nous  supposons  que  la 
surface  n'a  pas  de  points  sur  l'axe,  sans  cela  deux  méridiens  contenus  dans  un 
même  plan  n'auraient  pas  des  tangentes  alternes  communes,  et  le  cône  n'existe-- 
rait  pas. 

871.  Concevons  que  par  les  centres  (K,  0'),  (K^O')  des  cercles  on  élève  des 
perpendiculaires  (KV,  OT'),  (K^V^jO'V)  à  leur  plan:  chacune  de  ces  droites  sera 
le  lieu  des  centres  des  sphères  auxquelles  appartient  le  cercle  dont  elle  contient  le 
centre.  Si  le  plan  sécant  tourne  en  restant  bitangent,  les  deux  droites  (KV,0'V'), 
(K^V^,  O'V)  entraînées  dans  le  mouvement  formeront  les  génératrices  des  deux 
systèmes  d'un  même  hyperboloïde.  On  voit  que  les  cercles  situés  dans  les  plans 
bitangents  forment  deux  séries  qui  correspondent  aux  génératrices  des  deux  sys- 
tèmes d'un  hyperboloïde  de  révolution. 

Par  un  point  quelconque  de  l'hyperboloïde,  il  passe  deux  génératrices  de  sys- 
tèmes différents,  et  les  longueurs  de  ces  droites  comprises  entre  le  plan  horizontal 
et  le  point  considéré  sont  évidemment  égales.  Ce  point  est  donc  le  centre  d'une 
sphère  qui  contient  les  deux  cercles  égaux  dont  ces  droites  sont  les  axes. 

Deux  cercles  qui  n'appartiennent  pas  à  la  même  série  sont  sur  une  sphère,  car 
leurs  axes  se  rencontrent.  Deux  cercles  d'une  même  série  ne  sont  pas  sur  une 
sphère. 

Toute  sphère  qui  contient  deux  cercles  est  tangente  au  tore  aux  points  où  ces 
courbes  se  coupent. 

L'axe  horizontal  de  l'hyperbole  méridienne  de  l'hyperboloïde  est  égal  à  KK^  ; 
mais  en  remarquant  que  les  droites  DD|  et  d'd^  sont  égales  entre  elles,  et  que  les 
segments  KD  et  K|D^   sont  égaux  à  OT,  on  reconnaît  que  KK,  a  la  longueur  du 
IIL  <S 
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diamètre  d  d'  du  cercle  méridien  du  tore.  L'hyperbole  a  d'ailleurs  pour  une  de 
ses  asymptotes  la  droite  O^V;  son  demi-axe  non  transverse  est  donc 

Fc^tangrO'T,     ou     rFtangOaTS     ou  enfin     0T^ 

D'après  la  grandeur  des  deux  axes,  on  trouve  que  les  centres  F  et  J'  des  cercles 
méridiens  sont  les  foyers  de  l'hyperbole.  Nous  avons  tracé  cette  courbe  sur  la 
figure  349. 

872.  Supposons  maintenant  qu'une  sphère  touche  le  tore  en  deux  points  :  les 
normales  communes  aux  deux  surfaces  en  ces  points  se  rencontrent  au  centre  de 
la  sphère  et  coupent  Taxe  en  un  même  point  ou  en  des  points  différents,  suivant 
que  les  points  de  contact  appartiennent  ou  non  à  un  même  parallèle.  Dans  le  pre- 
mier cas,  la  sphère  est  circonscrite  au  tore  le  long  de  ce  parallèle  ;  dans  le  second, 
que  nous  allons  examiner,  le  plan  des  deux  normales  contient  l'axe  de  la  sur-- 
face. 

P  et  Q  sont  les  points  de  contact  {fig^  3^9);  F  et  F  les  centres  des  cercles  méri- 
diens sur  lesquels  se  trouvent  ces  points  ;  m  le  centre  de  la  sphère  bitangente  et 
O'Z  l'axe  du  tore.  Nous  désignerons  par  la  lettre  h  le  rayon  F  P. 

On  a 

m\  -  PF  =rmF  + J;Q; 
mV  —  mY -^^  2b, 

Le  point  m  est  donc  sur  uae  hyperbole  dont  Faxe  transverse  est  26  et  dont  les 
foyers  sont  F  et  F,  c'est-à-dire  sur  l'hyperbole  lieu  des  centres  des  sphères  qui 
coupent  le  tore  suivant  deux  cercles.  Mais  ces  dernières  sphères  sont  bitangentes 
(art.  871)  et  leurs  points  de  contact  sont  nécessairement  dans  le  plan  méridien 
de  leur  centre.  Celle  dont  le  centre  est  en  m  se  confond  donc  avec  la  sphère  tan- 
gente en  P  et  en  Q,  car  le  point  m  n'étant  pas  sur  l'axe  O'Z  ne  peut  être  le  centre 
de  deux  cercles  distincts  tangents  Fun  et  Fautre  aux  cercles  FP  et  FQ.  Toute 
sphère  doublement  tangente  au  tore,  et  non  circonscrite,  coupe  donc  cette  surface 
suivant  deux  cercles  (*  ).  Les  plans  qui  ont  deux  points  de  contact  doivent  être  con- 
sidérés comme  des  sphères  doublement  tangentes,  et  dont  les  centres  sont  aux  points 
de  l'hyperboloïde  situés  à  l'infini. 


{  *  )  On  peut  aussi  remarquer  que  la  droite  qui  irait  du  point  P  au  point  Q  passerait  par  le  centre  O' 
du  tore,  et  serait  par  conséquent,  dans  deux  plans  tangents  au  cône  de  révolution  que  nous  avons 
considéré  à  l'article  870.  Chacun  de  ces  plans  coupe  le  tore  suivant  deux  cercles  dont  un  se  confond 
avec  la  section  faite  dans  la  sphère,  car  il  passe  par  les  points  P  et  Q  ,  et  il  y  touche  cette  section. 

Pour  prouver  que  le  point  0'  où  la  droite  PQ  croise  V i'  est  le  centre  du  tore,  on  peut  comparer  les 
triangles  T PO'  et  J'QO^:  les  angles  en  0'  sont  égaux,  les  angles  P  et  Q  sont  supplémentaires^  car  le 
triangle  /.-/PQ  est  isocèle^  enfin  les  côtés  FP  et  J^Q  sont  égaux;  les  côtés  J'O'  et  FO'  sont  donc  aussi 
égaux. 
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Si  l'abscisse  O'V  est  plus  petite  que  b,  les  sommets  L  et  T  seront  au  delà  des 
foyers  r  etP,  et  l'hyperbole  méridienne  se  changera  en  une  ellipse  LRTS  {Jïg/5i\8). 
Le  lieu  des  centres  des  sphères  bitangentes  (et  non  circonscrites)  deviendra  donc 
un  ellipsoïde.  Les  génératrices  rectilignes  seront  alors  imaginaires,  ainsi  que  les 
sections  circulaires  qui  leur  correspondent  (^  ). 

Rayons  de  courbure  de  la  section  du  tore  par  un  plan  tangent, 
873.  L'équation  (  94)  de  l'article  817 

va  nous  permettre  de  déterminer  les  rayons  de  courbure  de  la  section  du  tore  par 
un  plan  tangent,  au  point  double  de  cette  courbe. 

Nous  appelons,  comme  précédemment,  b  le  rayon  IM  du  cercle  méridien  {fig>  35o) 
et  a  la  distance  01  de  son  centre  à  l'axe  de  la  surface.  Nous  prenons  pour  axes  coor- 
donnés les  droites  OX,  OZ  et  leur  perpendiculaire  commune  au  point  0. 

L'équation  du  cercle  méridien  est 

fX-  aY  +  Z'^  -  b'  =:o. 


Pour  avoir  l'équation  du  tore,  il  suffit  de  remplacer  l'abscisse  X  par  le  rayon  \/X^  -h  Y^ 
du  parallèle  correspondant.  En  faisant  disparaître  le  radical,  on  obtient 

(0  (X^  +  Y^  4-  Z-  H-  a''  -  b'Y  -  4  a''  (X^  4-  Y-  )  -=  o. 

Nous  allons  considérer  l'intersection  de  la  surface  par  le  plan  qui  la  touche  en 
un  point  M  déterminé,  sur  la  méridienne,  par  l'azimut  MIO,  que  nous  appelons  (jù. 

Nous  transportons  l'origine  au  point  M,  et  nous  prenons  pour  nouveaux  axes 

coordonnés  les  droites  M^  et  M^  et  leur  commune  perpendiculaire.  On  a 

(  \  =:z  X  ûn(j^  —  z  cos  0)  —  &  cos  w  +  a, 
(q)  !  Y  ^.y, 

Z  ^  00  cos  GO  +  z  sin  03  4-  èsin  w. 


(  *  )  M.  Yvon  Villarceau  a  établi  que  tout  plan  bitangent  coupe  le  tore  suivant  dtun  cercles  [Comptes 
rendus^  i^  semestre,  i(S48).  M.  Mannheim  a  reconnu  que  les  sphères  doublement  tangentes  jouissent 
de  la  même  propriété  [Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1860).  Nous  avons  démontré,  sur  la 
surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  conique  autour  d'une  droite  située  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace,  des  théorèmes  plus  généraux,  et  dont  les  propositions  insérées  aux  arti- 
cles 870-87^i  ne  sont  que  des  corollaires  [Journal  de  V École  ï^oly technique^  XL^  cahier). 
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En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  obtient  pour  nouvelle  équation  delà 
surface 

[x  --h  j^  -H  z'^  -i- 2a{œsïn  w  —  jscosoo)  -i-  ibz  -\~  2a{a  —  ècos  w)]^ 
~4^^[(^sinGt)  — :zcosG))^-i-a(a  — &cosw)(^sinoo  — ^cosGo)-!-  (a— 6cosw)"^-+-y^]=:o. 

874.  Si  nous  ne  considérons  que  la  partie  de  la  surface  voisine  du  point  M,  les 
coordonnées  ^  et  j  seront  infiniment  petites  du  premier  ordre  et  Tordonnée  z  infi- 
niment petite  du  second  ordre.  Développant  alors  l'équation  et  négligeant  les  termes 
d'un  ordre  supérieur  au  troisième,  au  fur  et  a  mesure  qu'ils  se  présentent,  on  obtient, 
après  quelques  réductions  qui  se  présentent  d'elles-mêmes, 

l  (a  —  ècoso))^^  —  &cosco.j^"-i- ^è(a  —  ècos  w)  ^ 
^    ^  \        H- sinco.(ir^ -f-j^)  07+ Qièsinoo  .^2  =  o. 

Pour  avoir  l'équation  de  l'indicatrice,  il  suffit  de  négliger  les  termes  du  troisième 
ordre 

(a  —  ècos  0))  o?^—  6  cos  w.y^  +  aè  (a  —  ôcos  w)  j5  :=:=  o. 

On  déduit  immédiatement  de  cette  équation  les  valeurs  des  rayons  de  courbure  des 
sections  principales  (art.  791) 

a  —  b  cos  M 


R,  =-&,     R2  = 


COSCù 


Nous  trouvons  une  valeur  négative  pour  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne, 
parce  que  les  formules  (2)  ont  été  établies  dans  l'hypothèse  que  la  partie  positive  de 
l'axe  des  ordonnées  s'étend  de  M  vers  z  (art.  777). 

875.  Le  point  pour  lequel  nous  voulons  déterminer  les  longueurs  a  et  j3  est 
situé  sur  une  section  faite  par  un  plan  normal  contenant  une  asymptote  de  l'indi- 
catrice. Les  coordonnées  œ  et  jde  ce  point  satisfont  donc  a  l'équation  des  asymp- 
totes que  l'on  obtient  facilement  d'après  la  grandeur  des  rayons  de  courbure  ou  en 
supposant  z  nul  dans  l'équation  de  l'indicatrice  : 

(4)  {ci  —  bcos(jd)x^  —  ècosw  ,y^  :=  o. 

Eu  égard  à  cette  relation,  l'équation  (3)  se  réduit  à 

ib{a'-^  b  cos  Ga)z  -f-  sin  0) .  {x'^  -Hy^)  oc  -^  ib  m\  a^ . xz  ^  o . 

En  résolvant  par  rapport  à  z,  on  obtient 

sinco.(.r^-f- j2)^ 

"~^        26 (a  —  6cos  a))-i-2i6  sin  w.^ 

Si  Ton  effectuait  la  division,  le  second  terme  du  dénominateur  n'introduirait  qu'un 
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infiniment  petit  du  quatrième  ordre;  nous  pouvons  donc  le  supprimer,  et  écrire 
simplement 

876.  Le  calcul  du  rayon  p  ne  présente  plus  de  difficultés.  Nous  avons  immé-- 
diatement 

La  substitution  des  valeurs  de  y^  et  de  z  déduites  de  ces  formules  dans  les  équa-- 
tiens  (4)  et  (5)  donne 

n  sin  w  0 


(  5  bis) 


2  h  {a  —  6cos( 


En  portant  la  valeur  (5  bis)  de  |3  dans  Téquation  qui  est  au  commencement  deTar- 
ticle  875,  on  obtient 

ûcb{a  —  5cos  G)) 

p  z=i  ,  -  • 

^sinwv — RiHs 

Les  valeurs  de  R^  et  de  Rg  ont  été  trouvées  a  l'article  précédent.  L^équation  (  4  bis  ) 
donne  le  rapport -;  pour  avoir  Texpression  cherchée,  il  suffit  d'éliminer  ces  trois 
quantités.  On  obtient 

p  r=: -; — sjaia-—  b  Q^o^tù). 

Cette  équation  conduit  à  une  construction  très-simple  pour  la  grandeur  absolue  du 
rayon  p . 

Le  plan  méridien  du  point  de  contact  divise  la  section  en  deux  parties  symétri- 
ques, et  par  suite  les  rayons  de  courbure  des  deux  branches  ont  les  mêmes  lon- 
gueurs. 

Quand  le  point  M  est  en  A,  w  est  nul  et  p  infini  :  chaque  branche  possède  alors 
une  inflexion.  Lorsque  la  trace  MT  du  plan  tangent  touche  la  méridienne  inverse, 
on  a 

b  —  a  cos  w  —  o,     ou     00  —  90^. 

Dans  un  cas,  comme  dans  l'autre,  le  rayon  p  est  égal  à  a,  ce  qui  s'accorde  avec  les 
résultats  de  l'article  870.  Il  existe  une  valeur  de  w  comprise  entre  les  deux  précé-- 
dentés  qui  donne  pour  p  une  valeur  minimum.  Nous  remarquerons  enfin  que  si  k 
méridienne  ne  rencontre  pas  l'axe,  la  valeur  du  rayon  déterminée  par  la  formule 
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est  toujours  réelle,  bien  que  la  section  soit  imaginaire  quand  le  point  de  contact 
est  sur  la  partie  convexe  du  tore  (  *  ). 


CHAPITRE  IIL 

THÉORÈME    DES    TANGENTES    CONJUGUÉES^ 


Démonstration  de  ce  théorème, 

877.  Nous  avons  vu  qu'une  courbe  d'ombre  est  une  ligne  de  contact  de  la  sur- 
face considérée  avec  une  développable.  En  chacun  de  ses  points  les  plans  tangents 
aux  deux  surfaces  se  confondent,  et  par  suite  le  procédé  que  Ton  emploie  ordi- 
nairement pour  la  construction  des  tangentes  aux  lignes  communes  à  deux  sur- 
faces est  inapplicable.  On  doit  a  M.  Ch.  Dupin  un  théorème  qui  permet  de  déter- 
miner les  tangentes  d'une  courbe  d'ombre,  lorsque  l'on  connaît  les  rayons  de 
courbure  de  la  surface  éclairée  {*^)*  Nous  allons  démontrer  ce  théorème,  nous  en 
développerons  ensuite  les  conséquences. 

Soit  ù  [fig^  354  )  la  courbe  de  contact  d'une  développable  avec  une  surface 
donnée  :  l'intersection  des  plans  tangents  au  point  0  de  cette  ligne  et  au  point  in- 
finiment voisin  m,  est  une  génératrice  de  la  développable.  Un  plan  passant  par  le 
point  m  et  parallèle  au  plan  tangent  en  0  coupe  la  surface  suivant  une  conique  Ym 
que  l'on  peut  prendre  pour  indicatrice  (art.  789).  La  tangente  mG  de  cette 
courbe  est  parallèle  à  la  génératrice  de  la  développable,  car  elle  est  parallèle 
au  plan  tangent  en  0  et  située  dans  le  plan  tangent  en  m  ;  mais  elle  est 
aussi  parallèle  au  diamètre  IF  qui,  dans  l'indicatrice,  est  conjugué  à  celui  qui 
aboutit  au  point  m,  le  diamètre  IF  est  donc  parallèle  à  la  génératrice  de  la  déve- 
loppable. Le  diamètre  \m  est  d'ailleurs  parallèle  à  la  tangente  OT  de  la  courbe  O; 
on  peut  même  dire  qu'il  se  confond  avec  elle,  car  leur  distance  est  infiniment 


(*)  Nous  indiquerons  en  quelques  mots  une  dernière  application  aux  suifaces  de  révolution  des 
théorèmes  relatifs  à  la  courbure  des  surfaces. 

Quand  une  surface  de  révolution  est  donnée  par  son  axe  et  une  courbe  génératrice,  si  une  tan- 
gente de  cette  ligne  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  du  point  de  contact,  la  méridienne  a  un 
point  de  rebroussement.  La  tangente  de  rebroussement  est  tangente  à  la  zone  spbérique  décrite  parla 
révolution  du  cercle  osculateur  de  la  génératrice,  et  par  suite  on  peut  la  tracer  lorsque  Ton  connaît 
le  centre  de  courbure  de  cette  ligne.  La  construction  que  nous  venons  d'indiquer  nous  a  été  utile 
dans  nos  études  sur  le  tore  général  {Journal  de  l'École  Polytechnique^  XL^  Cahier). 

(  **"  )  Développements  de  Géométrie. 
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petite  du  second  ordre  et  le  point  m  peut  être  considéré  comme  appartenant  a  Oï. 
Nous  voyons  ainsi  {\\xq  quand  une  développable  est  circonscrite  à  une  surface^  en  un 
point  quelconque  de  la  courbe  de  contact^  la  tangente  de  cette  ligne  et  la  généra- 
trice de  la  déçeloppahle  sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  de  la  surface 
inscrite. 

Si  Ton  se  reporte  aux  considérations  présentées  a  l'article  598  sur  les  asymp- 
totes des  courbes  du  second  ordre,  on  verra  que  Ton  peut  modifier  Ténoncé  du 
théorème,  et  dire  que  la  tangente  à  la  courbe  de  contact  et  la  génératrice  de  la  déçe- 
loppable  sont  conjuguées  harmoniques  des  a^symptotes  de  l'indicatrice.  Le  théorème 
ainsi  présenté  devient  d'un  emploi  facile  pour  les  surfaces  à  courbures  opposées. 

La  tangente  T  et  la  génératrice  G  sont  appelées  tangentes  conjuguées,  parce  que, 
si  la  première  était  une  génératrice  d'une  développable  circonscrite,  la  seconde 
serait  tangente  a  la  courbe  de  contact. 

Construction  des  tangentes  aux  courbes  d'ombre  en  général. 

878,  Le  théorème  des  tangentes  conjuguées  permet  de  construire  les  tangentes 
aux  courbes  d'ombre,  lorsque  l'on  peut  déterminer  l'indicatrice  de  la  surface  au 
point  considéré.  Les  propriétés  des  diamètres  conjugués  des  courbes  du  second 
ordre  étant  projectives,  on  peut  opérer  sur  un  plan  de  projection,  comme  on  le 
ferait  sur  le  plan  de  l'indicatrice. 

Proposons-nous  de  déterminer  la  tangente  au  point  (M,  M')  de  la  courbe  d'ombre 
du  tore  représenté  sur  \^ figure  i  \i.  Nous  transportons  le  point  (M,  M')  en  (R,  R'j 
sur  le  méridien  principal,  par  une  rotation  autour  de  l'axe,  et  nous  déterminons 
les  rayons  de  courbure  R'C  et  R'w  du  méridien,  et  de  la  seconde  section  princi- 
pale (art.  821).  Les  centres  de  courbure  C  et  w  sont  d'un  même  côté  du  point  R', 
et,  par  suite,  l'indicatrice  est  une  ellipse. 

Nous  prenons  le  paramètre  c  égal  à  R'C  (art.  787),  alors  les  demi-axes  de  l'in- 
dicatrice sont 


RX,     VR'^^xR^C     ou    RT. 

Le  premier  correspond  au  rayon  de  courbure  de  la  méridienne;  nous  le  plaçons 
enR'C'ij  sur  la  tangente  de  cette  courbe;  la  projection  le  réduit  sur  le  plan  horizontal 
à  la  longueur  RC^,  qui  doit  être  ramenée  en  Me.  Le  second  axe  est  horizontal  et  se 
projette  en  vraie  grandeur  sur  la  droite  JJ^  double  de  RT  et  perpendiculaire  à  OM. 
Le  problème  qu'il  faut  résoudre  consiste  à  tracer  le  diamètre  conjugué  du  rayon 
lumineux  SMT,  dans  l'ellipse  qui  a  son  centre  en  M,  et  dont  les  points  J,  J,  etc  sont 
trois  sommets. 

Considérons  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  JJ|,  et  qui  se  projette  sur  cette  ellipse, 
et  faisons-le  tourner  autour  de  JJ^  jusqu'à  le  rendre  parallèle  au  plan  horizontal  : 
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le  point  qui  se  projetait  en  c  ira  en  K  ;  la  corde  Je  deviendra  JK;  le  point  p  sera 
amené  en  /3i,  et  le  diamètre  M|3T  en  MjSi.  Le  diamètre  conjugué  à  Mj3,  dans  le 
cercle  est  la  perpendiculaire  Ma^.  Si  nous  ramenons  le  cercle  dans  sa  pre- 
mière position,  la  corde  J,K  se  place  en  J^c,  le  point  a^  arrive  en  a,  et  la  droite 
Ma  est,  dansFellipse,  le  diamètre  conjugué  de  MT;  c'est  donc  la  projection  hori- 
zontale de  la  tangente  à  la  courbe  d'ombre.  La  tangente  étant  dans  le  plan  tangent 
au  point  (M,  M'),  on  obtiendrait  facilement  sa  projection  verticale. 

Les  tracés  deviennent  plus  simples  quand  la  surface  est  à  courbures  opposées  : 
on  détermine  alors  les  asymptotes  de  l'indicatrice,  et  on  cherche  la  conjuguée  har- 
monique du  rayon  de  lumière  (art.  S98). 

La  construction  que  nous  avons  fait  connaître  aux  articles  849  et  853  peut  être 
employée  dans  tous  les  cas,  lorsque  la  surface  est  convexe,  comme  lorsque  ses 
courbures  sont  opposées. 

879.  Quand  l'un  des  rayons  de  courbure  est  infini,  l'indicatrice  se  compose  de 
deux  droites  parallèles;  alors,  quelle  que  soit  la  direction  du  rayon  de  lumière 
dans  le  plan  tangent,  le  diamètre  qui  lui  est  conjugué  est  la  tangente  à  la  section 
principale,  dont  le  rayon  est  infini.  On  voit,  d'après  cela,  que  si,  sur  une  surface 
développable,  un  point  non  situé  sur  l'arête  de  rebroussement  appartient  a  une 
ligne  d'ombre,  la  génératrice  qui  y  passe  fera  partie  de  cette  ligne,  ce  qui  est 
conforme  aux  résultats  que  nous  avons  obtenus  précédemment  (art.  679). 

Quand  le  point  lumineux  est  sur  la  tangente  de  la  section,  dont  le  rayon  est  in- 
fini,  le  théorème  donne  une  direction  indéterminée  pour  la  tangente  de  la  courbe 
d'ombre;  il  ne  suffit  donc  plus  à  la  solution  du  problème.  Nous  ne  nous  arrêterons 
pas  à  ce  cas  particulier  (*). 

880.  Lorsque  l'un  des  rayons  principaux  est  nul,  l'indicatrice  est  une  ellipse 
dont  un  des  axes  est  nul  (art.  808).  Quelle  que  soit  alors  la  direction  du  rayon  de 
lumière,  son  diamètre  conjugué  se  confond  avec  l'autre  axe,  et,  par  conséquent, 
toutes  les  lignes  d'ombre  sont  tangentes  à  la  section  principale,  dont  le  rayon 
n'est  pas  nul.  Il  résulte  d'ailleurs  de  la  multiplicité  des  plans  tangents  au  point 
considéré,  que  toutes  les  lignes  d'ombre  y  passent.  Nous  obtenons  ainsi  une 
extension  du  théorème  que  nous  avons  démontré  à  l'article  634  pour  les  sommets 
des  surfaces  gauches. 

881 .  Quand  le  point  lumineux  est  sur  la  surface  éclairée,  la  courbe  cV ombre  a 
deux  branches  qui  se  croisent  à  ce  point  tangentes  aux  deux  asymptotes  de  V indi- 
catrice^ car  une  quelconque  de  ces  droites  passe  au  point  lumineux,  et  peut  être 

(  '^  )  On  trouvera  une  étude  de  cette  question  dans  les  lemmes  qui  sont  au  commencement  de  notre 
Mémoire  sur  les  lignes  d'ombre  et  de  perspective  des  surfaces  de  révolution  (  Journal  de  V Ecole  Poly- 
technique, XXXV^  cahier).  Nous  nous  bornerons  à  dire  que  dans  îe  cas  dont  il  s'agit^  le  point  con- 
sidéré de  la  surface  est,  en  général,  un  point  double  de  la  courbe  d'ombre. 
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regardée  comme  tangente  à  la  surface  en  un  point  infiniment  voisin.  Elle   est 
d'ailleurs  son  propre  diamètre  conjugué. 

Construction  des  tangentes  et  des  asymptotes  aux  courbes  d'ombre 
des  surfaces  gauches, 

882.  Nous  savons  que  les  secondes  asymptotes  des  indicatrices  aux  diffé- 
rents points  d'une  génératrice  d'une  surface  gauche  forment  un  hyperboloïde 
(art.  825).  Quand  on  connaît  trois  de  ces  droites  l'hyperboloïde  est  déterminé, 
et  on  peut  obtenir  la  tangente  d'une  courbe  d'ombre  au  point  où  elle  rencontre 
la  génératrice.  Dans  l'étude  qui  va  suivre  nous  supposerons  que  l'on  a  construit 
la  conique  qui  forme  le  contour  apparent  de  cette  surface  par  rapport  à  un  plan 
quelconque,  que  l'on  prend  pour  plan  de  projection. 

Soient  AM  la  projection  de  la  génératrice  [fig*  35 î),  M  le  point  où  elle  est  ren- 
contrée par  la  courbe  d'ombre,  S  la  projection  du  point  lumineux  et  ù  le  contour 
apparent  de  l'hyperboloïde  osculateur  le  long  de  la  génératrice  AM  :  la  seconde 
asymptote  de  l'indicatrice  au  point  M  est  la  droite  MB  tangente  a  0.  Le  rayon  SM 
et  la  tangente  a  la  courbe  d'ombre  sont  donc  conjugués  harmoniques  des  droites 
MA  et  MB.  Nous  traçons  la  ligne  PN  parallèle  à  MA,  et  nous  portons  au  delà  de  N 
une  longueur  NG  égale  au  segment  PN  (art.  598)  :  la  tangente  cherchée  est  MD, 

Si  le  plan  de  projection  était  perpendiculaire  à  une  génératrice  du  cône  asymp- 
tote de  l'hyperboloïde,  et  par  suite  à  une  génératrice  de  chaque  système  de  cette 
surface,  les  secondes  asymptotes  des  indicatrices  divergeraient  d'un  même  point, 
et  leur  détermination  serait  plus  facile  encore  que  dans  le  cas  où  le  contour  appa- 
rent de  l'hyperboloïde  est  une  conique. 

885.  Quand  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  la  génératrice,  la  construction  que 
nous  avons  donnée  se  trouve  en  défaut,  et  il  faut  recourir  à  une  autre  propriété  des 
conjuguées  harmoniques  pour  déterminer  l'asymptote  (^). 

SV  étant  une  sécante  quelconque  passant  par  le  point  S  [fig.'iSi),  on  a  (art.  601) 

hd  'ad 

Si  l'on  rapporte  tous  les  segments  à  une  origine  commune  k  placée  où  l'on  voudra 
sur  la  sécante,  l'équation  deviendra 

kS  —  hb  .  kS'-ka  _ 
kd — kb  '  kd  —  ka 

Lorsque  le  point  k  est  le  milieu  du  segment  ab^  on  a 

kb  =  —  ka 

(  *)    Nous  ne   considérons  dans  les  courbes  d'ombre  que  les  branches  infinies  de  la  première 
espèce  (art.  658). 

m.  Q 
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et  Féquation  devient 

kd  -\-ka  •  kd  —  ka  ~" 

En  développant  et  en  réduisant,  on  obtient 

ka  =  ^S  X  kd. 

Quand  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini  [fig.  35^),  la  seconde  asymptote  de  Tindi-» 
catrice  est  la  droite  BM  parallèle  a  AM  et  tangente  à  û.  Si  du  point  S  on  trace  une 
sécante  SV,  le  point  d  où  passe  l'asymptote  sera  déterminé  par  l'équation  précé- 
dente qui  conduit  à  une  construction  facile. 

Quand  le  point  S  est  situé  entre  les  droites  AM  et  BM  et  à  égales  distances  de  ces 
lignes,  ^S  est  nul  et  la  formule  donne  pour  M  une  valeur  infinie.  La  branche  con- 
sidérée de  la  courbe  d'ombre  est  par  conséquent  parabolique. 

884.  Quand  la  surface  gauche  a  un  plan  directeur,  les  secondes  asymptotes  des 
indicatrices  aux  divers  points  d'une  génératrice  forment  un  paraboloïde,  et  le  con- 
tour apparent  de  cette  surface  est  une  parabole.  Cette  circonstance  ne  modifie  pas 
la  construction  pour  les  tangentes  d'une  courbe  d'ombre  aux  points  situés  à  dis-- 
tance  finie,  mais  la  construction  des  asymptotes  devient  plus  facile,  parce  que  la 
tangente  MB  parallèle  à  la  génératrice  MA  [fig.  352)  disparaît  à  l'infini. 

Lorsque  le  point  h  s'éloigne,  le  rapport  -r-^  approche  de  l'unité,  et  quand  le  point 

b  est  à  l'infini,  la  première  équation  de  Tarticle  883  se  réduit  à 

aS  =  —ad. 

Cette  équation  nous  montre  que  lorsqu'un  cône  est  circonscrit  à  un  conoïde^  son 
sommet  et  une  asymptote  de  la  courbe  de  contact  sont  situés  de  part  et  d'autre  et  à 
égales  distances  de  la  génératrice^  dans  le  plan  qui  est  tangent  à  V infini. 

Pour  quelques  positions  exceptionnelles  d'un  paraboloïde,  les  projections  des 
génératrices  n'ont  pas  une  parabole  pour  enveloppe  ;  mais,  afin  d'éviter  une  discus- 
sion minutieuse  et  peu  importante,  nous  remarquerons  qu'on  peut  toujours  prendre 
un  plan  de  projection  disposé  de  manière  que  le  contour  apparent  de  cette  surface 
soit  une  parabole,  et  que  cela  suffit  pour  que  le  théorème  qui  précède  soit  démon- 
tré d'une  manière  générale. 

885.  La  tangente  de  la  courbe  d'ombre  et  le  rayon  de  lumière  sont  deux  dia- 
mètres conjugués  de  l'indicatrice,  et  la  génératrice  de  la  surface  en  est  une  asymp-- 
tote.  Il  résulte  de  là  que  la  tangente  se  confond  avec  la  génératrice  en  un  autre 
point  qu'aux  sommets  (art.  880),  seulement  quand  le  rayon  coïncide  avec  elle; 
la  génératrice  fait  alors  partie  de  la  courbe  d'ombre  et  esl  sa  propre  tangente.  On 
peut  étendre  ce  raisonnement  aux  asymptotes.  Les  génératrices  ne  sont  donc  tan- 
gentes ou  asymptotes  des  courbes  d'ombre  qu'aux  sommets  de  la  surface. 


CHAPITRE   IIÏ.  —  THÉORÈME   DES    TAiSGENTES    CONJUGUÉES.  67 

886.  Supposons  maintenant  que  les  rayons  de  lumière  soient  parallèles  entre 
eux  et  à  une  droite  R  dont  la  direction  est  différente  de  celle  de  la  génératrice 
AM  [fig*  353)  :  si  le  point  M  appartient  à  la  courbe  d'ombre^  la  tangente  M^  sera 
telle,  qu'en  traçant  une  sécante  quelconque  UV,  le  rayon  de  lumière  M^  et  la  droite 
MB  tangente  à  0,  on  aura 

hs  ^  hd  __ 

as  '  ad  ~~ 

hs 
Quand  le  point  M  s'éloigne  à  Tinfini,  le  points  va  également  à  l'infini,  le  rapport 


as 


est  égal  à  l'unité,  et  on  a 

par  conséquent,  quand  une  surface  gauche  est  éclairée  par  des  rayons  parallèles, 
V  asymptote  d'une  branche  infinie  de  la  courbe  d'ombre  est  dans  le  plan  tangent  à  i  in- 
fini^ et  à  égales  distances  de  la  génératrice  de  la  surface  gauche,  et  de  celle  des  géné- 
ratrices de  rhyperboloïde  osculateur  qui  est  parallèle  à  cette  droite, 

887,  Quand  les  rayons  de  lumière  sont  parallèles  a  une  génératrice  6,  cette 
droite  fait  partie  de  la  courbe  d'ombre.  Le  plan  tangent  au  point  de  la  génératrice 
voisine  situé  a  l'infini  est  parallèle  à  G  (art.  615),  et  par  suite  aux  rayons  de 
lumière.  Le  point  situé  à  l'infini  sur  la  génératrice  voisine  de  G  appartient  donc  à 
la  courbe  d'ombre;  en  d'autres  termes,  la  courbe  d'ombre  proprement  dite  a  une 
branche  qui  rencontre  la  génératrice  G  à  l'infini. 

Pour  reconnaître  quelle  est  l'asymptote,  nous  remarquerons  que  si  le  point  M 
est  un  point  de  contact  pour  des  rayons  parallèles  à  MB  [fig.  353),  cette  droite  est 
tangente  a  la  courbe  d'ombre.  Lorsque  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  MA,  elle 
devient  asymptote  et  prend  la  position  B^  b^  ;  les  rayons  sont  alors  parallèles  à  MA. 

Il  résulte  de  là  que  quand  une  génératrice  G  est  parallèle  aux  rayons  de  lumière, 
la  courbe  d'ombre  a  une  branche  infinie  dont  V asymptote  est  la  génératrice  parallèle  ci 
G  dans  l' hyperboloïde  osculateur  le  long  de  cette  droite. 

Parties  réelles  et  parties  virtuelles  des  courbes  d'ombre  [^). 

888.  Courbes  d'ombre  propre,  —  Les  surfaces,  telles  qu'on  les  considère  dans  les 
problèmes  d'application,  recouvrent  des  corps  opaques,  et  la  courbe  de  contact 
d'un  cône  circonscrit  ne  forme  ligne  d'ombre  propre,  lorsqu'un  point  lumineux 
est  au  sommet,  que  quand  les  génératrices  rectilignes  sont  extérieures.  Si,  près  du 
point  de  tangence,  les  génératrices  sont  dans  l'intérieur  du  corps,  la  courbe  de 
contact  n'a  aucune  importance. 

La  figure  368  représente  une  section  faite  dans  le  corps  éclairé  par  un  plan 

(  *  )  Nous  avons  déjà  examiné  ceUe  question  dans  le  VP  livre  de  notre  Traité  de  Perspective,  mais 
sans  lui  donner  tout  le  développement  qu'elle  comporte, 

9- 


68  LIVRE    VIII.  —  COURBURE   DES    SURFACES. 

contenant  le  point  lumineux  S.  On  peut  lui  mener  de  ce  point  six  tangentes,  les 
points  m,  r  et  q  appartiennent  à  la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  : 
nous  dirons  que  ce  sont  des  points  réels  de  la  ligne  d'ombre  propre,  tandis  que  nous 
appellerons  virtuels  les  points  p  et  t  situés  sur  des  tangentes  géométriques  qui 
n'existent  pas  comme  rayons  de  lumière.  La  tangente  Sn  traverse  le  corps  avant 
de  le  toucher  extérieurement  en  n.  Ce  point  n'est  donc  pas  sur  la  séparatrice  ;  nous 
le  considérerons  cependant  comme  réel  :  il  est  dans  la  position  de  tout  autre  point 
réel,  tel  que  m  ou  r,  devant  lequel  on  placerait  un  écran.  Le  point jo  ne  peut  appar- 
tenir à  la  ligne  d'ombre,  quelque  part  que  l'on  suppose  le  point  lumineux  sur  la 
tangente /?S  ;  le  point  n,  au  contraire,  deviendrait  utile,  dans  le  cas  où  le  point 
lumineux  serait  entre  n^  et  n,  ou  au  delà  de  n  en  Sj . 

Si  le  corps  opaque  se  trouvait  de  l'autre  côté  de  la  surface,  comme  il  est  repré- 
senté sur  la  figure  367,  les  points  réels  deviendraient  virtuels,  et  réciproquement» 
Nous  avons  déjà  signalé  cette  circonstance  à  l'article  355. 

889.  Les  points  réels  et  les  points  virtuels  forment  quelquefois  des  courbes  sépa- 
rées ;  ainsi  dans  le  cas  de  \^  figure  366,  qui  représente  une  surface  de  révolution 
éclairée  par  un  point  lumineux  placé  sur  son  axe,  on  trouve  une  ligne  d'ombre 
virtuelle  suivant  le  parallèle  pp'  et  deux  lignes  d'ombre  réelles  suivant  les  paral- 
lèles min  et  nn' -,  la  première  seule  est  utile. 

Le  plus  souvent  les  points  réels  et  les  points  virtuels  forment  des  parties  distinctes 
d'une  même  courbe.  Il  est  alors  important  de  déterminer  la  position  àespoints  limites. 
Une  génératrice  du  cône  circonscrit  est  extérieure  ou  intérieure  près  de  son  point 
de  contact,  suivant  que  ce  point  est  réel  ou  virtuel.  Au  point  limite,  la  généra- 
trice passant  de  l'extérieur  à  l'intérieur  du  corps  a  un  contact  du  second  ordre 
avec  la  surface. 

Cette  circonstance  ne  peut  pas  se  présenter  sur  les  surfaces  convexes,  parce 
qu'elles  n'ont  qu'un  contact  du  premier  ordre  avec  leurs  tangentes.  La  courbe 
d'ombre  d'une  surface  de  ce  genre  est  donc  entièrement  réelle  ou  entièrement 
virtuelle.  Elle  est  réelle  pour  une  sphère  en  relief,  et  virtuelle  pour  une  sphère 
creuse.  Les  droites  parallèles  aux  rayons  de  lumière  et  tangentes  à  la  surface  supé- 
rieure de  la  niche  représentée  sur  \d.  figure  p.o6,  sont  noyées  dans  la  maçonnerie 
près  de  leur  point  de  contact,  et  nous  n'avons  eu  à  considérer  que  des  ombres 
portées  (art.  341). 

Les  surfaces  à  courbures  opposées  ont,  en  chaque  point,  un  contact  du  second 
ordre  avec  deux  de  leurs  tangentes,  qui  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice.  Leurs 
courbes  d'ombre  peuvent  donc  être  composées  d'arcs  réels  et  d'arcs  virtuels  :  aux 
points  limites  la  génératrice  du  cône  circonscrit,  c'est-a-dire  le  rayon  de  lumière, 
est  une  des  deux  asymptotes  de  l'indicatrice. 

890.  En  tout  point  de  la  courbe  d'ombre,  la  tangente  de  cette  ligne  et  le  rayon 
de  lumière  sont  deux  diamètres  conjugués  de  l'indicatrice  :  or  l'asymptote  d'une 
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hyperbole  est  son  propre  diamètre  conjugué;  donc,  aux  points  limites,  le  rayon 
de  lumière  est  tangent  à  la  ligne  d'ombre. 

Réciproquement,  si  le  rayon  de  lumière  est  tangent  a  la  ligne  d'ombre,  il  se 
confond  avec  son  diamètre  conjugué;  il  est  donc  une  asymptote  de  l'indicatrice, 
et,  par  suite,  il  a  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface,  et  il  se  trouve  à  la 
limite  des  tangentes  extérieures  et  des  tangentes  intérieures.  Un  arc  réel,  de  la 
ligne  d'ombre  s'arrête  au  point  de  contact  considéré. 

Ces  résultats  sont  soumis  à  certaines  restrictions.  Si  le  rayon  de  lumière,  qui  est 
asymptote  de  l'indicatrice  de  son  point  de  contact,  avait  avec  la  surface  une  tan- 
gence  du  troisième  ordre,  il  serait  tout  entier  d'un  même  côté,  en  dehors  du  corps, 
par  exemple,  et  il  ne  formerait  plus  limite;  la  courbe  serait  réelle  d'un  côté  comme 
de  l'autre.  On  peut  supposer  qu'elle  avait  primitivement  un  arc  virtuel,  et  que  le 
point  lumineux  s'est  transporté  dans  l'espace,  de  manière  à  réduire  graduelle- 
ment cet  arc  et  a  l'anéantir. 

Nous  ne  reviendrons  pas  sur  ces  cas  d'exception.  Toutes  les  questions  de  géo«- 
métrie  en  présentent  d'analogues. 

891.  La  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  peut  être  considérée  comme  la 
directrice  de  cette  surface;  mais  nous  savons  qu'un  cône  a  un  rebroussement 
lorsque  la  génératrice  est  tangente  a  la  directrice  (art.  217).  Nous  voyons  donc 
que  le  cône  circonscrit  à  une  surface  a  un  rebroussement  le  long  de  chacune  des 
génératrices  qui  sont  asymptotes  de  Vindicatrice  de  leur  point  de  contact.  Si  un 
point  lumineux  est  au  sommet  du  cône,  les  deux  parties  de  cette  surface  qui  se 
réunissent  à  une  génératrice  de  rebroussement  correspondent,  l'une  à  un  arc  réel 
de  la  courbe  d'ombre,  l'autre  a  un  arc  virtuel.     . 

Quand  un  cône  circonscrit  à  une  surface  a  un  rebroussement  le  long  d'une  géné- 
ratrice, la  courbe  de  contact  ne  peut  passer  sans  rebroussement  d'une  partie  à 
l'autre,  qu'en  touchant  la  génératrice  qui  forme  arête,  et  celle-ci  se  trouvant  tan- 
gente à  la  courbe  de  contact,  est  une  asymptote  de  l'indicatrice;  elle  a  donc  une 
tangence  de  second  ordre  avec  la  surface,  et,  par  suite,  elle  doit  être  à  la  limite 
des  tangentes  extérieures  et  des  tangentes  intérieures. 

Nous  avons  supposé  que  la  courbe  de  contact  n'avait  pas  de  rebroussement;  si 
elle  en  avait  un,  ses  arcs,  situés  de  part  et  d'autre  du  point  de  rebroussement,  se- 
raient tous  les  deux  réels  ou  virtuels.  Cette  circonstance  peut  se  présenter  sur  les 
surfaces  qui  ont  des  arêtes  de  rebroussement. 

892.  Quand  on  a  déterminé  une  projection  d'une  ligne  d'ombre,  les  tangentes 
a  cette  courbe  menées  par  la  projection  du  point  lumineux  font  connaître  les  points 
limites.  îl  ne  peut  y  avoir  d'exception  que  quand  le  plan  tangent  est  perpendiculaire 
au  plan  de  projection,  parce  qu'alors  la  tangente  à  la  courbe  d'ombre  et  le  rayon 
de  lumière,  même  lorsqu'ils  sont  distincts  dans  l'espace,  se  confondent  en  pro- 
jection. 
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Sur  quelques  surfaces  on  peut  déterminer  les  points  limites  des  courbes  d'ombre 
par  des  méthodes  particulières  et  plus  simples. 

Quand  on  construit  une  courbe  d'ombre  par  la  méthode  des  projections  obliques 
(art.  571),  les  points  limites  sont  indiqués  par  des  points  de  rebroussement  de  la 
trace  du  cône  d'ombre.  Alors,  en  prenant  les  ombres  portées  par  les  génératrices 
considérées,  on  trouve  que  Tune  de  ces  ombres  coupe  celle  qui  la  précède  et  celle 
qui  la  suit  d'un  même  côté  du  point  où  elle  est  touchée  par  l'enveloppe. 

895.  Étude  des  lignes  d' ombre  propre  du  tore.  —  Nous  nous  sommes  occupé  des 
ombres  du  tore  à  l'article  545,  mais  nous  avons  seulement  considéré  la  partie  ou 
nappe  convexe  de  cette  surface;  nous  allons  maintenant  rechercher  les  particula- 
rités que  présente  la  ligne  d'ombre  propre  sur  la  nappe  à  courbures  opposées. 

Nous  supposons  le  point  lumineux  (S,  S')  dans  le  plan  méridien  principal 
[Jig.  358).  Ce  plan  divise  le  tore  en  deux  parties  sur  lesquelles  les  lignes  d'ombre 
sont  symétriques.  Nous  n'avons  représenté  que  l'une  des  moitiés. 

On  détermine  par  les  procédés  de  l'article  551  les  courbes  d'ombre  (B6,  Wb') 
et  {AGuga,  k' G^'u' g' a')\  la  première  est  sur  la  nappe  convexe,  la  seconde  sur 
celle  dont  les  courbures  sont  opposées.  Nous  avons  expliqué  à  l'article  878  com- 
ment on  peut  construire  les  tangentes  de  ces  lignes.  Si  la  méridienne  était  formée 
d'arcs  de  courbes  différentes  ayant  un  contact  du  premier  ordre  seulement,  la 
ligne  d'ombre  serait  brisée  a  chaque  parallèle  de  raccordement.  On  trouve  ainsi 
que  la  ligne  d'ombre  d'un  cylindre  terminé  par  une  demi-sphère  d'un  diamètre 
égal  au  sien  se  compose  de  deux  droites  et  d'un  arc  de  cercle  qui  ne  les  continue 
pas  tangentiellement, 

894.  Il  est  important  de  distinguer  les  arcs  réels  et  les  arcs  virtuels  sur  la  courbe 
d'ombre  de  la  nappe  intérieure  du  tore. 

Les  points  (A,  A')  et  (a,  a')  sont  réels,  car  les  rayons  (SA,  S'A')  et  (Sa,  S'a') 
sont  extérieurs  aux  méridiennes.  Nous  allons  rechercher  s'il  y  a  entre  eux  des 
points  limites. 

Un  point  quelconque  (M,  M')  de  la  méridienne  principale  serait  l'extrémité 
d'un  arc  utile  de  la  ligne  d'ombre,  si  l'une  des  deux  asymptotes  de  l'indicatrice  de 
la  surface  en  ce  point  passait  parle  point  lumineux.  Il  est  facile  de  construire  ces 
asymptotes  (art.  822);  l'une  d'elles  est  la  droite  (MN,  M'N');  elle  rencontre  au 
point  (N,  N')  le  cylindre  vertical  qui  a  pour  trace  horizontale  le  cercle  décrit  du 
point  0  comme  centre,  avec  OS  pour  rayon.  La  seconde  asymptote  de  l'indicatrice 
perce  le  même  cylindre  en  un  point  dont  la  projection  horizontale  est  symétrique 
de  N  par  rapport  à  OS,  et  dont  la  projection  verticale  est  N".  En  attribuant  succes- 
sivement différentes  positions  au  point  M'  sur  la  méridienne  principale,  on  déter- 
mine la  courbe  N'T,  projection  verticale  de  l'intersection  du  cylindre  OS  avec  la 
surface,  lieu  des  asymptotes  de  l'indicatrice  aux  différents  points  de  la  méridienne 
A'B'. 
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Nous  traçons  une  horizontale  parle  point  S',  et  du  point  K'  où  elle  rencontre  la 
courbe  d'erreur  N'T  nous  menons  une  tangente  K'U  à  la  méridienne.   Une  des 
asymptotes  de  l'indicatrice  du  point  (L,  L')  passe  au  point  (K,  K'),  et,  par  suite, 
(L,  L')  est  un  point  limite  de  la  courbe  d'ombre,  lorsque  le  point  lumineux  est 
(K,  K').  Si  Ton  suppose  que  le  point  lumineux,  d'abord  placé  en  (K,  ÏC),  tourne 
autour  de  l'axe,  le  point  limite  (L,  U)  sera  transporté  sur  son  parallèle  d'un  même 
mouvement,  c'est-à-dire  en  décrivant  un  arc  d'une  égale  amplitude  en  degrés. 
Quand  le  point  lumineux  arrivera  en  (S,  S'),  le  point  (L,L')  se  trouvera  sur  une  droite 
symétrique  de  OK  par  rapport  à  OS  et  qui,  par  conséquent,  sort  du  cadre  delà  figure. 
Comme  d'ailleurs  la  courbe  d'ombre  est  composée  de  deux  parties  sym_étriques 
par  rapport  au  plan  vertical  OS,  si  nous  ramenons  le  point  L  sur  OK  par  un  arc  de 
cercle,  nous  aurons  un  point  limite  (G,  G')  qui  nous  aurait  été  donné  directement 
si  nous  avions  considéré  la  deuxième  asymptote  de  l'indicatrice  du  point  (L,  L'). 
L'horizontale  du  point  S'  rencontre  la  courbe  d'erreur  en  un  second  point  (^,  k), 
qui  fait  trouver  un  autre  point  limite  {g,  g').  La  courbe  [ka,  k'  a')  se  compose, 
par  conséquent,  de  deux  arcs  réels  (AG,  A'G')  et  [ag,  a' g'),  et  d'un  arc  virtuel 
[Qug,  G'u^ g')  C").  Les  rayons  de  lumière  qui  aboutissent  aux  points  (G,  G')  et 
(g-,  g')  doivent  être  tangents  à  la  courbe  sur  chacune  des  projections.  Ceux  qui 
vont  aux  points  (w,  u')  et  (U,  U')  sont  tangents  à  la  courbe  d'ombre  sur  la  projec- 
tion horizontale,  mais  cela  tient  à  ce  que  les  plans  tangents  du  tore  en  ces  points 
sont  verticaux  (art.  892). 

895.  La  section  du  tore  par  un  plan  tangent  en  un  point  du  cercle  de  gorge 
O'D'  a  deux  axes  qui  se  croisent  au  point  de  contact  {Jig,  357)  ;  l'un  est  vertical  et 
l'autre  horizontal.  ïl  résulte  de  la  que  chacune  des  branches  qui  passent  au  point 
double  y  a  une  inflexion  (**),  et,  par  suite,  que  les  asymptotes  de  l'indicatrice 
sont  entièrement  extérieures  à  la  surface  (art.  797).  Lorsque  le  point  lumineux 
est  sur  une  de  ces  droites,  les  points  limites  (G,  G')  et  {g,  g^),  qui  sont  ordinaire- 
ment l'un  au-dessus,  l'autre  au-dessous  du  plan  J'O'F,  sont  réunis  dans  ce  plan,  et 
la  partie  virtuelle  comprise  entre  eux  aune  longueur  nulle. 

11  résulte  de  ces  considérations  que  quand  le  point  S'  s'élève,  les  points  K'  et^'se 
réunissent  sur  la  verticale  du  point  D'  en  un  point  T  où  la  tangente  de  la  courbe 
d'erreur  est  horizontale.  La  courbe  d'ombre  propre  a  deux  points  limites  ou  n'en 
a  pas,  suivant  que  S'  est  au-dessous  ou  au-dessus  de  T. 

La  construction  que  nous  avons  donnée  pour  les  points  de  la  courbe  d'erreur 
n'est  pas  immédiatement  applicable  au  point  T;  mais  en  rendant  le  plan  tangent 

(  *  )  Il  sera  facile  de  comprendre  la  disposition  des  ombres  sur  le  tore,  quand  nous  aurons 
discuté  la  courbe  d'ombre  portée  (art,  890). 

La  construction  que  nous  avons  donnée  pour  la  détermination  des  points  limites^  à  Taide  d'une 
courbe  d'erreur  se  trouve  dans  la  Stéréotomie  de  M.  Leroy. 

(  **  )  Nous  avons  déjà  démontré  à  l'article  876  l'existence  de  cette  double  inflexion. 
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(lu  tore  au  point  D'  parallèle  à  Tun  des  plans  de  projection,  on  peut  y  placer  sans  dif- 
ficulté les  asymptotes  de  l'indicatrice,  et  déterminer  leur  intersection  avec  celles 
des  génératrices  du  cylindre  OS  qui  sont  projetées  sur  D'T.  Nous  donnerons  plus 
loin  une  construction  analogue  à  celle  que  nous  venons  d'indiquer  (art.  899). 

La  courbe  d'erreur  est  composée  de  deux  parties  symétriques  par  rapport  à 
l'axe  O'DT  :  nous  n'avons  représenté  que  l'une  d'elles.  Il  n'entre  pas  dans  notre 
cadre  de  discuter  les  différentes  formes  de  cette  courbe,  ni  d'examiner  les  particu- 
larités que  présente  la  surface  gauche,  lieu  des  asymptotes  des  indicatrices  du  tore 
aux  différents  points  de  la  méridienne. 

896.  La  construction  que  nous  venons  d'expliquer  permet  de  déterminer  les 
points  limites  des  arcs  réels  de  la  courbe  d'ombre  propre  de  toute  surface  de  révo- 
lution dont  on  connaît  la  méridienne.  Si  cette  ligne  est  une  courbe  graphique,  on 
déterminera  ses  rayons  de  courbure  aux  divers  points  considérés  par  la  méthode 
de  l'article  103. 

On  peut  prendre  pour  courbe  d'erreur  l'intersection  de  la  surface  gauche,  lieu  des 
asymptotes  des  indicatrices,  avec  le  plan  horizontal  du  point  (S,  S');  les  points  de 
cette  ligne,  qui  se  trouvent  à  la  même  distance  de  l'axe  que  le  point  S,  sont  préci- 
sément (K,  K')  Qï  [k,  K). 

897.  Le  cône  circonscrit  a  desrebroussementsle  long  des  génératrices  (SG,  S' G') 
et  (S g-,  ^' g')'  Pour  les  rendre  apparents  nous  avons  construit  la  trace  horizon- 
tale PE  ep  de  ce  cône  sur  le  plan  horizontal  XY. 

Nous  savons  que  le  plan  de  rebroussement  du  cône  le  long  de  la  génératrice 
(SG,  S' G')  est  le  plan  osculateur  de  la  directrice  (AGi/,  A'G'i(')  au  point  (G,  G') 
(art.  216).  Ce  plan  touche  le  tore  au  point  (G,  G'),  car  il  appartient  à  la  série  des 
plans  tangents  communs  au  tore  et  au  cône  circonscrit.  La  tangente  EH,  au  re- 
broussement E,  est  donc  la  trace,  sur  le  plan  XY,  du  plan  qui  touche  le  tore  au 
point  (G,  G'),  et,  par  suite,  elle  est  perpendiculaire  a  la  trace  OK  du  plan  méri- 
dien de  ce  point  (art.  190).  La  tangente  eh  est  perpendiculaire  a  0^. 

898.  Détermination  des  points  limites  de  la  courbe  d' ombre  propre  dune  surface  de 
révolution  éclairée  par  des  rayons  parallèles.  —  Quand  les  rayons  sont  parallèles,  les 
constructions  que  nous  avons  expliquées  à  l'article  894  ne  sont  plus  applicables, 
parce  que  la  courbe  d'erreur  s'éloigne  à  l'infini.  Alors,  pour  déterminer  les  points  de 
la  méridienne  principale  où  une  des  asymptotes  de  l'indicatrice  a  la  même  incli- 
naison que  les  rayons  de  lumière,  on  construit  le  cône  directeur  de  la  surface  gauche, 
lieu  de  ces  asymptotes;  on  cherche  quelles  sont  les  génératrices  du  cône  qui  ont 
la  même  inclinaison  que  les  rayons,  et,  ensuite,  quelles  sont  les  génératrices  de 
la  surface  gauche  qui  leur  correspondent. 

Considérons  le  tore  engendréparlarévolutionducerclePQ  autour  de  l'axe  (0,  O'Z) 
[fig*  359),  et  supposons-le  éclairé  par  des  rayons  parallèles  a  la  droite  R  située 
dans  le  plan  vertical  :  nous  construisons  les  droites  (MV,  WY),  (MV^ ,  M'Y')  asymp- 
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totes  de  rindicatrice  d'un  point  (M,  M')  de  la  méridienne;  par  un  point  L  choisi 
arbitrairement  sur  Taxe  pour  être  le  sommet  du  cône  directeur,  nous  leur  menons 
des  parallèles  (OB,  LB'),  (OB^,  LB'),  et  nous  déterminons  les  traces  B  et  B^  de 
ces  génératrices  du  cône. 

Au  point  (M,  m!)  les  asymptotes  de  l'indicatrice  sont  (MV,  wlv')  et  (MV^,  mV')  : 
les  génératrices  du  cône  qui  leur  sont  parallèles  ont  leurs  traces  aux  points  h  et  h^ 
symétriques  de  B  et  de  B|  par  rapport  à  la  droite  OF;  cette  ligne  est  donc  un  axe 
de  la  trace  du  cône.  La  droite  OH  en  est  aussi  un  axe. 

Quand  le  point  M'  arrive  en  P  sur  le  parallèle  supérieur,  les  deux  asymptotes  de 
rindicatrice  se  confondent  en  une  seule  droite  perpendiculaire  au  plan  vertical; 
il  en  est  de  même  quand  le  point  M'  se  trouve  en  Q.  Il  résulte  de  là  que  chaque 
partie  de  la  trace  s'étend  à  l'infini,  des  deux  côtés  du  point  F  et  des  deux  côtés 
du  point  F^. 

899.  Les  rayons  de  courbure,  au  point  E,  sont  El  et  EO'.  Si  l'on  prend  le  point  0' 
pour  centre  de  l' hyperboloïde  osculateur,  cette  surface  sera  de  révolution  autour  delà 
verticale  O'Z,  et  son  demi-axe  non  transverse  aura  la  longueur  EU  de  la  moyenne 
proportionnelle  entre  El  et  EO'.  La  droite  O'U  est  donc  la  projection  d'une  géné- 
ratrice de  l'hyperboloïde  parallèle  au  plan  vertical;  on  peut  la  regarder  comme 
une  asymptote  de  l'indicatrice  du  point  E,  qui  a  tourné  de  90  degrés  autour  de 
Taxe.  Nous  menons  par  le  sommet  (0,  L)  une  droite  (OD,  LD')  parallèle  a  O'U,  et 
la  faisant  tourner  de  90  degrés,  nous  ramenons  sa  trace  D  en  F  et  en  F^.  Ces  points 
sont  les  sommets  de  la  trace  du  cône  directeur, 

900.  Nous  menons  par  le  sommet  (0,  L)  une  droite  (OH,  LH')  parallèle  au  rayon 
(OH,  R)  ;  cette  ligne,  en  tournant  autour  de  l'axe,  engendre  un  cône  de  révolution 
qui  a  pour  trace  le  cercle  C^HC. 

Les  deux  cônes  se  coupent  suivant  quatre  droites  qui  percent  le  plan  horizontal 
aux  points  C,  C^,  e  et  c^.  Nous  pouvons  supposer  que  les  rayons  de  lumière  étaient 
primitivement  parallèles  à  la  droite  dont  les  projections  sont  OC  et  LC;  alors  le 
point  N'  de  la  méridienne,  où  la  tangente  est  parallèle  à  LC,  se  trouvait  être  un  point 
limite  de  la  courbe  d'ombre;  les  rayons  ayant  tourné  de  telle  manière  que  la  droite 
(OC,  L'C)  qui  leur  est  parallèle  est  venue  coïncider  avec  (OH,  LH'),  le  point  limite 
a  tourné  d'un  angle  égal  autour  du  point  0,  et  s'est  placé  en  (G,  G').  Les  autres 
génératrices  communes  aux  deux  cônes  font  trouver  trois  autres  points  limites 

(G,G'),(^,ê-')et(^,,ê-')(*)- 

La  courbe  d'ombre  sera  composée  d'arcs  réels  et  d'arcs  virtuels,  toutes  les  fois 

(  *  )  M.  Dunesme  a  fait  connaître  un  procédé  graphique  pour  déterminer  les  points  où  la  courbe 
de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  un  tore  a  pour  tangente  une  génératrice  du  cylindre  [Comptes 
rendus^  2®  semestre,  1857);  mais  la  construction  qu'il  indique  nous  paraît  moins  facile  que  celle 
que  nous  donnons.  On  trouve  cette  dernière  dans  le  Traité  de  Stéréotomie  de  M.  Leroy. 

m.  10 
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que  le  cercle  OH  coupera  la.  trace  Bb  du  cône  directeur,  c'est-a-dire  lorsque  l'on 

aura 

OH>OD 

ou 

cotLH'0'^>cotUO^E, 

ou  encore 

FO' 
cot7>^, 

en  appelant  7  Tangle  que  les  rayons  de  lumière  font  avec  le  plan  horizontal. 

EU  étant  une  moyenne  proportionnelle  entre  EO'  et  lE,  l'équation  précédente 
revient  à 

tang^7<j^. 

901 .  Courbes  d'ombre  portée,— houspillons  maintenant  étudier  la  courbe  d'ombre 
portée  par  une  surface  sur  elle-même;  cette  ligne  est  l'intersection  de  la  surface 
considérée  avec  le  cône  circonscrit  qui  a  son  sommet  au  point  lumineux. 

Revenons  à  Isl  Jigure  368,  qui  représente  une  section  du  corps  éclairé  par  un 
plan  contenant  le  point  lumineux  S.  Le  rayon  S  m  touche  la  surface  au  point  m,  et 
si  on  le  considère  comme  une  droite  géométrique  indéfinie,  il  la  coupe  aux  points 
m^  et  m^.  L'arc  mm^  est  dans  l'ombre,  et  l'arc  m,  r  est  éclairé  ;  m,  est  donc  un  point 
réel  de  la  courbe  d'ombre  portée,  comme  m  est  un  point  réel  de  la  courbe  d'ombre 
propre. 

Sur  le  rayon  Sp,  les  points  p  et  p^  sont  des  points  virtuels  des  courbes  d'ombre 
propre  et  d'ombre  portée.  La  courbe  d'ombre  portée  se  compose  ainsi  d'arcs  réels 
et  d'arcs  virtuels.  Un  pointm  de  la  courbe  de  contact  est  réel,  comme  pointd'ombre, 
lorsqu'il  se  trouve  en  dehors  des  points  de  section  m^  et  m2,  et  alors  le  premier  de  ces 
deux  points  est  réel  sur  la  courbe  d'ombre  portée.  Sur  le  rayon  S/?,  le  point  de  con- 
tact/? est  situé  entre  les  deux  points  de  sectionp^  et  pa?  il  est  virtuel,  et  le  pointp^ 
de  la  courbe  d'ombre  portée  est  également  virtuel.  Les  seconds  points  de  section, 
tels  que  ma  etpa?  n'ont  jamais  d'importance,  bien  qu'ils  appartiennent  à  la  courbe 
géométrique  de  l'ombre  portée. 

Puisqu'un  point  de  contact  devient  virtuel  lorsqu'il  passe  entre  les  deux  points 
de  section,  il  est  nécessairement  réuni  à  l'un  d'eux  quand  il  se  trouve  à  un  point 
limite,  et  par  suite  le  rayon  de  lumière  a  dans  ce  cas  un  contact  du  second  ordre 
avec  la  surface,  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  par  des  considérations  un  peu  diffé- 
rentes (art.  889).  La  ligne  d'ombre  portée  devient  virtuelle  au  même  moment; 
il  résulte  de  là  que  les  arcs  réels  des  courbes  d' ombi^e  propre  et  d' ombre  portée  ont  les 
mêmes  points  limites. 

902.  Considérons  la  courbe  A  intersection  d'une  surface  à  courbures  opposées 
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par  son  plan  tangent  en  m  [fig,  355).  Si  un  point  lumineux  S'  est  clans  ce  plan,  le 
point  m  appartiendra  a  la  courbe  d'ombre  propre,  et  l'intersection  m^  du  rayon 
S'm^  et  de  la  ligne  A  sera  un  point  de  la  courbe  d'ombre  portée.  Le  plan  tangent 
au  cône  d'ombre  le  long  de  la  génératrice  ^'m  touche  la  surface  en  m,  et  par  suite 
!a  courbe  d'ombre  portée  et  la  courbe  A,  ont  l'une  et  l'autre  pour  tangente  en  m^ 
l'intersection  des  plans  tangents  aux  points  m  et  m,,  elles  sont  donc  tangentes. 

Si  le  point  S'  se  meut  dans  le  plan,  lorsqu'il  se  trouvera  en  un  point  S  sur  l'une 
des  asymptotes  de  l'indicatrice  du  point  m,  le  rayon  Sm  sera  tangent  à  la  courbe  A 
(art.  797);  le  point  m,  se  sera  donc  réuni  au  point  m,  et  la  courbe  d'ombre 
portée  se  sera  transportée  en  se  modifiant  de  manière  a  passer  par  ce  point  ;  elle  y 
sera  tangente  à  la  branche  mm^  de  la  ligne  A,  et  par  suite  à  la  droite  m  S  ;  cette 
droite,  étant  une  asymptote  de  l'indicatrice  et  passant  au  point  lumineux,  sera 
tangente  a  la  courbe  d'ombre  propre,  et  le  point  m  sera  un  point  limite.  Nous 
voyons  ainsi  que  les  courbes  d' ombre  prouve  et  d'ombre  portée  se  rencontrent  tan  gen^- 
tiellement  aux  points  limites. 

905.  Étude  des  lignes  d' ombre  portée  par  un  tore  sur  lui-même^  et  considérations 
générales  (^).  — -  Si  l'on  coupe  le  tore  représenté  sur  X^l  figure  358  par  une  série  de 
plans  verticaux  contenant  le  point  lumineux  (S, S'),  on  pourra  tracer  dans  chaque 
section  les  rayons  tangents,  déterminer  les  points  où  ils  coupent  la  surface,  et 
construire  ainsi  l'intersection  du  tore  avec  le  cône  d'ombre.  On  trouve  la  ligne 

(GCFgr/G,  (i'CIY'g'c'f'G')', 

elle  rencontre  tangentiellementla  courbe  d'ombre  propre  aux  points  limites  (G,  G') 
et  (g-,  g'),  et  elle  a  des  rebroussements  aux  points  (F,  F')  et  [f,f')  situés  sur  les 
rayons  des  points  limites.  Cette  circonstance,  que  nous  ne  nous  sommes  pas  arrêté 
à  signaler  dans  les  articles  précédents,  résulte  de  la  forme  même  du  cône  (art.  891), 
Ainsi,  lorsque  le  point  de  section  m^  [fig,  368)  se  réunit  au  point  de  contact  m 
pour  former  un  point  limite,  le  point  m^  devient  point  de  rebroussement  de  la 
courbe  géométrique  de  l'ombre  portée. 

On  détermine  la  tangente  au  rebroussement  (F,  F')  en  prenant  l'intersection  du 
plan  tangent  au  tore  à  ce  point,  avec  le  plan  de  rebroussement  du  cône  qui  est  le 
plan  tangent  au  point  (G,  G')  (art.  897).  Nous  avons  fait  la  construction  en  pre- 
nant pour  ligne  de  terre  une  droite  xy  plus  rapprochée  du  tore  que  XY,  afin  que 
tous  les  tracés  fussent  dans  le  cadre  de  l'épure.  La  tangente  du  méridien  principal 
au  point F'^,  situé  sur  le  même  parallèle  que  (F,  F')  estF\  a\;  on  trouve  d'après  ceîa 
que  la  trace  horizontale  du  plan  tangent  au  cône  est  a|3.  La  trace  du  plan   de 

{ *  )  Nous  rappelons  qu'il  ne  s'agit  ici  que  de  la  discussion  des  lignes  d'ombre  considérées  comme 
formées  de  parties  réelles  et  de  parties  virtuelles.  Nous  avons  étudié  dans  le  livre  V  toutes  les  ques- 
tions qui  se  rattachent  à  la  construction  de  ces  lignes. 
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rebroussement  pour  le  cône  est  la  droite  E,p  parallèle  à  EH.  La  tangente  an  re- 
broussement  pour  le  point  (F,  F')  est  donc  la  droite  (F(3,  V^').  Le  point  (/,/') 
étant  peu  éloigné  du  parallèle  supérieur,  le  plan  qui  y  est  tangent  au  tore  fait  un 
angle  très-petit  avec  le  plan  horizontal,  et  par  suite  la  tangente  au  rebroussement 
de  la  projection  horizontale  est  a  peu  près  parallèle  à  eh.  Nous  ne  l'avons  pas 
déterminée  d'une  manière  précise. 

Nous  avons  tracé  à  une  échelle  quadruple  la  partie  de  la  projection  verticale  de 
l'intersection  voisine  du  point  F'  {/ig.  358  bis),  afin  d'en  bien  faire  comprendre 
la  forme.  Au  point  (/,/')  le  plan  tangent  est  à  peu  près  perpendiculaire  au  plan 
vertical,  et  par  suite  il  aurait  fallu  amplifier  considérablement  la  partie  de  la  figure 
voisine  du  point/'  pour  représenter  avec  netteté  le  rebroussement  qui  s'y  trouve. 

904.  Une  génératrice  du  cône,  tangente  au  tore  en  un  point  pris  sur  l'arc  AG  et 
peu  éloigné  de  G  (*),  va  couper  le  tore  en  deux  points  dont  le  premier  appartient  à 
la  partie  réelle  de  la  courbe  d'ombre  portée.  Si  le  point  de  tangence  s'avance  vers 
le  point  A,  les  points  de  section  se  rapprochent  et  arrivent  à  se  confondre  en  un 
certain  point  G  qui  se  trouve  nécessairement  sur  la  courbe  de  contact  ag,  car 
la  génératrice  SC  y  est  tangente  à  la  ligne  d'ombre  portée,  et  par  suite  a  la  surface. 
Cette  génératrice  a  d'ailleurs  un  premier  point  de  contact  c  sur  l'arc  AG,  elle  est 
donc  l'intersection  de  deux  parties  distinctes  du  cône  circonscrit,  et  on  peut  déter- 
miner sa  position  avec  assez  de  précision  en  construisant,  comme  nous  l'avons 
fait,  la  trace  du  cône  sur  un  plan  XY,  et  joignant  le  point  double  Q  de  cette  courbe 
au  point  lumineux  (**). 

On  reconnaît  par  les  mêmes  raisonnements,  et  en  considérant  les  génératrices 
tangentes  aux  différents  points  de  l'arc  Cg,  que  le  rayon  SQ,  bitangent  au  tore,  doit 

(*)  Nos  notations  se  rapportent  seulement  à  la  projection  horizontale,  mais  les  raisonnements 
s'appliquent  aux  lignes  et  aux  points  considérés  dans  l'espace. 

(  **  )  On  peut  déterminer  la  position  du  rayon  bitangent  SQ,  parles  constructions  faciles  auxquelles 
conduisent  les  deux  remarques  suivantes  : 

1°  Pour  que  la  distance  de  deux  des  points  d'intersection  du  tore  et  d'une  transversale  rectiligne  soit 
égale  à  la  distance  des  deux  autres,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  transversale  soit  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  joint  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  V  3'  au  centre  (0^  O')  de  la  surface. 

On  conclut  de  là  que  le  cône,  lieu  des  droites  menées  par  un  point  fixe  (S,  S')  de  manière  que  la 
somme  de  deux  des  segments  interceptés  entre  ce  point  et  le  tore  soit  égale  à  la  somme  des  deux 
autres,  a  pour  trace  sur  le  plan  horizontal  V  J'  le  cercle  décrit  sur  OS  comme  diamètre. 

2°  Le  lieu  des  droites  que  l'on  peut  mener  par  le  point  (S,  S')  de  manière  que  le  produit  de 
deux  des  segments  interceptés  entre  ce  point  et  le  tore  soit  égal  au  rectangle  des  deux  autres,  con- 
siste en  deux  plans  perpendiculaires  au  plan  méridien  OS.  Pour  obtenir  leurs  traces  sur  ce  plan,  il 
suffit  de  résoudre  le  problème  suivant  qui  n'offre  pas  de  difficulté  :  par  un  point  pris  dans  le  plan  de 
deux  cercles,  mener  une  transversale  telle,  que  le  rapport  des  segments  déterminés  par  l'un  des  cercles 
soit  égal  au  rapport  des  segments  déterminés  par  l'autre ;,  ces  segments  étant  mesurés  à  partir  du 
point  donné.  (Moutakd,) 
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toucher  la  courbe  d'ombre  portée  à  son  premier  point  de  contact  c,  comme  au  se- 
cond C. 

La  ligne  séparatrice  de  la  partie  éclairée  et  de  la  partie  obscure  sur  la  nappe  inté- 
rieure du  tore  se  compose  del'arc  (AG,  A' G')  de  la  courbe  d'ombre  propre,  de  l'arc 
(GC,  G'C')  de  la  courbe  d'ombre  portée,  et  enfin  de  l'arc  (Ca,  Çla')  de  la  courbe 
d'ombre  propre. 

905.  On  voit  que  les  courbes  d'ombre  propre  et  d'ombre  portée  peuvent  se  ren- 
contrer de  deux  manières  différentes,  d'abord  lorsqu'un  point  de  section  m^  se 
réunit  au  point  de  contact  m  [fig,  368),  ensuite  lorsque  les  deux  points  de  section 
m^  et  7722  se  confondent.  Dans  ce  dernier  cas,  qui  est  celui  des  points  C  et  c 
{Jig/5SS),  les  deux  courbes  sont  tangentes  a  deux  diamètres  conjugués  de  l'in- 
dicatrice de  leur  point  de  rencontre,  car  la  courbe  d'ombre  portée  a  pour  tangente 
le  rayon  de  lumière,  et  cette  droite  est  conjuguée  à  la  tangente  de  la  courbe 
d'ombre  propre  (*)  (art.  877).  Il  résulte  de  là  que  ces  lignes  ne  peuvent  se 
rencontrer  tangentiellement  qu'à  un  point  limite,  car  elles  ne  sauraient  avoir 
d'autre  tangente  commune  qu'une  asymptote  de  l'indicatrice. 

Les  observations  que  nous  venons  de  présenter  peuvent  être  faites  quel  que  soit 
le  corps  qui  porte  ombre,  et  par  conséquent  nous  avons  le  théorème  suivant  : 

Quand  sur  une  surface  la  courbe  d'ombre  propre  et  la  courbe  d'ombre  portée  par  une 
autre  surface  quelconque  se  rencontrent,  ces  lignes  sont  tangentes  à  deux  diamètres 
conjugués  de  F  indicatrice  du  point  commun, 

906.  Si  le  point  S'  s'abaisse,  les  points  a  et  C  se  rapprocheront  l'un  de  l'autre. 
Quand  le  point  S'  sera  sur  la  tangente  alterne  commune  des  deux  cercles  A'B'  et 
a!b',\Q  pointe  et  celui  qui  lui  est  symétrique  sur  la  partie  non  représentée  du 
tore  seront  confondus  avec  le  point  a  ;  les  points  P,  />  et  Q  seront  réunis;  les  deux 
parties  du  cône  d'ombre  se  toucheront  le  long  de  la  génératrice  bitangente. 

La  partie  dont  la  trace  est  EP  touchera  le  cône  au  point  a,  et  la  courbe  d'omk;e 
portée  aura  un  point  double  au  point  de  contact  <2.  Le  point  A  sera  un  second  point 
double  de  cette  courbe.  On  pourra  déterminer  les  tangentes  à  ces  points,  par  la  mé- 
thode de  l'article  865  ('^). 

Si  le  point  S'  continue  à  s'abaisser,  aucun  rayon  ne  passera  dans  l'intérieur  du 


(  *)  Nous  avons  fait  cette  observation  avec  M.  Mannheim. 

(  ^*  )  On  remplacera  le  tore  par  un  hyperboloïde  oscuîateur,  et  le  cône  par  un  cylindre  osculateur. 
On  obtiendra  sans  difficulté  l'hyperboloïde  (art.  869);  s'il  s'agit  du  point  a,  le  rayon  de  la  section 
droite  du  cylindre,  sera  celui  de  la  seconde  section  principale  du  tore  en  A.  Il  faut  remarquer,  en 
effet,  que  la  génératrice  Sa  appartient  à  la  partie  du  cône  qui  est  circonscrite  au  tore  le  long  de  la 
ligne  AG.  Gomme  d'ailleurs  cette  ligne  rencontre  normalement,  au  point  A,  le  méridien  DB  du  tore 
et  la  génératrice  S«  du  cône,  elle  est  tangente  aux  secondes  sections  principales  des  deux  surfaces; 
ces  sections  sont  donc  dans  le  plan  normal  qui  contient  la  tangente  de  la  courbe  de  contact  AG,  et 
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tore^  et  la  séparatrice  sera  composée  seulement  d'un  arc  de  la  ligne  d'ombre  propre 
et  d'un  arc  de  la  ligne  d'ombre  portée. 

907.  Cas  où  il  est  nécessaire  d'açoir  égard  aux  dimensions  des  corps  lumineux,— 
Jusqu'à  présent  nous  avons  supposé  que  les  dimensions  du  corps  lumineux  pou- 
vaient être  négligées  ;  lorsqu'il  est  nécessaire  d'en  tenir  compte,  la  surface  d'ombre 
devient  une  développable  circonscrite,  mais  le  théorème  des  tangentes  conjuguées 
étant  applicable  dans  ce  cas,  comme  dans  celui  du  cône  circonscrit,  on  est  conduit 
à  des  conséquences  analogues  à  celles  que  nous  avons  exposées  dans  les  articles 
précédents.  Toutefois  la  complication  est  un  peu  plus  grande,  parce  qu'il  faut  avoir 
égard  aux  arcs  virtuels  de  la  courbe  de  contact  sur  le  corps  lumineux.  Ainsi,  lors- 
qu'une génératrice  de  la  développable  se  confond  avec  une  des  asymptotes  de 
l'indicatrice  de  son  point  de  contact  avec  la  surface  éclairée,  ce  point  n'est  un  point 
limite  des  courbes  d'ombre,  que  si  la  génératrice  est  extérieure  au  corps  lumineux 
prés  du  point  où  elle  le  touche.  Cette  observation  n'a  du  reste  aucune  importance 
dans  la  pratique,  car  les  surfaces  lumineuses  ne  sont  pas  a  courbures  opposées. 

Extension  du  théorème  des  tangentes  conjuguées. 

908.  Le  théorème  des  tangentes  conjuguées  ne  donne  aucune  indication  sur  la  tangente 
de  la  courbe  d'ombre  propre,  quand  la  surface  est  osculée  par  un  plan  au  point  considéré. 
Nous  allons  étudier  ce  cas,  à  l'aide  du  calcul  différentiel. 

Considérons  la  surface 

(i)  ^     z=f[x,f)\ 

l'équation  de  son  plan  tangent  en  un  point  est 

z  —  z'=p[x  —  x')~\-q{X—f)^ 
x\  j^,  z'  sont  les  coordonnées  variables,  x,  j,  z  les  coordonnées  du  point  de  contact,  et 
p,  q  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  z. 

Si  le  plan  tangent  contient  un  point  fixe  (a,  p,  y),  on  aura 

(2)  z  —y  =  p  [x  —  a)  -\-q{r—  ^], 

Les  équations  (i)  et  (2)  déterminent  la  ligne  de  contact  de  la  surface  considérée  avec  le 
cône  circonscrit  dont  le  sommet  est  au  point  fixe. 
En  différentiant  l'équation  (2),  on  trouve,  pour  déterminer  l'inclinaison  sur  l'axe  des 

par  suite  leurs  rayons  de  courbure  sont  égaux,  conformément  au  théorème  suivant  de  M.  Charles  Du  pin  : 
Quand  deux  surfaces  sont  tangentes  V  une  a  l'autre  le  long  d'une  courbe, j  leurs  sections  par  un  plan 

tangent  h  cette  courbe  ont  un  contact  du  troisième  ordre. 

Pour  prouver  ce  théorème,  supposons  que  l'on  fasse  passer  un  plan  sécant  par  deux  points  M  et  N 

(le  !a  ligne  de  contact  A  :  les  sections  des  surfaces  seront  tangentes  en  ces  points.  Si  maintenant  on 

transporte  le  plan  de  manière  à  le  rendre  tangent  à  la  courbe  A,  les  points  M  et  N  se  confondront, 

et  les  sections  auront  quatre  points  communs  réunis  en  un  seul,  ou  un  contact  du  troisième  ordre„ 
Si  le  plan  était  tangent  aux  surfaces  en  un  point  M  de  la  hgne  de  contact,  le  point  M  serait  double 

dans  les  deux  sections,  et  ces  courbes,  bien  qu'ayant  quatre  points  réunis  en  un  seul,  ne  seraient 

plus  tangentes. 
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abscisses  de   la  tangente  de  la  projection  de  la  courbe  de  contact  sur  le  plan  des  xy\^. 
l'équation 

(3)  [s[a;-^cc]-^t{r^^)]  g  +  [r(^-a)-i-5(j-p)]=^o. 

Quand  au  point  considéré  la  surface  est  osculée  par  un  plan,  les  dérivées  r,  6-  et  t  sont 
nulles,  et  ~-  se   présente    sous  une    forme    indéterminée.    Pour  obtenir  sa   valeur,  il 

faut  différentier  Téquation  (3),  en  y  regardant  j  comme  une  fonction  de  ^,  et  -p  comme 
une  quantité  constante.  On  trouve 

[^(^-^)  +  <^(r~-P)H-^]  (£')'+ ^[^^(^--^)^-^(r—P)  +  ^]^^ 

+  [w  [x  —  oi)-^ia  [f —  j3)-i-r]  =  o. 
Au  point  considéré  r,  s  ei  t  sont  nuls,  et  nous  avons 

[a;(^  — a)4-c;(j— (3)]  (^^y  ^  '2[m  [x~a)-i^  w  {r—?>)]^ 

Cette  équation  donne  deux  valeurs  pour  —  ;   par   conséquent,  quand  une  surface  est 

osculée  par  un  plan,  le  point  de  contact  est  un  point  double  {ou  isolé)  de  la  courbe 
d'ombre,  si  un  point  lumineux  est  situé  dans  le  plan. 

Nous  appelons  m  le  coefficient  différentiel  de  la  projection  sur  le  plan  des  xy  du  rayon 
de  lumière  qui  aboutit  au  point  considéré 

X — a 
L'équation  que  nous  avons  obtenue  devient 

(4)  {w-^i^m){~\-^-'i[m-i-wm]'~ 

909.  On  a  identiquement 

dz==pdx-hqdf'+-  -  {rdx''-^2,sdxdf'^  tdf') 

-1 — ^  [udx^-^-  Zmdx^dy-^Zwdxdy^ -V'ijdx^)'^. .  .; 

r,  s  et  i  sont  nuls  au  point  considéré;  p  et  g  seront  également  nuls  si  nous  supposons  le 
plan  des  xy  parallèle  au  plan  osculateur.  Négligeant  alors  les  infmiment  petits  des  ordres 
supérieurs  au  troisième,  on  a 

dz  —  ~  (  udx^  H-  Siudx^df  -Jr^wdx  df'  -h  i>dx'  ). 
2 .  o 
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dx  et  df  sont  les  coordonnées  variables  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  par  un 
plan  parallèle  au  plan  osculateur,  et  distant  de  ce  plan  delà  longueur  infiniment  petite  dz. 
Cette  courbe^  qui  est  du  troisième  ordre,  peut  être  considérée  comme  remplaçant  l'indi- 
catrice. 

C  étant  une  grandeur  finie  quelconque,  l'équation 

(  5  )  ux^  H-  3  mx'^f  -{-  3  o^  xy  ^  +  vy^  z=l  C 

représentera  une  courbe  homothétique  de  l'indicatrice  du  troisième  ordre.  Quand  C  est 
nul,  elle  donne  trois  droites  que  l'on  peut  considérer  comme  formant  une  indicatrice. 
Nous  désignerons,  pour  abréger,  l'équation  (5)  par 

(6)  F^zro. 

910.  Supposons  que  l'on  trace  dans  le  plan  de  la  courbe  (6)  une  série  de  droites  paral- 
lèles, et  qu'on  prenne  sur  chacune  d'elles  les  points  centraux  de  ses  intersections  avec  la 
courbe,  c'est-à-dire  les  points  tels,  que  le  produit  de  leurs  distances  aux  points  où  la  droite 
coupe  la  courbe  soit  un  maximum  en  grandeur  absolue  :  le  lieu  de  ces  points  sera  une 
courbe  que  l'on  pourra  considérer  comme  le  diamètre  de  la  proposée  ]par  rapport  à  la 
direction  des  sécantes  (*).  m  étant  le  coefficient  angulaire  de  cette  direction,  l'équation 
du  diamètre  est 

^F  JF 

\-m-j-  —o; 

dx  dy 

ou  bien,  en  prenant  les  dérivées  dans  l'équation  (5), 

(  3  ux"^  •+- 6 wi ^/+  3 wy"^  )  -4-  m  (  3 xax"^  -H  6 w  ^j  -h  3  K>y'^  )  =  Oo 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

(  (^  4-  ^m  )    (  ~  j  -h  2  (  z«  -H  wm  )  i^  4-  (  i^  4-  mm  )  ==:  o  ; 

elle  représente  deux  droites,  car  elle  est  homogène  et  du  second  ordre.  En  la  rapprochant 
de  l'équation  (4),  on  voit  que  ces  deux  droites  sont  respectivement  tangentes  aux  deux 
branches  de  la  courbe  d'ombre. 

Quand  une  surface  est  oseulée  par  un  plan  en  un  point,  si  elle  est  éclairée  par  un  point 
lumineux  situé  dans  ce  plan,  le  point  d'osculation  appartient  deux  fois  à  la  courbe  d'ombre, 
et  les  deux  branches  sont  tangentes  à  deux  droites  qui  forment  le  diamètre  de  l'indica- 
trice du  troisième  ordre  par  rapport  à  la  direction  du  rayon  de  lumière, 

['*')    Foir\es  Etudes  analytiques  sur  la  théorie  des  courbes  planes,  par  M.  Lucas,  p.  8  et  9. 
Ces  dernières  considérations  peuvent  être  rattachées  à  la  théorie  des  polaires  des  divers  ordres. 
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CHAPITRE  lY. 

LIGNES   TRACÉES   SUR   UNE   SURFACE  ET    RELATIVES   A    SES   COURBURES e 


§  î, — Lignes  de  courbure. 

Lignes  de  courbure  des  surfaces  de  résolution,  des  surfaces  développables 
et  des  surfaces-moulures. 

911.  Nous  avons  vu  à  Tarticle  820  qu'il  existe  sur  toute  surface  deux  séries  de 
îignes  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  une  section  principale,  et  nous  avons 
dit  que  Monge  avait  appelé  ces  courbes  lignes  de  courbure.  Une  courbe  tracée  sur  une 
surface  en  est  une  ligne  de  courbure  quand  le  lieu  des  normales  de  la  surface  en  ses 
différents  points  est  une  développable.  Lorsqu'on  connaît  les  lignes  de  courbure  de 
Tune  des  séries,  on  obtient  celles  de  l'autre  série  en  traçant  des  courbes  qui  les 
coupent  toutes  a  angle  droit,  c'est-à-dire  leurs  trajectoires  orthogonales. 

Sur  une  surface  de  révolution,  les  lignes  de  courbure  sont  les  méridiens  et  les 
parallèles,  car  les  normales  aux  différents  points  d'un  méridien  sont  dans  le  plan 
de  cette  courbe,  et  les  normales  aux  divers  points  d'un  parallèle  forment  un  cône 
(art.  186). 

Quand  l'axe  perce  la  surface,  tous  les  méridiens  passent  au  point  de  rencontre, 
et  par  exception  il  y  a,  en  ce  point,  une  infinité  de  lignes  de  courbure.  Si  l'axe 
est  normal  a  la  méridienne,  toutes  les  sections  normales  sont  identiques,  et  le  point 
est  un  ombilic  (art.  795).  Si  la  méridienne  coupe  obliquement  l'axe,  la  surface 
a  une  infinité  de  plans  tangents;  chaque  méridien  est  une  section  principale  par 
rapport  à  l'un  d'eux;  l'autre  section  principale  est  le  parallèle  dont  le  rayon 
est  nul. 

Les  normales  de  la  sphère  se  rencontrent  toutes  au  centre,  et  par  suite  une 
courbe  quelconque  tracée  sur  cette  surface  peut  être  considérée  comme  une  ligne 
de  courbure.  Chaque  point  d'une  sphère  est  un  ombilic,  et  tout  grand  cercle  peut 
être  regardé  comme  une  section  principale  à  l'un  quelconque  de  ses  points. 

912.  Les  génératrices  rectilignes  d'une  développable  en  sont  des  lignes  de  cour- 
bure, car  les  normales  de  la  surface  aux  différents  points  de  l'une  de  ces  droites 
forment  un  plan.  Les  lignes  de  courbure  de  la  seconde  série  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  génératrices  ou  les  développantes  de  l'arête  de  rebroussement 
(art.  436,  441).  Sur  un  cylindre  ces  lignes  sont  les  sections  droites,  et  sur  un 
cône  les  sections  par  des  sphères  ayant  leur  centre  au  sommet. 

915.  Considérons  dans  un  plan  une  courbe  AB  et  une  droite  G  [fig.  36i)  :  si  le 
plan  se  meut  en  restant  normal  à  un  cylindre  directeur,  de  manière  que  la  droite 
lîi.  ïî 


82  LIVRE   VIIU  —  COURBURE   DES   SURFxiCESo 

G  occupe  successivement  la  position  des  diverses  génératrices  rectilignes  de  cette 
surface,  et  que  chacun  de  ses  points  en  décrive  une  section  droite,  la  courbe  AB 
qui  occupe  une  position  invariable  par  rapport  à  G  décrira  une  surface  que  Ton 
appelle  surface-moulure. 

Dans  le  mouvement  une  droite  Mm  perpendiculaire  à  G  est  toujours  normale  à 
la  section  droite  décrite  par  le  point  m;  sa  longueur  est  constante  :  les  courbes 
décrites  par  les  points  M  et  m  ont  donc  une  même  développée,  et  par  suite  le  plan 
mobile  est  perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  trajectoire  du  point  M,  c'est-à-dire 
qu'il  est  normal  à  la  surface-moulure  en  un  point  quelconque  de  la  courbe  AB. 
Cette  génératrice  curviligne  forme  donc  dans  ses  différentes  positions  les  lignes  de 
courbure  de  Tune  des  séries.  Les  lignes  de  la  seconde  série  sont  les  courbes  dé- 
crites par  les  différents  points  de  AB. 

Une  surface-moulure  peut  être  considérée  comme  l'enveloppe  des  positions  d'une 
surface  de  révolution  dont  l'axe  se  meut  sur  un  cylindre  de  manière  que  ses  diffé- 
rents points  en  décrivent  des  sections  droites  (*). 

Observations  pour  la  détermination  des  lignes  de  courbure  de  quelques  surfaces. 

914.  Lorsque  sur  une  surface  emeloppe  les  caractéristiques  sont  des  lignes  de  cour- 
bure y  elles  sont  aussi  lignes  de  courbure  sur  les  enveloppées,  car  une  enveloppe  et  l'une 
quelconque  de  ses  enveloppées  ont  les  mêmes  normales  aux  divers  points  de  la 
caractéristique  correspondante.  La  proposition  réciproque  est  évidemment  vraie; 
elle  donne  un  moyen  de  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  quelques  surfaces,  et 
notamment  de  celles  qui  sont  enveloppes  d'une  sphère  mobile. 

Quand  un  plan  coupe  une  surface  sous  une  inclinaison  constante,  l'intersection  est 
une  ligne  de  courbure  de  la  surface,  car  les  droites  qui  lui  sont  normales  aux  divers 
points  de  cette  courbe  sont  également  inclinées  sur  le  plan  ;  la  surface  qu'elles  for- 
ment est  donc  d'égale  pente  et  par  suite  développable  (art.  545)  (**). 

Théorème  de  M.  Dupin  sur  les  surfaces  orthogonales. 

915.  On  parvient  quelquefois  à  déterminer  les  lignes  de  courbure  par  la  consi- 
dération des  surfaces  orthogonales,  c'est-à-dire  des  surfaces  qui  se  coupent  à  angle 
droit  sur  toute  l'étendue  de  leur  intersection. 

Considérons  trois  surfaces  orthogonales  qui  se  croisent  en  un  point  A  [fig.  36o)  ; 
soient  AX,  AY  et  AZ  les  tangentes  des  lignes  suivant  lesquelles  elles  se  coupent 

{■*)  Monge,  Application  de  V Analyse  a  la  Géométrie,  §  XVIÏ. 

(  **)  CeUe  proposition  est  due  à  M.  Joachimsthal.  Il  existe  un  tliéorème  plus  général  qui  consiste  en 
ee  que,  quand  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle  constant,  si  leur  intersection  est  une  ligne  de 
courbure  de  Tune  d'elles,  elle  est  aussi  une  ligne  de  courbure  de  l'autre. 
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deux  a  deux  :  nous  'à])])e\\eYons>  première  surface  celle  qui  est  normale  a  la  droite  AZ^ 
seconde  et  troisième  surfaces  celles  qui  sont  respectivement  normales  aux  droites  AY 
et  AX. . 

Nous  prenons  sur  ces  lignes,  que  nous  considérons  comme  des  axes,  des  points 
P,  N  et  M  à  des  distances  du  point  A  infiniment  petites  et  égales. 

Le  point  M  appartient  aux  deux  premières  surfaces  qui  s'y  coupent  a  angle  droit, 
comme  à  tous  les  autres  points  de  leur  intersection.  En  désignant  par  a,,|S^,Y,  et 
c^2?i32>72  les  angles  que  les  normales  à  ces  surfaces  au  point  M  font  avec  les  axes, 
nous  avons 

cosa^cosas-HcosPiCOsPâ  -l-cosy^  COS72  —  o. 

Les  angles  aj,  p^,  a^  et  72  diffèrent  infiniment  peu  d'un  droit,  les  angles  7^  et  jS^ 
sont  infiniment  petits.  On  a  par  conséquent,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du 
second  ordre, 

(l)  C0S|3^  H-C0S72  — o. 

En  appelant  a\,  ^^^  y\  et  «3,  p'3,  7^  les  angles  que  les  normales  de  première  et 
troisième  surfaces,  au  point  N,  font  avec  les  axes,  on  trouve 

(21)  cos73-hcosa\~  o. 

Enfin  en  nommant  0:2,  |S 2, 72  et  oc\,^"^,y^  les  angles  que  les  normales  des  seconde 
et  troisième  surfaces,  au  point  P,  font  avec  les  axes,  on  a 

(3)  cosag-rCosPg— o. 

Les  longueurs  infiniment  petites  AM  et  AN  étant  égales,  le  théorème  de  M.  Ber- 
trand donne 

(4)  cosp^  — cosa'i, 

car  les  angles  jS^  et  a\  sont  complémentaires  des  angles  que  les  normales  de  la 
première  surface  aux  points  M  et  N  font  respectivement  avec  les  plans  normaux  et 
rectangulaires  ZAX  et  ZAY.  On  trouve  de  la  même  manière 

(5)  cosa2  =00372,     cosyg^cosp'g. 

Ajoutant  les  équations  (i)  et  (2)  et  ayant  égard  à  l'équation  (4)?  on  obtient 

2C0Sp^  -HC0S72-}-C0S7'3=O. 

Les  équations  (3)  et  (5)  donnent  d'ailleurs 

COS72  -}-cos7'3  ==0. 
On  a  donc 

cosPi  =0. 
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Nous  voyons  que  la  déviation  de  la  normale  à  la  première  surface,  au  point  M, 
est  nulle,  et  que  par  suite  la  droite  AX  est  tangente  a  une  ligne  de  courbure  de 
cette  surface;  elle  est  également  tangente  à  une  ligne  de  courbure  de  la  troisième 
surface,  et  chacun  des  autres  axes  jouit  d'une  propriété  analogue  pour  les  deux 
surfaces  dont  il  touche  Tintersection. 

Il  résulte  immédiatement  de  là  que  si  trois  séries  de  surf  aces  sont  telles^  que  les  sur- 
faces de  chaque  série  coupent  partout  à  angle  droit  celles  des  deux  autres  séries,  chaque 
courbe  dHntersection  est  à  la  fois  une  ligne  de  courbure  pour  les  deux  surfaces  de  diffé- 
rentes séries  auxquelles  elle  appartient  (*  ) . 

Surfaces  du  second  ordre  orthogonales. 

916.  Deux  surfaces  du  second  ordre  ayant  les  mêmes  plans  principaux  peuvent 
être  représentées  par  les  équations 

^2  yi  ^2  ^2  y'i  2^   

En  désignant  les  coordonnées  variables  par  X,  Y  et  Z,  on  trouve  que  les  équa-»- 
tiens  des  plans  tangents  en  un  point  commun  [x,  y,  z)  sont 

Pour  que  ces  plans  soient  rectangulaires,  il  faut  que  Ton  ait 

X^                    T^                   Z^ 
. ! ^ — .  4-,   ::::::  q. 

m' m''        nW        pY^ 

Cette  équation  représente  un  cône  du  second  degré,  dont  les  axes  sont  dirigés 
sur  les  axes  coordonnés;  par  conséquent,  quand  deux  surfaces  du  second  ordre  ont 
des  plans  principaux  communs,  tous  les  points  où  elles  se  coupent  à  angle  droit  appar- 
tiennent à  un  cône  de  cet  ordre  qui  a  les  mêmes  plans  principaux.  D'après  un  théo- 
rème qui  nous  a  déjà  été  utile  (art.  249),  les  courbes  d'intersection  des  trois  sur- 
faces considérées  deux  à  deux  se  projettent  sur  un  quelconque  des  plans  coor- 
donnés suivant  des  coniques.  Les  sommets  de  ces  projections  sont  les  projections 
des  points  des  courbes  situés  dans  les  autres  plans  principaux. 

Si  les  sections  principales  des  deux  surfaces  du  second  ordre  se  rencontrent  à 
angle  droit,  les  surfaces  elles-mêmes  se  couperont  sous  cet  angle  aux  points  où 
leur  intersection  perce  les  plans  principaux,  et  ces  points  appartiendront  au  cône. 
Alors  le  cône  et  les  surfaces  que  nous  considérons  se  couperont  deux  à  deux  sui- 
vant trois  courbes  qui,  projetées  sur  les  plans  principaux,  seront  du  second  ordre 

(*  )  M.  Dupin  a  donné  ce  théorème  dans  ses  Développements  de  Géométrie  [Hç"  Mémoire).  La  dé- 
monstration que  nous  avons  adoptée  est  de  M.  Bertrand  [Journal  de  Mathématiques^  i844)- 
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et  auront  tous  leurs  sommets  (réels  ou  imaginaires)  communs;  elles  seront  clone 
identiques,  et,  par  suite,  deux  surfaces  du  second  ordre  ayant  les  mêmes  plans prin-- 
cipaux  sont  orthogonales  quand  leurs  sections  principales  se  coupent  à  angle  droit, 

917.  Quand  une  ellipse  et  une  hyperbole  ont  les  mêmes  foyers ,  elles  se  rencontrent 
à  angle  droit,  car  leurs  tangentes  en  chacun  des  points  communs  sont  les  bissec-- 
trices  des  angles  supplémentaires  que  comprennent  les  mêmes  rayons  vecteurs. 

Réciproquement,  une  ellipse  et  une  hyperbole  sont  homofocales  quand  elles  ont  les 
mêmes  axes  et  quelles  se  coupent  à  angle  droit,  car  l'hyperbole  qui  passe  par  les 
quatre  points  de  rencontre  des  deux  courbes  et  qui  a  les  mêmes  foyers  que  l'ellipse 
touche  l'hyperbole  donnée  en  quatre  points,  et,  par  suite,  se  confond  avec  elle. 

De  ce  théorème,  et  de  celui  qui  a  été  démontré  à  l'article  précédent,  il  résulte 
que  deux  surfaces  du  second  ordre  sont  orthogonales  quand  leurs  sections  principales 
sont  homofocales.  On  dit  alors  que  les  surfaces  sont  homofocales. 

Lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre. 
918.  Considérons  la  surface  du  second  ordre  représentée  par  l'équation 

^  ^  ^  ar  —  irû  *^  ^^  _  „[^  ~^  c^  —  m'  ~~  ^  " 

Les  axes  coordonnés  sont  rectangulaires;  a^,  è^,  c^  sont  des  coefficients,  et  rri^  une 
constante  arbitraire. 

Les  différences  des  carrés  des  demi-axes  sont  indépendantes  des  valeurs  de  m^, 
et,  par  suite,  si  Ton  fait  passer  cette  constante  par  tous  les  états  de  grandeur 
depuis  —  ^  jusqu'à  -H  oo  ,  toutes  les  surfaces  données  par  l'équation  auront  leurs 
sections  principales  homofocales. 

Quand ;?2^  est  négatif  et  très-grand,  la  surface  est  un  ellipsoïde;  si  l'on  fait  va-- 
rier  m^  comme  nous  l'avons  indiqué,  le  premier  membre  de  l'équation  (  i  )  arrivera 
a  contenir  un  terme  négatif,  puis  deux  et  enfin  trois;  on  aura  dans  ce  dernier  cas 
un  ellipsoïde  imaginaire. 

En  ne  considérant  que  les  surfaces  réelles,  nous  voyons  que  le  système  complet 
des  homofocales  représentées  par  Téquation  (  i  )  comprend  trois  séries  composées, 
la  première  d'ellipsoïdes,  la  seconde  d'hyperboloïdes  à  une  nappe,  et  la  troisième 
d'hyperboloïdes  à  deux  nappes.  La  transition  d'une  série  à  l'autre  se  fait  par  une 
surface  ayant  un  axe  nul,  c'est-à-dire  par  une  conique.  Nous  avons  trouvé  des  dis- 
positions analogues  dans  le  système  des  surfaces  du  second  ordre  qui  peuvent  être 
inscrites  dans  une  même  développable  (  art.  526 )  (  *  ) . 

(  *  )  Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  considérer  les  surfaces  du  second  ordre  homofocales 
(art.  544). 
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919.  Par  un  point  quelconque  de  l'espace  on  peut  faire  passer  une  surface  de 
chaque  série.  — On  le  reconnaît  facilement  par  la  discussion  directe  des  séries;  ainsi, 
les  ellipsoïdes  forment  une  suite  continue  depuis  l'aire  d'une  ellipse  jusqu'à  une 
surface  dont  les  axes  sont  infinis,  et,  par  suite,  ils  remplissent  l'espace  de  leurs 
points. 

L'équation  (  i  )  va  nous  conduire  aux  mêmes  résultats;  on  peut  la  mettre  sous 
la  forme 

—  (a^  —  m^)  ( 6^ — 772^ )  (c^  — m^ )  ==  o. 

Si  X,  y  et  z  sont  les  coordonnées  d'un  point  donné>  on  aura  une  équation  du 
troisième  degré  pour  déterminer  la  constante  m^  qui  particularise  la  surface  à  la- 
quelle appartient  ce  point.  On  peut  supposer  que  a^  est  plus  grand  que  è'^  et  b^ 
plus  grand  que  c^;  alors,  en  faisant  successivement  ttz^  égal  à  a^,  5^,  c^  et  -—  oo  ,  on 
trouve  des  valeurs  alternativement  positives  et  négatives  pour  le  polynôme  qui 
forme  le  premier  membre  de  l'équation.  Les  trois  valeurs  de  /n^  sont  donc  toujours 
réelles,  et  les  surfaces  qu'elles  déterminent  appartiennent  à  des  séries  différentes. 

920.  Il  résulte  de  ces  diverses  considérations,  et  des  théorèmes  démontrés  aux 
articles  916  et  917,  que  les  surfaces  des  trois  séries  représentées  par  l'équa- 
tion  (  I  )  sont  orthogonales,  et,  par  suite,  que  leurs  intersections  mutuelles  sont 
leurs  lignes  de  courbure. 

Considérons  spécialement  la  surface  qui  correspond  à  la  valeur  o  de  m%  et  dont 
l'équation  est 

^     ^  a^        o^       c^ 

Nous  aurons  ses  lignes  de  courbure  en  prenant  son  intersection  avec  l'ensemble  des 
surfaces  représentées  par  l'équation  (i). 

L'élimination  de  z  entre  les  équations  (  i  )  et  (2)  donne 

La  projection  dune  ligne  de  courbure  d'une  surface  du  second  ordre  sur  l'un  quel- 
conque de  ses  plans  principaux  est  une  conique. 

En  appelant  a'  et  b'  les  demi-axes  de  cette  courbe  considérée  comme  une  ellipse, 
nous  avons 

(4)  «"=5^«^         ^"=|^^'- 

L'élimination  dem^  entre  ces  équations  donne 

(K\  a'  —  c^a^        h""  —  c^   6^  __ 
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On  Yoit  que  les  demi-axes  des  coniques,  projections  des  lignes  de  courbure  sur 
un  plan  principal,  sont  les  coordonnées  d'une  autre  conique.  On  a,  pour  déter- 
miner les  demi-axes  a  et  |3  de  cette  courbe  auxiliaire  considérée  comme  une  ellipse ^ 
les  équations 

ni 7)2  7)2 f,7. 


921.  Lignes  de  courbure  de  r ellipsoïde  scalène, —  Voiiï*  àïscuiev  les  équations 
que  nous  venons  d'obtenir,  et  en  déduire  des  constructions,  nous  devons  faire 
des  hypothèses  sur  les  signes  des  carrés  a%  è^  et  c^,  et  sur  leurs  grandeurs  rela- 
tives* Nous  supposons  que  l'on  a 

(7)  a'>b\       b'>c\       c^>o, 

c'est-à-dire  que  nous  considérons  la  projection  des  lignes  de  courbure  d'un  ellip- 
soïde scalène  sur  le  plan  de  l'axe  majeur  et  de  l'axe  moyen. 

Les  équations  (6)  donnent  une  valeur  positive  pour  a^,  et  une  valeur  négative 
pour  |3^;  la  conique  auxiliaire  est  donc  une  hyperbole. 

La  figure  363  montre  la  construction  des  longueurs  réelles  a  et  /3  \/  —  i.  La 
courbe  ADB  est  la  moitié  de  la  section  de  Tellipsoïde  située  dans  le  plan  de  projec- 
tion ;  le  point  F  est  un  de  ses  foyers.  Les  courbes  V  et  U  sont  les  rabattements  au- 
tour des  axes  KA  et  KD  des  autres  sections  principales.  Le  point/ est  un  foyer 
de  la  première  de  ces  ellipses  ;  le  point/,  un  foyer  de  la  seconde. 

D'après  les  équations  (6),  nous  avons 

a:::.~KBr::.KO,         jS  / -^ --  ^^r  KD  ==  KG . 


Lorsque  l'on  connaît  les  longueurs  a  et  P\/-~  î>  ^^  P^^t  tracer  l'arc  01  de  l'hy- 
perbole auxiliaire.  Sur  \'^  figure  365,  dont  l'échelle  est  double,  nous  avons  établi 
cet  arc  sans  reproduire  la  construction  pour  déterminer  les  axes. 

D'après  nos  hypothèses,  a  est  nécessairement  plus  petit  que  a,  et  le  point  0  est 
entre  les  points  K  et  B. 

Si  nous  attribuons  à  d  une  valeur  déterminée  KN  [fiig-  365),  l'ordonnée  NH  sera 
la  grandeur  correspondante  de  b\  L'ellipse  NMN^M^  qui  a  pour  axes  les  doubles 
des  longueurs  KN  et  NH,  est  la  projection  d'une  ligne  de  courbure. 

Quand  on  donne  à  d  une  longueur  KP  plus  petite  que  KO,  l'ordonnée  b'  de  l'hy- 
perbole 01  est  imaginaire,  et  par  suite  la  ligne  de  courbure  correspondante  a  pour 
projection  une  hyperbole  dont  l'axe  non  transverse  se  trouve  sur  la  droite  KD.  Si 
nous  appelons  b^  la  moitié  de  la  longueur  réelle  de  cet  axe,  nous  aurons 

b\^^b\ 
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L'équation  (5)  deviendra 

En  appelant  a  et  jS,  les  demi-axes  de  cette  conique,  nous  aurons 

'  ^  a"  —  c^      '        ^  1       b^  —  6*^ 

a  et/3^  sont  les  longueurs  KO  et  KG  [fig*  363)  ;  la  seconde  auxiliaire  est  donc  une 
ellipse  OG  [fig.  365).  L'hyperbole  RR^SS^  qui  passe  au  point  P  a  pour  axes  les 
doubles  de  l'abscisse  KP  et  de  l'ordonnée  correspondante  KQ. 

922.  Pour  donner  de  la  régularité  à  la  répartition  des  lignes  de  courbure,  nous 
avons  tracé  la  courbe  Dj  eD,  rabattement  sur  le  plan  de  projection  de  la  moitié  de  la 
section  principale  contenue  dans  le  plan  passant  par  Taxe  mineur  et  par  l'axe  moyen  ; 
nous  avons  partagé  cette  ligne  en  parties  sensiblement  égales,  nous  avons  projeté 
les  points  de  division  sur  D^D,  et  par  ces  projections  nous  avons  fait  passer  des 
ellipses.  On  pourrait  déterminer  les  sommets  des  hyperboles,  en  divisant  d'une  ma- 
nière analogue  l'arc  appartenant  à  la  troisième  section  principale  et  projeté  sur 
00^.  Cette  construction  n'est  pas  faite  sur  l'épure  de  Monge  que  nous  avons  voulu 
reproduire  sans  altération. 

Les  ellipses  principales  sont  des  lignes  de  courbure,  car  leurs  plans  coupent  nor- 
malement l'ellipsoïde.  Les  lignes  de  courbure  projetées  sur  des  ellipses  ne  se  ren- 
contrent pas,  et  par  suite  elles  appartiennent  à  une  même  série  ;  celles  dont  les 
projections  sont  des  hyperboles  rencontrent  les  premières,  et  dépendent  de  l'autre 
série. 

L'ellipse  principale  contenue  dans  le  planDD^  appartient  à  la  série  des  lignes 
de  courbure  dont  les  projections  sont  des  hyperboles;  celle  qui  est  dans  le  plan  AB 
de  Taxe  majeur  et  de  l'axe  mineur  appartient  a  la  même  série  pour  les  parties  qui 
se  projettent  sur  les  segments  BO  et  AO4,  et  a  l'autre  série  pour  la  partie  projetée 
sur  00^  ;  elle  forme  donc  une  transition,  et  elle  est  la  seule  qui  passe  aux  points 
OetO^. 

925.  Le  point  projeté  en  0  est  rabattu  en  T  sur  l'ellipse  V  dont  les  demi-axes 
sont  a  et  c  [fig*  363).  Nous  avons  trouvé 

KO  =^r — -y-,      d'où      OT=-V— ^^■'; 
a?  —  c'  a?  —  c^ 

ajoutant  ces  deux  équations,  on  obtient 

Kt' =  «^  -  è^ -)- c^ 

Si  K3  est  le  diamètre  de  V  conjugué  à  KT,  nous  aurons 

KJ'-^-KT'  =  a'  +  c^     et  par  suite     KJ  =  ô. 
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La  section  diamétrale  conjuguée  a  KT  est  un  cercle,  car  ses  axes  KD  et  KJ  ont 
des  longueurs  égales.  L'indicatrice  du  point  T  lui  est  d'ailleurs  homothétique 
(art.  795);  les  rayons  de  courbure  des  sections  normales  en  ce  point  sont  donc 
égaux. En  résumé,  les  points  0  et  0^  de  la  surface  {fig-  365),  par  lesquels  il  ne  passe 
qu'une  ligne  de  courbure,  sont  des  ombilics. 

Les  hyperboles  sont  parasites  au  delà  des  points  où  elles  rencontrent  l'el- 
lipse ADBD<  {fig*  365);  les  ellipses  sont  utiles  sur  toute  leur  longueur,  mais  si 
l'on  attribuait  a  al  une  valeur  supérieure  à  KB,  la  valeur  correspondante  de  V  serait 
plus  grande  de  KD,  et  l'ellipse  déterminée  par  ces  demi-axes  serait  entièrement 
parasite. 

924.  Nous  allons  maintenant  chercher  la  projection  des  lignes  de  courbure  de 
l'ellipsoïde  scalëne  sur  le  plan  qui  contient  l'axe  majeur  et  le  petit  axe. 

Pour  approprier  à  cette  projection  les  équations  de  l'article  précédent,  il  suffit 
d'y  remplacer 

/,  z",  b\  c\  a,,  b'\  a?  et  /S^ 
par 

2^  j%  cS  &%  ai%  c,S  a\    et  7^ 

a/,  c'^%  o.\  et  7j  sont  de  nouvelles  quantités  qui  sont  suffisamment  définies  par  la 
substitution  que  nous  venons  d'indiquer. 
Les  équations  (6)  deviennent 

Il  résulte  de  nos  hypothèses  que  a\  et  7^  sont  positifs,  et  par  suite  que  la  conique 
auxiliaire  est  une  ellipse  Xr  [fig*  36^).  Nous  déterminons  ses  axes  a^  et  7,  par 
une  construction  analogue  à  celle  qui  a  été  expliquée  à  l'article  921,  et  nous  re- 
portons leurs  longueurs  KX  et  KF  à  une  échelle  double  sur  la  figure  364. 
L'ellipse  A^EB'E^  y  représente  la  section  de  l'ellipsoïde  par  le  plan  de  projection. 

Il  est  facile  de  voir  que  a,  et7i  sont  respectivement  plus  grands  que  a  et  c  :  ies 
points  X  etr  se  trouvent  donc  en  dehors  de  l'ellipse  A'EB'E^;  d'après  cela,  quelque 
position  que  l'on  assigne  au  sommet  d'une  conique  sur  KB'  ou  sur  KE,  qu'on  !e 
place  en  9'  ou  en  /x,  on  trouvera  toujours  une  seconde  coordonnée  réelle  (i^'y^  ou  \ii. 
Les  projections  des  lignes  de  courbure  sont  donc  des  ellipses,  et  l'arc  XF  de  la 
conique  auxiliaire  suffit  pour  les  déterminer. 

925.  En  faisant  les  substitutions  convenables  dans  l'équation  (3),  on  obtient 
pour  équation  générale  des  coniques  projections  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan 
de  l'axe  majeur  et  de  l'axe  moyen  : 

.    .  a'  —  b^    X''        b'  —  c'  z^ 

m.  12 
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La  droite  qui  passe  par  deux  des  sommets  de  l'ellipse  auxiliaire  non  situés  sur 
un  même  axe  a  pour  équation 


Si  Ton  suppose  que  chaque  radical  porte  avec  lui  le  double  signe,  cette  équation 
représentera  Tune  quelconque  des  quatre  droites  indéfinies  qui  forment  les  côtés 
du  losange  XrXT'. 
L'élimination  de  z  entre  les  équations  (9)  et  (10)  donne 

(  I  0  ^T^  (a^  -  6^  )  ^  -  ^  ^[a'^e^){a?--'¥)  +  (m^  -  a^)  ==  o . 

^      ^  cû- — m'  ^  '  a^         a    ^  ^  '  ^  '       ^  ^ 

Les  deux  racines  de  cette  équation  sont  égales  quel  que  soit  m,  par  conséquent 

toutes  les  coniques  représentées  par  l'équation  (9)  sont  tangentes  aux  droites 

Xr,  rX',  XT',  r'X,  et  le  système  de  ces  quatre  lignes  forme  leur  enveloppe. 

Quand  m^  est  égal  à  &%  l'équation  (9)  détermine  l'ellipse  principale  A'EB'E,. 

En  introduisant  cette  valeur  de  m?-  dans  l'équation  (i  i),  et  résolvant,  on  obtient 


X  • 


-\/ï 


Cette  valeur  est  précisément  celle  que  donne  la  première  des  équations  (6)  pour 
la  longueur  a  qui  représente  l'abscisse  des  points  0  et  0|  [fig^  365).  Les  ombilics 
sont  donc  les  points  de  contact  de  l'ellipse  principale  A'EB'E^  avec  les  côtés  du 
losange  circonscrit  XFXT'. 

926.  Quand  on  donne  à  d^  une  valeur  plus  grande  deKX  [fig,  364),  Tordonnée  c^ 
de  rellipse  auxiliaire  XF  est  imaginaire,  et  la  conique  correspondante  est  une  hy- 
perbole. Pour  déterminer  la  longueur  réelle  c\  \/—  i,  on  peut  tracer  \y\i^  seconde 
auxiliaire  qui  sera  une  hyperbole  ayant  pour  axe  transverse  X'X,  et  pour  axe  non 
tranverse  TF'. 

La  série  générale  des  coniques  représentées  par  l'équation  (9)  comprend  donc 
des  hyperboles  ayant  leurs  sommets  sur  la  droite  XX\  au  delà  des  points  X  et  X'  ; 
elle  en  comprend  aussi  qui  ont  leurs  sommets  sur  la  droite  FF',  au  delà  des  points 
F  et  F'  :  on  pourrait  déterminer  leurs  axes  par  une  troisième  auxiliaire.  Ces  deux 
suites  d'hyperboles  ont  respectivement  pour  enveloppes  les  prolongements  des 
côtés  du  losange  au  delà  des  points  X  et  X',  et  au  delà  des  points  F  et  F'. 

927.  Observations  sur  les  parties  parasites  des  projections  des  lignes  de  courbure  de 
V ellipsoïde  scalène.  —  Le  système  général  de  coniques  déterminé  par  l'hyperbole 
auxiliaire  01  [fig,  365)  forme  les  projections  des  lignes  de  courbure  de  toutes 
les  surfaces  du  second  ordre  dont  les  demi-axes  a,  b  ei  c  satisfont  aux  deux  équa- 
tions (6). 

Si  nous  nous  donnons  arbitrairement  l'excentricité  absolue  e  de  la  section  faite 
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dans  la  surface  considérée  par  le  plan  de  projection,  nous  aurons  pour  déterminer 
a^  b  et  c  les  équations 


■^b'  =  e\ 


{a' 


I  a^  =  0^6^, 


desquelles  on  déduit 


■^' 


13% 


[y^  -^c^)^^^--b^e\ 


__  (g^  — e^)((3^-+-e^ 


a'  -h  (5^ 


En  faisant  passer  e'^  par  tous  les  états  de  grandeur,  nous  aurons  les  systèmes 
d'axes  des  surfaces  du  second  ordre  dont  les  lignes  de  courbure  se  projettent  sur 
les  deux  séries  de  coniques  que  représente  \dijigure  365. 

D'après  les  hypothèses  (7),  et  eu  égard  aux  équations  (6),  on  a 

On  trouve  facilement  les  résultats  ci-dessous  : 


Positif. , 
Positif. , 


Positif  et  plus  grand 
que  câ  et  b"^. 


COMPRIS  ENTRE 

0  et  (z^ 


Positif. , 
Positif., 


Positif  et  plus  peti 
que  a^  et  b^. 


COMPRIS    ENTRE 

a^et  — /3^ 


PLUS    GRAND    QUE 


i  Négatif,  et  plus  petit 
que  b^  en  grandeur 
absolue. 

Négatif 1  Négatif 

Négatif  et  plus  petit] 

que  F  en  grandeur)  Positif 

absolue.  ) 


Quand  e^  est  négatif,  nous  trouvons  un  ellipsoïde  projeté  sur  le  plan  de  l'axe 
mineur  et  de  l'axe  moyen  :  les  points  0  et  0^  sont  sur  le  premier.  Les  grands  axes 
des  ellipses  qui  sont  dessinées  étant  sur  AB,  on  ne  voit  pas  immédiatement  com- 
ment la  disposition  que  nous  indiquons  peut  être  réalisée  ;  mais  il  faut  remar- 
quer que  la  grandeur  absolue  de  |3^  étant  supérieure  à  a^,  l'angle  des  asymptotes  de 
l'hyperbole  auxiliaire  est  obtus,  et  que  par  suite,  a  partir  d'un  certain  point,  les 
valeurs  de  ?/  surpassent  celles  de  a^  ;  il  en  résulte  qu'une  des  ellipses  de  la  série 
générale  est  un  cercle,  et  que  celles  qui  la  suivent  ont  leur  grand  axe  sur  la  droite 
indéfinie  D^D. 

Lorsque  e'^  est  positif  et  plus  petit  que  a^,  les  surfaces  sont  des  ellipsoïdes  pro- 
jetés sur  le  plan  de  l'axe  majeur  et  de  l'axe  moyen.  La  figure  est  établie  spéciale- 
ment pour  ce  cas. 

Quand  e^  est  compris  entre  a^  et  — 13^,  on  obtient  des  hyperboloïdes  a  deux 
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nappes  projetés  sur  le  plan  qui  contient  le  plus  grand  des  deux  axes  non  transverses 
et  Taxe  transverse;  les  points  0  et  0,  sont  sur  ce  dernier.  Les  ellipses  ont  chacune 
deux  arcs  utiles  et  deux  parasites;  les  hyperboles  qui  se  trouvent  en  dedans  du 
contour  apparent  sont  utiles,  les  autres  parasites. 

Enfin,  lorsque  e^  est  plus  grand  que  —  j3%  on  a  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes 
projetés  sur  le  plan  des  deux  axes  non  transverses  :  les  points  0  et  0,  sont  sur  le 
plus  petit  des  deux.  Les  ellipses  et  les  hyperboles  sont  utiles  sur  toute  leur  lon- 
gueur. 

928.  On  trouve  par  des  raisonnements  analogues,  que  les  coniques  qui  sont 
tangentes  aux  quatre  côtés  du  losange  XFXT'  [fig.  364)  sont  les  projections  des 
lignes  de  courbure  d'une  série  d'ellipsoïdes  et  de  deux  séries  d'hyperboloïdes  a  deux 
nappes.  Le  plan  de  projection  contient  Taxe  majeur  et  l'axe  mineur  de  chaque 
ellipsoïde,  l'axe  transverse  et  l'axe  non  transverse  mineur  de  chaque  hyperboloïde. 

On  peut  dire  d'une  manière  générale  que  les  dispositions  représentées  en  partie 
sur  \q^  figures  364  ^t  365  sont  celles  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  et  de 
l'hyperboloïde  à  deux  nappes,  projetées  sur  le  plan  des  ombilics?  et  sur  un  autre 
des  plans  principaux. 

929.  Il  nous  resterait  à  étudier  les  lignes  de  courbure  de  l'hyperboloïde  à  une 
nappe,  mais  nous  nous  bornerons  a  quelques  observations.  Sur  le  plan  de  l'ellipse 
dégorge,  les  coniques  sont  à  peu  près  disposées  comme  celles  de  \2i  figure  365: 
l'angle  des  asymptotes  de  l'hyperbole  auxiliaire  est  aigu,  et,  par  suite,  toutes  les 
ellipses  ont  leur  grand  axe  sur  la  même  droite.  Les  points  0  et  0,  sont  dans  l'in- 
térieur de  l'ellipse  de  gorge,  et  appartiennent  à  un  segment  parasite  de  la  projec- 
tion de  la  section  par  le  plan  qui  contient  l'axe  non  transverse  et  l'axe  transverse 
majeur:  l'hyperboloïde  gauche  étant  une  surface  a  courbures  opposées,  ne  peut, 
en  effet,  avoir  d'ombilics. 

Sur  le  plan  de  l'axe  non  transverse  et  de  l'axe  transverse  mineur,  la  courbe  auxi- 
liaire est  une  ellipse  imaginaire.  Cela  indique  qu'à  toute  valeur  réelle  de  a'  ou  b' 
correspond  une  grandeur  imaginaire  pour  è' ou  a',  et  que,  par  suite,  les  courbes  des 
deux  séries  sont  des  hyperboles  telles,  que  les  axes  transverses  des  unes  et  les  axes 
non  transverses  des  autres  sont  sur  une  même  droite.  En  remplaçant  successive- 
ment |3^  par  —  j3i  et  7^  par  —  7^,  on  obtient  deux  hyperboles  qui  font  respecti- 
vement connaître  les  axes  des  coniques  des  deux  séries. 

Obserçations  sur  les  dispositions  des  lignes  de  courbure  prés  d'un  ombilic, 

950.  Les  raisonnements  que  nous  avons  présentés  à  l'article  820  pour  établir 
qu'il  passe  deux  lignes  de  courbure  en  chaque  point  d'une  surface  ne  subsistent 
pas  pour  un  ombilic,  car  l'équation  (20)  de  l'article  811  montre  qu'en  un  tel  point 
la  déviation  est  nulle  dans  toutes  les  directions;  mais,  comme  la  même  circon- 
stance n'a  pas  lieu  aux  points  voisins,  les  surfaces  lieux  des  normales  aux  divers 


CHAPITRE    IV.  —  LIGNES   RELATIVES    AUX   COURBURES.  gS 

points  d'une  courbe  qui  passe  à  un  ombilic  sont,  en  général,  gauches,  et  n'ont  de 
remarquable  que  d'avoir  un  sommet  sur  la  génératrice  qui  rencontre  la  surface 
considérée  à  l'ombilic. 

Les  lignes  de  courbure  présentent  près  des  ombilics  diverses  dispositions  diffé- 
rentes. Nous  constaterons  ici  celles  que  l'on  rencontre  sur  les  surfaces  que  nous 
connaissons  : 

i""  Sur  les  surfaces  du  second  ordre,  une  seule  ligne  de  courbure  passe  à  un  om- 
bilic ;  elle  forme  transition  entre  les  deux  séries. 

a""  Quand  une  méridienne  est  rencontrée  normalement  par  l'axe,  le  point  com- 
mun est  un  ombilic  de  la  surface  de  révolution.  Une  infinité  de  lignes  de  courbure 
toutes  de  la  même  série  passent  à  ce  point. 

3""  Quand  le  centre  de  courbure  G  d'une  méridienne  pour  un  point  M  est  sur 
l'axe  de  révolution,  les  points  du  parallèle  décrit  par  le  point  M  sont  des  ombilics. 
Deux  lignes  de  courbure,  un  méridien  et  le  parallèle  passent  à  chacun  d'eux. 

Les  méridiens  sont,  en  général,  les  lignes  de  plus  grande  courbure  d'un  côté  du 
parallèle,  et  de  plus  petite  courbure  de  l'autre  côté. 

Monge  a  appelé  lignes  des  courbures  sphériques  les  lignes  dont  tous  les  points  sont 
des  ombilics. 

4°  Sur  la  sphère  tous  les  points  sont  des  ombilics,  et  une  courbe  quelconque 
peut  être  considérée  comme  ligne  de  courbure. 

Mesure  de  la  courbure  d'une  surface  en  un  point. 

951.  La  considération  des  lignes  de  courbure  est  d'une  grande  utilité  dans 
diverses  recherches  géométriques.  Nous  allons  en  donner  un  exemple. 

Soit,  sur  une  surface,  un  rectangle  ACDB  {/ig.  869 )  dans  lequel  deux  côtés  op- 
posés appartiennent  a  deux  lignes  de  courbure  infiniment  voisines  :  les  côtés  de  ce 
rectangle  étant  infiniment  petits  doivent  être  considérés  comme  rectilignes  et 
égaux  deux  à  deux.  La  normale  de  la  surface  au  point  A  rencontre  les  normales 
aux  sommets  G  et  B  en  des  points  P  et  Q.  Les  segments  AP  et  AQ  sont  les  rayons 
principaux  R,  etRs,  et  en  appelant  s  et  */?  les  angles  APB  et  AQC,  on  a 

AB==R,  £,       AC^^R^v?. 

L'aire  ABDG  doit  être  par  conséquent  égale  à  RiRsSv?. 

Supposons  maintenant  que  par  le  centre  0  d'une  sphère  d'un  rayon  égal  à  l'unité, 
on  fasse  passer  quatre  plans  respectivement  parallèles  aux  plans  qui  contiennent 
les  normales  en  deux  sommets  voisins  du  rectangle  ABDG,  on  déterminera  sur  la 
sphère  un  rectangle  abcd,  dont  l'aire  sera  syj,  et  on  aura 

abcd  I 


ABDG  "  Ri  R, 
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On  peut  regarder  le  périmètre  ahdc  comme  le  lieu  des  pieds  des  rayons  parallèles 
aux  normales  aux  différents  points  du  périmètre  ABDC. 

La  forme  rectangulaire  n'a  aucune  importance  pour  le  résultat  que  nous  venons 
d'obtenir,  car,  quelle  que  soit  l'aire  infiniment  petite  considérée,  on  peut  toujours 
la  concevoir  divisée  en  rectangles  dont  les  côtés  ayant  des  longueurs  infiniment  pe- 
tites du  second  ordre  seront  dirigés  sur  les  lignes  de  courbure. 

Nous  voyons  d'après  cela  que  si,  par  le  centime  d'une  sphère  d'un  rayon  égal  à 
l'unité,  on  mène  des  droites  parallèles  aux  normales  d'une  surface  aux  différents  points 
du  périmètre  d'une  aire  infiniment  petite^  on  déterminera  sur  la  sphère  une  aire  dont 
le  rapport  à  l'aire  considérée  sera  égal  à  l'unité  divisée  par  le  produit  des  rayons  de 
courbure  de  la  surf  ace  [^  ) ,  Gaussa  appelé  ce  rapport  mesure  de  la  courbure;  en 
adoptant  cette  définition,  on  doit  considérer  la  courbure  comme  positive  ou  néga- 
tive, suivant  que  la  surface  est  convexe  ou  à  courbures  opposées. 

§11. —  Lignes  asymptotiques. 
Considérations  générales, 

952.  Nous  avons  dit  à  l'article  820  que  sur  une  surface,  une  ligne  asympto- 
tique  est  une  courbe  tangente  en  chaque  point  à  une  asymptote  de  l'indicatrice  de 
ce  point.  Il  résulte  de  cette  définition  et  du  théorème  de  l'article  818,  que  tous  les 
plans  osculateurs  d'une  ligne  asymptotique  d'une  surface  sont  tangents  à  cette  surface. 
Nous  avons  dû  faire,  il  est  vrai,  dans  l'énoncé  de  la  proposition  de  l'article  818 
cette  restriction  que  le  contact  de  la  courbe  avec  une  asymptote  de  l'indicatrice  soit 
seulement  du  premier  ordre,  mais  une  ligne  ne  peut  avoir  des  inflexions  qu'en  des 
points  singuliers. 

Réciproquement,  et  en  vertu  d'un  théorème  que  nous  avons  établi  a  l'article  797, 
une  courbe  tracée  sur  une  surface  est  asymptotique ,  quand  chacun  de  ses  plans  oscula- 
teurs est  tangent  à  la  surface. 

Lignes  asymptotiques  des  surfaces  gauches. 

933.  Les  surfaces  du  second  ordre  ont  pour  asymptotiques  des  droites  qui  ne 
sont  réelles  que  pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  le  paraboloïde  hyperbolique. 

Sur  une  surface  gauche,  les  génératrices  senties  asymptotiques  de  l'une  des  sé- 
ries, et  on  appelle  spécialement  asymptotiques  celles  de  ces  lignes  qui  appar- 
tiennent à  la  seconde  série. 

Considérons  une  génératrice  G,  et  appelons  G'  la  génératrice  qui  lui  est  infini- 
ment voisine  :  G'  appartient  à  l'hyperboloïde  osculateur  le  long  de  G.  Les  généra- 
trices du  second  système  de  cet  hyperboloïde  sont  tangentes  aux  asymptotiques  de 

(  *  )0n  peut  voir  pour  ce  théorème  une  Note  de  M.  Binet  sur  un  Mémoire  de  M.  OlindeRodrigues, 
dans  le  troisième  volume  delà  Correspondance  sur  V  Ecole  Polytechnique. 
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la  surface,  et,  par  suite,  quatre  de  ces  lignes  interceptent  sur  G  et  sur  G'  des  seg- 
ments dont  les  rapports  anharmoniques  sont  égaux  (art.  699),  même  en  ayant 
égard  aux  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Les  quatre  asymptotiques  coupent 
successivement  les  diverses  génératrices,  et,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  le 
rapport  anharmonique  des  points  de  rencontre  est  invariable  de  Tune  à  l'autre. 
Nous  avons  donc  ce  théorème  :  Dans  toute  surface  gauche,  le  rapport  anharmonique 
des  points  où  quatre  asymptotiques  déterminées  rencontrent  deux  génératrices  quelcon- 
ques est  constant.  On  peut  encore  dire  (art.  699,  note)  que  les  points  où  les  lignes 
asymptotiques  d'une  surface  gauche  coupent  deux  génératrices  quelconques  forment 
sur  ces  droites  des  divisions  homo graphiques. 

Quand  la  surface  est  un  conoïde,  les  hyperboloïdes  osculateurs  sont  des  parabo- 
loïdes,  et,  en  raisonnant  comme  précédemment,  on  trouve  que  les  asymptotiques  in- 
terceptent sur  deux  génératrices  quelconques  des  segments  proportionnels  (art.  610)  (  ^  ) . 

934.  Quand  une  génératrice  passe  à  un  sommet,  elle  n'est  pas  croisée  à  ses  dif- 
férents points  par  les  asymptotiques,  car  elle  est  une  ligne  de  courbure  et  les 
asymptotes  des  indicatrices  sont  confondues  avec  elle.  Au  sommet,  tous  les  plans 
contenant  la  génératrice  doivent  être  considérés  comme  tangents,  et  chacun  d'eux 
est  le  plan  osculateur  d'une  asymptotique  qui  rencontre  tangentiellement  la  géné- 
ratrice section  normale  d'un  rayon  infini. 

Quand  la  surface  a  une  directrice  rectiligne,  cette  droite  est  une  asymptotique  en 
tous  ses  points  et  notamment  à  chacun  des  sommets  où  elle  passe.  On  voit  ainsi 
qu'à  un  sommet  une  asymptotique  peut  ne  pas  être  tangente  à  la  génératrice.  En 
résumé,  les  asymptotiques  d'une  surface  gauche  passent  à  chaque  sommet,  et  y  sont, 
en  général,  tangentes  à  la  génératrice, 

935.  On  considère  quelquefois  la  surface  gauche  formée  par  celles  des  nor- 
males d'une  courbe  gauche  qui  sont  respectivement  situées  dans  les  plans  oscula- 
teurs et  que  l'on  appelle  normales  principales ,  La  directrice  est  une  courbe  asympto- 
tique de  la  surface  gauche,  car  chacun  de  ses  plans  osculateurs  lui  est  tangent. 
Nous  concluons  de  là  que  le  lieu  des  normales  principales  d'une  courbe  gauche  ne 
peut  pas  être  un  hyperboloïde,  car  les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface  sont 
des  droites  (**). 

(  *  )  Ces  théorèmes  sont  dus  à  M.  Paul  Serret  [Thèse  sur  les  propriétés  géométriques  des  courbes  a 
double  courbure), 

(  *^  )  L'étude  de  la  surface  lieu  des  normales  principales  d'une  courbe  gauche  se  ramène  à  l'étude 
de  la  surface  lieu  des  normales  à  une  développable  sur  laquelle  la  courbe  donnée  est  une  géodésique. 
Cette  développable  est  l'enveloppe  des  plans  tangents  à  la  courbe  gauche  donnée,  et  respectivement 
perpendiculaires  à  ses  plans  osculateurs. 

En  se  reportant  à  l'article  831^  on  voit  que  la  grandeur  absolue  du  produit  des  rayons  de  courbure 
de  la  surface  lieudes  normales  principales  d'aune  courbe  gauche,  en  un  point  de  cette  courbe,  est  égale  au 
carré  du  rayon  de  seconde  courbure  correspondant  à  ce  point,  (Mannheim/! 
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En  tout  point  de  la  directrice,  les  deux  asymptotiques  de  la  surface  gauche  sont 
cette  courbe  et  la  génératrice,  lignes  qui  se  rencontrent  à  angle  droit;  les  sections 
principales  sont  par  conséquent  rectangulaires.  Il  résulte  de  là  que  les  rayons  de 
courbure  de  la  surface  sont  égaux  en  grandeur  absolue  aux  divers  points  de  la 
directrice. 

Lorsqu'une  ligne  asymptotique  d'une  surface  gauche  est  une  trajectoire  orthogo- 
nale des  génératrices,  cette  surface  est  le  lieu  des  normales  principales  de  t asympto- 
tique (*). 

Lignes  asymptotiques  des  surfaces  de  rés^olution, 

956.  Les  surfaces  de  révolution  n'ont  des  lignes  asymptotiques  que  sur  les  par- 
ties  qui  sont  engendrées  par  les  arcs  de  la  méridienne  dont  la  convexité  est  tournée 
versl'axe,  car  ce  sont  les  seules  dont  les  courbures  soient  négatives  (art,  931).  Ces 
parties  sont  limitées  a  des  parallèles  le  long  desquels  la  surface  est  touchée  par  un 
plan,  et  quelquefois  à  un  parallèle  d'inflexion  ka  [fig,  356). 

En  un  point  C  du  parallèle  Aa,  la  méridienne,  qui  est  une  section  principale,  a 
un  rayon  infini;  les  deux  lignes  asymptotiques  lui  sont  donc  tangentes,  et  comme 
elles  ne  peuvent  dépasser  le  point  C,  elles  forment  les  deux  branches  d'un  rebrous- 
sement.  On  voit  que  le  parallèle  d'inflexion  est  le  lieu  des  pointsde  rebroussement 
des  asymptotiques,  et  que  les  deux  branches  de  chacune  de  ces  lignes  appartien- 
nent aux  deux  séries  différentes. 

Les  sections  principales  sont  les  méridiens,  et  les  courbes  tangentes  aux  paral- 
lèles ;  aucun  de  leurs  rayons  de  courbure  n'est  infini  dans  la  partie  comprise  entre 
ka  et  Bè.  Il  résulte  de  là  qu'à  partir  du  rebroussement  C,  les  deux  branches  d'une 
asymptotique  se  rapprochent  continuellement  du  parallèle  Bè.  D'ailleurs,  elles  ne 
peuvent  pas  l'atteindre,  car  ce  parallèle  est  une  asymptotique  qui  n'est  rencontrée 
par  aucune  autre,  parce  qu'en  chacun  de  ses  points  la  surface  a  un  plan  tangent 
unique,  et  une  seule  section  à  courbure  nulle.  Il  passe  par  tout  point  de  la  zone 
considérée,  quelque  voisin  qu'il  soit  du  parallèle  B&,  deux  asymptotiques  qui  d'un 
côté  se  rapprochent  de  ce  parallèle,  et  de  l'autre  s'avancent  vers  le  cercle  ka.  Il 
résulte  de  ces  diverses  considérations  que  les  asymptotiques  sont  toutes  asymptotes 
du  parallèle  supérieur  B  è . 

§    ÏIÏ. LïGlNES    TANGEISTES    Ât3X   SECTIONS   NORMALES    SUROSGULÉES    PAR    DES    CERCLES. 

Détermination  des  sections  normales  surosculées  par  des  cercles  en  un  point  d'une 

surface* 

957.  Considérons  deux  surfaces  2  et  U ,  l'une  quelconque,  l'autre  du  deuxième 
ordre  et  osculatrice  de  la  première  en  un  de  ses  sommets  :  ces  deux  surfaces  se  tra- 

(*)  Ces  théorèmes  sont  dus  à  M.  Bertrand,  Journal  de  M.  Liouville,  i85o. 
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versent,  et  on  reconnaît,  par  des  considérations  analogues  a  celles  de  l'article  865, 
qu'il  y  a  un  contact  du  troisième  ordre  entre  leurs  sections  par  un  même  plan 
normal  contenant  la  tangente  à  une  des  branches  de  Fititersection.  La  section  faite 
dans  U  est  une  conique  ayant  un  sommet  au  point  de  contact,  la  section  de  2  est 
donc  surosculée  par  un  cercle. 

Nous  prenons  pour  origine  le  point  où  les  surfaces  se  touchent,  et  pour  axe  des 
ordonnées^  leur  normale  commune  :  les  deux  autres  axes  sont  dans  le  plan  tan»- 
gent.  Si  nous  ne  considérons  que  la  partie  voisine  de  l'origine,  pour  laquelle  For- 
donnée  z  est  infiniment  petite  du  second  ordre,  l'équation  de  la  surface  2,  supposée 
algébrique  ou  développée  suivant  les  puissances  entières  des  variables,  se  réduira 
à  la  forme  suivante  quand  on  y  négligera  les  infiniment  petits  d'un  ordre  plus 
élevé  que  le  troisième  : 

1  M  ^'  H-  My  H-  No^'j  -I-  Wxy''  +  A^'  +■  Ay  -h  ^xy 

La  surface  du  second  ordre  osculatrice  en  un  de  ses  sommets  est  représentée 
par  l'équation  (art.  792) 

A^^  H-  Ay  4-  K^-  -{-  B^j-{-  C^  =■  o, 

dans  laquelle  K  est  un  coefficient  arbitraire.  En  considérant  seulement  la  partie  de  1' 
voisine  de  l'origine,  et  négligeant  le  terme  en  z'^  qui  est  du  quatrième  ordre,  l'équa- 
tion se  réduit  à 

(2)  kœ^  -+-  Ay  H-  B^j-4-  C^  :=^  o. 

Les  sections  normales  surosculées  par  des  cercles,  dans  la  surface  2,  sont  tan- 
gentes aux  intersections  des  surfaces  représentées  par  les  équations  (i)  et  (2), 
L'élimination  de  z  nous  fera  donc  connaître  les  tangentes  de  ces  courbes. 

Eu  égard  à  l'équation  (^),  l'équation  (i)  se  réduit  à 

Wx'  +  My  4-  N^V ■+-  N'^/  -H  ["^'x  ~f"  B'y  ^  :=  o. 
L'élimination  de  z  entre  cette  dernière  et  l'équation  ['i)  donne 


(3) 


M.-^,.^(N^-^-!-)5.(N-6|:_»r 


A'B' 

+  (m  - 

AB' 

C 

=:^   O, 


On  voit  qu'il  passe  par  tout  point  d'une  surface  trois  sections  normales  suroscu- 
lées par  des  cercles,  et  qu'il  ne  peut  y  en  avoir  plus  de  trois,  à  moins  qu'elles  nf3 
jouissent  toutes  de  cette  propriété  :  tous  les  coefficients  de  l'équation  sont  alors 
nuls.  Deux  des  trois  sections  peuvent  évidemment  être  imaginaires. 

IIL  i3 


98  LIVRE    VIII.  -—  COURBURE    DES    SURFACES. 

938.  Si  la  surface  proposée  est  du  second  ordre,  M,  M\  N  et  N'  seront  nuls, 
et  l'équation  (3)  se  réduira  à 

A'B''  ^V  fA'B'-H  BB^O  -  -^  f  AB^^+  BBM  ^  -f.  AB'=^  o, 

/yO  \  /        /y*  l  \  f       /y» 

%A/  vV  «A/ 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 

f  A'  4  +  B  ^  -4-  A^  [w  i^  +  B'W  o. 

\         X^  X  j    \  X  j 


Elle  se  divise  donc  en  deux 


A'.Z!^.B^'  +  A: 


X^  X 


B^'Z^B^^o. 


X 


La  première  représente  l'intersection  de  la  surface  du  second  ordre  par  le  plan 
des  xy,  et  par  suite  les  génératrices  rectilignes  qui  sont  en  effet  des  cercles  d'un 
rayon  infini  ;  la  seconde  détermine  la  tangente  d'une  section  normale  surosculée 
par  un  cercle  d'un  rayon  fini.  Cette  section  est  toujours  réelle. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  surfaces  2  et  2'  sont  toutes  les  deux  du  second 
ordre.  Elles  se  coupent  d'ailleurs  suivant  deux  droites:  leur  intersection  complète 
comprend  donc,  en  outre,  une  courbe  plane  (art.  252).  Il  est  facile  de  recon- 
naître que  cette  courbe  est,  en  général,  située  dans  un  plan  oblicjiie. 

Détermination  sur  les  surfaces  du  second  ordre  des  liùiies  tangentes  auo)  sections 

normales  surosculées par  des  cercles, 

959.  On  peut  concevoir  des  courbes  qui  soient  tangentes  aux  sections  nor- 
males surosculées  par  des  cercles,  comme  les  lignes  de  courbure  le  sont  aux  sec- 
tions principales  (*),  Chaque  surface  a  trois  séries  de  ces  lignes  ou  une  seule  série. 


(  ""  )  Noms  avons  donné  en  i855,  dans  le  Journal  de  M,  Lloimlle,  réquation  générale  des  courbes 
tangentes  aux  sections  normales  surosculées  par  des  cercles.  Nous  allons  reproduire  ce  travail  en  dé~ 
veloppanfc  les  calculs  plus  que  nous  ne  l'avons  fait  alors. 

Nous  nous  occuperons  d'abord  d'une  surface  quelconque,  sur  laquelle  nous  considérons  une  sec- 
tion par  un  plan  normal  en  un  point.  Nous  appelons  R.  le  rayon  de  courbure  de  la  section  en  ce 
point,  et  a,  p,  y  les  cosinus  des  angles  que  sa  tangente  fait  avec  trois  axes  coordonnés  rectangulaires. 
Nous  regardons  l'ordonnée  z  du  point  de  la  surface  comme  une  fonction  des  coordonnées  horizon- 
tales .r  et  J,  et  nous  désignons  suivant  l'usage  par/?,  q^r^,..^  ses  dérivées  partielles  des  différents  ordres. 

En  posant 
(l)  Z2  — /p^-f-9..ç6a-h/'a% 

on  a,  d'après  une  formule  connue, 

(2)  1 


/5'+7M-i 


Si  la  section  est  surosculée  par  un  cercle,  elle  a  le  même  rayon  de  courbure  au  point  infiniment 
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D'après  ce  que  nous  avons  vu?  les  surfaces  du  second  ordre  n'en  ont  qu'une  série, 
non  compris  les  génératrices.  Sur  ces  surfaces  les  courbes  dont  nous  nous  occu- 
pons sont  d'ailleurs  telles,  que  toute  section  normale,  tangente  a  Tune  d'elles  en 
un  point,  est  une  conique  ayant  un  sommet  à  ce  point.  Nous  allons  les  déter- 
miner par  cette  propriété. 

voisin  de  celui  qui  est  considéré,  et  par  suite  on  peut  différenlier  l'équation  (2)  en  regardant  R 
comme  constant.  On  a  ainsi 

{p''  -\~  q''  -\''  -l)  dZ,  —  [[ps  -\-  qt)  dy  ~f-  [pr -{- qs)  dx]Z,  =  Q. 
En  appelant  S  l'arc  infiniment  petit  de  la  section  normale,  on  a 

(3)  dj^^^,        dx  =  Sa, 
et  l'équation  devient 

(4)  (p^  +  q'  -^  I  )  dZ,  ^-  {[ps  ^-  qt)  p  ^-  (/?/'  +  qs)  a]  Z,S  =rr  o, 

Kons  allons  chercher  la  valeur  de  dZi-  En  différentiant  Féquation  (i),  et  en  y  remplaçant  dx  et  dy 
par  leurs  valeurs  (3),  on  obtient 

dZ,^  (pp3  _|_  3f^p2^^  'àiup?-^-  ua})S~\-  2(^!^-4-  5a)^/p-f-2(j?p  +  ra)dcf.. 

Nous  posons 

(5)  Z3  — f>(^'-h3(^p2^-l-  3«/pa2-H//,a^ 

En  portant  dansl'équalion  (4)  la  valeur  de  dZ^  simplifiée  par  cette  notation,  on  obtient 

Il  faut  maintenant  déterminer  les  différentielles  r/a  et  d^, 

La  normale  de  la  surface  et  la  tangente  de  la  section  au  point  considéré  ont  respectivement  pour 
équations 

x' —  jc -\- p  [  z'  —  3):=:o,  (    [x'  —  x)y=:z[z' — 2;)a, 

x' ,  X'  et  z'  étant  les  coordonnées  courantes.  Le  pian  de  la  section  contient  ces  deux  droites,  et  par 
suite  on  trouve  que  son  équation  est 

(7)  (P+'/y)  [00'  -œ)-^[a,-^py)[f—y)-\-[p^—qc){z'-~-z)^o. 

Les  différentielles  r/a,  d^  et  dy  doivent  être  telles,  que  la  tangente  au  point  infiniment  voisin  de  celui 
que  nous  considérons  soit  dans  le  plan  de  la  section.  En  différentiant  les  équations  de  la  tangente 
par  rapport  aux  coordonnées  du  point  de  contact,  on  a 

[x  — œ)  dy  —  ydx:z=^{^z' — z)dy. —  a^Zj 
[y'— y)  dy—^y  dy  =  {^z'  —  z)d^  —  ^dz. 

Les  termes  ydx  et  v,dz  sont  égaux  à  ayS  et  par  conséquent  égaux  entre  eux.  Les  quantités  ydy  et  ^dz 

i3. 
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940.  Considérons  un  plan  P  tangent  en  un  point  M  à  une  surface  du  second 
ordre,  et  en  un  point  G  à  une  sphère  ayant  le  même  centre  que  la  surface  [fig^'i'ji)  ' 
le  rayon  de  cette  sphère  est  la  perpendiculaire  AG  abaissée  sur  le  plan  P  du  centre 
commun  A.  Si  nous  concevons  une  développable  circonscrite  à  la  sphère  et  a  la 

sont  aussi  égales.  Les  deux  équations  que  nous  venons  d'obtenir  se  réduisent  donc  à 

{a:''—j;)dyz=:{z^—z)do:,  [y'  —y)  dy  :=z  [z'  --s)^^. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit,  les  valeurs  de  [x'  —  x]  et  de  [y^  —  j)  prises  dans  ces  deux  dernières 
équations  doivent  satisfaire  à  l'équation  (7).  Cette  condition  donne 

(8)  (P  4,  ^y)  Ja  —  (  a  -\-py)  Jp  ^[pp^q^]  dy  ™  o. 

La  tangente  de  la  section  au  point  considéré  étant  perpendiculaire  à  la  normale  de  la  surface^ 
on  a 

(9)  pa-^^p  — y==o. 

Enfin  la  somme  des  carrés  des  cosinus  a,  ^  et  y  doit  être  égale  à  l'unité  puisque  les  axes  sont  rectan- 
gulaires : 

(10)  e-^-^-'-^y'^zzi. 

En  différentiant  les  équations  (9)  et  (10)  eta3^ant  égard  aux  relations  (  3),  on  obtient 
(n)  pda.-\-qd^  —  c/y-j- Z2S  ==:  G, 

(i2)  a(ia -4- pc/p  4- y<i7  =0. 

Les  équations  (8),  (i  i)  et  (12)  vont  nous  donner  les  différentielles  cherchées  dçf,  et  r/p. 
Pour  faire  facilement  l'élimination,  nous  posons 

(i3)  a  —  p-f-^y,      è— ~a — py^      cr=^p^~qa. 

L'équation  (  8  )  devient 

[^  bîs)  ad (X. -^  bdp -\-cd y  z=:o  , 

Éliminant  d^  et  dy  entre  les  équations  (8  bis)^  (11)  et  (12),  on  obtient 

{by—cf,)Z,S 


>4)  ^«  =  - 


[by  — -c^)  p  ~^{ca  —  ay)  q  -h  {ba  —  a^) 


En  remplaçant  dans  chacun  des  facteurs  binômes  «,  b  et  c  par  leurs  valeurs  (  iS),  et  en  éliminant 
ensuite  y  par  l'équation  (9),  et  y^  par  l'équation  (10),  on  trouve 

by  ' —  cf>-=z  —  p  ^        COL  —  ay  ■=.' —  q^        ôa  —  ap==::^— ~k 
La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (  i4)  donne 

/?Z,S 

ri  a  = : 

on  a  de  même 

;;2  +  ry2  +  I   • 
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surface,  la  droite  MG  en  sera  une  génératrice,  et  la  tangente  ML  de  la  courbe  de 
contact  au  point  M  sera,  dans  l'indicatrice  de  ce  point,  le  diamètre  conjugué 

Nous  faisons  passer  par  le  centre  A  un  plan  Q  parallèle  à  P  ;  il  coupe  la  surface 
du  second  ordre  suivant  une  conique  homothétique  à  Findicatrice  du  point  M  :  les 
diamètres  EF  et  13,  respectivement  parallèles  à  MG  et  à  ML,  sont  par  conséquent 
conjugués. 

La  normale  au  point  M  doit  être  parallèle  à  GA  :  elle  rencontre  EF  en  un  point 
D.  Nous  faisons  passer  un  plan  par  cette  normale  et  par  la  droite  ML  tangente  à  la 
courbe  de  contact;  il  coupe  la  surface  du  second  ordre  suivant  une  conique  BMC. 
Son  intersection  BC  avec  le  plan  Q  est  parallèle  à  ML  et  à  IJ  :  le  milieu  de  la  corde 
BC  est  par  conséquent  au  point  D.  Il  résulte  de  la  que  la  droite  MD  est  dans  la 
conique  BMC  un  diamètre  conjugué  à  la  direction  ML;  comme  d'ailleurs  elle  est 
perpendiculaire  à  ML,  on  voit  que  le  point  M  est  un  sommet  de  cette  courbe. 

en  portant  les  valeurs  de  dcx.  et  de  d^  dans  l'équation  (6),  on  obtient 

Enfin,  si  nous  remplaçons  Za  etZa  par  les  polynômes  que  ces  signes  représentent,  nous  aurons 

(   ,;.^,..„[^(ê)v.(e)V»(ê)-.i] 

(-['(:)'+"(.-)+'■][('"+''>:+<'"■+'*»] =°- 

B 
La  quantité  -  est  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  abscisses  la  projec- 
tion horizontale  d'une  droite  tangente,  au  point  considéré,  à  une  section  normale  surosculée  par  un 
cercle.  I/équation  (i5)  est  du  troisième  degré  en  -^  •,  une  surface  quelconque  a  donc  en  chacun  de 

ses  points  trois  sections  de  ce  genre  dont  une,  au  moins,  est  réelle. 

Pour  avoir  l'équation  différentielle  des  lignes  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  à  une  section 

S  dr        . 

normale  surosculée  par  un  cercle,  il   suffit  de  remplacer  ~  par  sa  valeur  -r-   prise   dans  les  rela- 

a  dx 

tions  (3).  On  trouve 

\  ("■-'■+4i(s^)'-^"(ê)"+"'(l)+l] 


i6) 


{■m 


[p^-^qi)'-£^-^[pr' 


Cette  formule  nous  sera  utile  plus  loin. 

{*)  Nous  n'avons  tracé  ni  les  contours  apparents  de  la  sphère  et  de  l'eUipsoïde,  ni  leurs  lignes  de 
contact  avec  la  développable.  Ces  lignes  sont  inutiles  à  la  démonstration,  et  elles  eussent  compliqué 
la  figure.  Nous  avons  d'abord  tracé  les  courbes  EIFJ  et  EMF,  puis  nous  avons  déterminé  la 
conique  BMC  en  faisant  des  sections  par  des  plans  parallèles  à  P  :  son  centre  est  à  l'intersection 
de  MD  avec  le  diamètre  de  la  conique  EMF  conjugué  à  la  direction  AG. 
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Nous  obtenons  ainsi  ce  théorème  :  Si  l'on  circonscrit  une  déçeloppable  à  une  sur- 
face du  second  ordre  et  à  une  sphère  concentrique,  la  ligne  de  contact  sur  la  surface 
sera  tangente  en  chacun  de  ses  points  à  une  section  normcde  surosculée  par  un  cercle. 
941.  En  renversant  Tordre  des  raisonnements,  on  trouve  que  quand,  sur  une 
surface  du  second  ordre,  un  point  M  est  un  des  sommets  d'une  section  normaleBMC, 
cette  courbe  est  tangente  en  M  à  la  ligne  de  contact  de  la  surface  considérée  açec  une 
déçeloppable  qui  lui  serait  circonscrite  ainsi  quà  une  sphère  de  même  centre  quelle. 
W  soit  delà  que  îe  plan  tangent  P  n'aura  pas  cessé  de  toucher  la  sphère  dont  le 
rayon  est  AG,  s'il  roule  sur  la  surface  du  second  ordre  de  manière  que  son  point 
de  contact  se  transporte  sur  la  section  BMC  à  une  distance  infiniment  petite  de  M. 
Nous  avons  donc  un  second  théorème  réciproque  du  premier  :  Lorsqu'une  courbe 
tracée  sur  une  surface  du  second  ordre  est  telle,  que  chacun  de  ses  points  soit  un  sommet 
de  la  section  normale  qui  lui  est  tangente^  les  plans  tangents  de  la  surface  en  ses  diffé- 
rents points  sont  tous  à  une  m.ême  distance  du  centre. 

Il  résulte  de  ces  théorèmes  que,  déduction  faite  des  génératrices  rectiligneSs  il 
ne  passe  par  un  point  d'une  surface  du  second  ordre  quune  courbe  tangente  à  des 
sections  normales  surosculées par  des  cercles,  car  le  plan  tangent  en  un  poini;  ne  touche 
qu'une  sphère  concentrique  a  la  surface. 

M.  Poinsot  a  appelé /?o/Ao<i/^  la  courbe  de  contact  d'un  ellipsoïde  avec  une  déve- 
îoppable  circonscrite  à  cette  surface  et  à  une  sphère  concentrique  (*).  Nous  adop- 
terons cette  expression  en  l'étendant  d'ailleurs  aux  lignes  qui  jouissent  de  la  même 
propriété  sur  les  autres  surfaces  du  second  ordre. 

942.  Les  observations  que  nous  avons  présentées  a  l'article  540,  et  les  formules 
que  nous  avons  données  dans  les  articles  qui  précèdent  celui-là,  permettent  de 
déterminer  facilement  les  polhodies  d'une  surface  du  second  ordre  donnée. 

Les  droites  diamétrales  conjuguées  communes  à  la  sphère  et  à  la  surface  consi- 
dérée sont  dirigées  suivant  les  axes  de  cette  dernière.  Si  nous  désignons  par  les 
lettres  jn  et  n  les  longueurs  appelées  5  et  c  a  l'article  557,  et  si  nous  conservons 
les  autres  notations  de  cet  article,  les  deux  premières  équations  de  condition  (5) 
seront 

ïpJJ  p^         m' 


(  *  )  La  courbe  que  M.   Poinsol  a  appelée  polfiodie  est  tracée  sur  un   ellipsoïde  dans  lequel  Tin- 
Yerse  delà  valeur  du  carré  de  l'axe  mineur  est  plus  cgrand  que  la  somme  des  inverses  des  carrés  des 

deux  autres  axes  (  -  !>' h  t-  )  •  t.e  savant  géomètre  a  été  conduit  à  Tétude  de  cette  courbe  par 


des  considérations  de  Mécanique  [Journal  de  M,  Lioimlle,  i85i  ). 
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m  et  n  d'une  part,  p  ei  q  de  l'autre,  sont  les  demi-axes  des  lignes  doubles  de  la 
déveîoppable  situées  dans  les  deux  plans  coordonnés  respectivement  perpendicu- 
laires à  l'axe  des  abscisses  et  à  Taxe  des  ordonnées  verticales  :  A,  (j,  et  v  sont  les 
demi-axes  d'une  surface  du  second  ordre  inscrite  dans  la  déveîoppable. 

Si  nous  représentons  par  a,  6  et  c  les  demi-axes  de  l'ellipsoïde  considéré,  el 
par  r  le  rayon  de  la  sphère,  la  déveîoppable  devant  être  circonscrite  à  ces  deux  sur- 
faces, nous  aurons 

à"        c 

-;  -^  -,  =  i» 
p'       11" 


r' 

r' 

+ 

—   \ 

[ 

r' 

r' 

\ 

«~— 

— 

-H 

— 

: — r 

î  . 

\ 

iW^ 

p' 

m' 

m' J  p^       m^ 
On  déduit  facilement  de  ces  quatre  équations  les  valeurs  de  m^,n^^  p^  et  cf  : 

-— ;5 

0  62  —  C' 


m^  =  r^  -— - 

-  a 

-a' 

f=r 

n^  =  r"  —~ 

r2  _ 

-ce 

.  q'==r 

Les  équations  de  la  courbe  de  contact  de  la  déveîoppable  avec  une  surface  in- 
scrite du  second  ordre  sont  données  à  l'article  539  (^).  La  première  est 

Remplaçant/)^  et  ^^^  par  leurs  valeurs  trouvées  plus  haut,  on  obtient 

Pour  avoir  la  courbe  de  contact  avec  la  première  surface  directrice,  il  faut  rempla- 
cer X  et  p.  par  a  et  b: 

943.  On  peut  arriver  à  l'équation  de  la  polhodie  en  calculant  la  distance  r  du 


(*)  Puisque  nous  avons  occasion  de  revenir  sur  les  déveîoppables  circonscrites,  nous  remarcpu*- 
rons  que  la  proposition  de  l'article  315  n'est  qu'un  corollaire  d'un  théorème  plus  général  qui  con- 
siste en  ce  que  les  génératrices  d'une  déveîoppable  circonscrite  à  une  série  de  surfaces  du  second 
ordre  sont  divisées  homographiquement  par  les  lignes  de  contact  de  ces  surfaces.  On  peut  obtenir  ce 
théorème  par  la  méthode  suivie  aux  articles  Sii  et  suivants;  on  peut  aussi  le  déduire,  par  la  théorie 
des  polaires  réciproques,  d'une  proposition  de  M.  Ghasles  [Comptes  rendus^  2^  semestre  de  iSS'j, 
p.  1062).  Il  permet  de  tracer  facilement  les  projections  de  ia  ligne  de  contact  qui  passe  par  un  point, 
quand  on  connaît  trois  des  lignes  doubles. 


-? 

;  î 

œ^ 
~  ô^ 

-ï 
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\ 
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centre  de  la  surface  du  second  ordre 


a  son  plan  tangent.  On  trouve 


07,  j  et  z  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact.  En  éliminant  z^  entre  ces 
équations,  on  obtient  l'équation  à  laquelle  nous  sommes  parvenus  par  la  considé- 
ration de  la  développable  circonscrite  (*). 

(*)  On  peut  déduire  ce  résultat  de  l'équation  {i6)  de  la  noie  de  l'article  958. 

Les  lignes  tangentes  aux  sections  normales  surosculées  par  des  cercles  forment  en  général  trois 
systèmes.  Quand  la  surface  est  gauche,  Tun  d'eux  est  formé  des  génératrices  rectilignes^  mais  on 
peut  facilement  l'éliminer,  car  les  polynômes 

6  \dx J  \dx ]  \dx I         o 

\dx  j  \^^^  1  '' 

ont  alors,  comme  l'on  sait,  un  fticteur  commun  qui  égalé  à  zéro  représente  ces  droites.  Lorsque  la 
surface  est  du  second  ordre,  elle  possède  deux  systèmes  de  génératrices  reclilignes,  le  premier  des 
polynômes  est  divisible  par  le  second,  et  le  quotient  est  nécessairement  égal  à 

i>      dy         u 
Zt     dx        3  r 

L'équation  différentielle  des  lignes  du  troisième  système,  le  seul  qu'il  y  ait  lieu  de  considérer,  est 
donc 


ou  bien 


^^^+^'+')(^"^"Ê  +  fc)-(''^+^'^|-(^^-^^^)=''' 


Appliquons  cette  formule  à  la  surface  représentée  par  l'équation 

on  trouve  d'abord 

c^  .V  c^  Y  ^*       /  J  c^  xr 

à^z  b^z  a^  b^  z^  ^  a^  b^  z^ 

^^       /    2  i\  ^*  à[h'^  —  J^)-^  ^  à[a}  —  x'^')y 
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944.  Nous  voyons  que  les  projections  des  polhodies  tracées  sur  une  même  sur- 
face du  second  ordre  sont  des  coniques  homothétiques  dont  les  axes  se  confondent, 
en  direction,  avec  les  axes  horizontaux  de  la  surface. 

Si  nous  désignons  par  a!  et  V  les  longueurs  des  demi-axes  de  Tune  des  coniques, 
nous  aurons 


d'où 


a!^  -      "-'      (i 

7,'2  _ 

¥ 

1, 

^     ~a'—cA^^ 

'^     -  b^ 

■c' 

)' 

b' 

la" —  c' 

a' 

y  b'—c'^ 

hdi  figure  372  représente  plusieurs  polhodies  tracées  sur  un  ellipsoïde  scalëne. 
Nous  avons 

a==OA,     b-Çm,     c^O'Ç!, 

Les  projections  horizontales  des  courbes  sont  des  ellipses. 

el  ensuite, 

c^r      f  x^        x^        a^  , 

éx      /r'         r^         h"^ 

pr  +  as  =z  • — ; —    {- ~  H 

^         ^  a^b^z'  \b'        a^        a^ 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i),  on  trouve  après  quelques  réductions  qui  se  présentent 
spontanément 


b'z' 


[x^       y^  ^    b^z^'l  dy        c^x   V x"^       j^  a'z'^~[ 


En  éliminant  le  binôme   (  ~  -h  t^  )  à  Taide  de  l'équation  (2),  on  obtient 

(c'^\  rdr         [  c^\  xdx 

et  en  intégrant 

On  arrive  ainsi  à  l'équation  donnée  par  M.  Poinsot  pour  la  projection  horizontale  de  la  polhodie, 

pour  laquelle  le  plan  tangent  est  à  une  distance  du  centre  égale  à  ■■  ■  » 

\/i  — C 

La  démonstration  géométrique  que  nous  avons  donnée  aux  articles  940  et  941   a    été  trouvée 
par  M.  Mannheim  à  qui  nous  avions  communiqué  les  résultats  du  calcul  qui  précède. 

III.  i4 
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Après  avoir  déterminé  sur  les  projections  verticales  les  foyers  F  et/,  on  obtient 
par  une  construction  facile  les  points  K  et  L  qui  satisfont  aux  conditions 


prenant  alors  les  longueurs  OP  et  PQ  respectivement  égales  à  O'K  et  à  0''L,  nous 
pouvons  tracer  la  droite  OQ  qui  est  telle,  que  les  coordonnées  de  ses  différents  points 
sont  les  moitiés  des  axes  des  diverses  ellipses. 

945.  Les  projections  des  courbes  sur  le  plan  vertical  perpendiculaire  a  l'axe 
moyen  BB^  sont  données  par  Téquation 

/  b'\  z^  _  .         ¥ 


(■ 

6^\  X' 

elle  se  réduit  à 

a^y  b' 


dans  le  cas  particulier  où  la  constante  r  est  égale  a  6.  La  polliodie  est  alors  formée 
en  projection  de  deux  droites  O'N'  et  O'N'^,  et  dans  l'espace  de  deux  ellipses.  On 
peut  obtenir  les  droites  O'N'  et  0'N\,  soit  par  la  construction  qu'indique  la  for- 
mule que  nous  venons  de  trouver,  soit  en  relevant  sur  le  contour  apparent  C'A' 
le  sommet  N  de  l'ellipse  horizontale  qui  passe  par  les  points  B  et  B, . 

Les  projections  des  autres  polhodies  sont  des  hyperboles  semblables  au  système 
des  droites  O'N'  et  0''N\ .  On  obtient  un  point  M'  ou  R'  de  chacune  d'elles,  en  rele- 
vant sur  le  contour  apparent  C'A'  le  sommet  M  ouR  de  l'ellipse  correspondante. 

Sur  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  majeur,  les  projections  sont  des  ellipses 
comme  sur  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe  mineur. 

A  chaque  sommet  de  la  surface  toute  section  normale  est  surosculée  par  un  cercle, 
mais  il  passe  seulement  deux  polhodies  aux  sommets  B  et  B^  extrémités  de  l'axe 
moyen.  Chacun  des  quatre  autres  sommets  doit  être  considéré  comme  formant  a 
lui  seul  une  de  ces  courbes. 

Nous  pourrions  faire,  sur  les  parties  parasites  des  projections  des  polhodies,  des 
observations  analogues  à  celles  que  nous  avons  présentées  à  l'article  927,  pour  les 
projections  des  lignes  de  courbure. 

Il  serait  facile  de  construire  pour  une  valeur  de  r  les  trois  lignes  doubles  con- 
centriques de  la  développable  circonscrite,  sa  courbe  de  contact  avec  la  sphère, 
son  arête  de  rebroussement,  etc.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  a  ces  questions,  mais 
nous  les  indiquons  comme  des  sujets  d'exercices  graphiques  (/). 

(*)  M.  Valson  a  démontré  que  le  produit  des  rayons  de  courbure  principaux  d'une  surface  du 
second  ordre  est  constant  en  tous  les  points  d'une  polhodie. 
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I  IV. — -Lignes  géodésiques. ^ — Lignes  tangentes  aux  sections  de  même  courbure. 
Définitions  et  considérations  générales. 

946.  On  peut  concevoir  sur  les  surfaces  certaines  lignes  dont  le  tracé  dépend 
des  courbures,  mais  qui  diffèrent  des  courbes  que  nous  avons  étudiées,  en  ce  qu'il 
en  passe  une  infinité  par  chaque  point.  De  ce  nombre  sont  les  lignes  géodésiques^ 
et  les  lignes  tangentes  aux  sections  normales  de  même  courbure. 

Nous  avons  déjà  parlé  des  géodésiques  à  Tarticle  482;  ce  sont  des  courbes  tra- 
cées sur  une  surface,  et  dont  la  longueur  entre  deux  quelconques  de  leurs  points 
est  plus  courte  que  toute  autre  ligne  voisine  que  Ton  pourrait  tracer  sur  la  surface 
entre  ces  points.  Nous  avons  vu  que  sur  une  développable,  une  géodésique  a  tous 
ses  plans  osculateurs  normaux  a  la  surface. 

Considérons  maintenant  une  surface  quelconque  2  et  la  géodésique  A  qui  passe 
par  deux  points  m  et  n  :  si  une  surface  est  circonscrite  à  2  le  long  de  A,  cette 
courbe  en  sera  une  géodésique,  car  toute  ligne  tracée  sur  1  entre  m  et  n,  et  infi- 
niment voisine  de  A,  appartient  à  la  surface  circonscrite,  et,  par  hypothèse,  l'arc 
mn  de  A  est  un  minimum  entre  toutes  les  lignes  de  ce  genre.  Or  on  peut  circon- 
scrire à  2  une  développable  le  long  de  A,  la  courbe  A  en  sera  une  géodésique,  et 
par  suite  ses  plans  osculateurs  seront  normaux  a  la  développable;  ils  seront  donc 
aussi  normaux  à  la  surface  inscrite.  Nous  voyons  que  le  théorème  démontré  à 
l'article  482  pour  les  développables  doit  être  étendu  à  une  surface  quelconque. 

La  propriété  des  géodésiques,  d'avoir  leur  plans  osculateurs  normaux  à  la  surface, 
les  caractérise  complètement  et  pourrait  servir  à  les  définir.  Elle  établit  une  cer- 
taine correspondance  entre  ces  lignes  et  les  asymptotiques  qui  ont  leurs  plans  oscu- 
lateurs tangents  à  la  surface. 

Quant  aux  courbes  tangentes  aux  sections  normales  de  même  courbure,  nous 
nous  bornerons  à  dire  que  chacune  d'elles  est  caractérisée  par  une  valeur  du  rayon 
de  courbure  des  sections  normales  touchées.  11  passe  généralement  par  chaque 
point  deux  courbes  qui  correspondent  a  un  même  rayon.  Quand  cette  constante  est 
infinie,  on  trouve  les  asymptotiques. 

Courbure  géodésique. 

947.  Lorsqu'une  courbe  s  tracée  sur  une  surface  1  est  projetée  sur  le  plan 
tangent  en  un  de  ses  points,  la  projection  S  est  une  section  droite  du  cylindre  pro- 
jetant; par  conséquent,  si  l'on  appelle  r  et  R  les  rayons  de  courbure  des  lignes  s 
et  S  au  point  considéré,  et  7  l'angle  que  le  plan  osculateur  de  la  première  fait  avec 
le  pian  tangent,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  de  Meusnier  : 

1  =  i  C0S7. 

14. 
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Quand  la  courbe  s  est  une  asymptotique,  7  est  nul  et  il  y  a  égalité  entre  les  cour- 
bures —  et --Dans  le  cas,  au  contraire,  où  la  ligne  s  est  une  géodésique,  7  est  égal 

à  go  degrés  et  -^  est  nul.  Cette  circonstance  a  conduit  à  appeler  la  quantité  g- 

courbure  géodésique  de  la  ligne  s  considérée  sur  la  surface  A. 

Si  Ton  circonscrit  à  la  surface  une  développable  le  long  de  5,  et  qu'on  la  déve- 
loppe sur  un  plan,  le  rayon  de  courbure  de  la  transformée  de  s  sera •  (art.  474). 

II  suit  de  là  que  lorsqu'une  courbe  est  tracée  sur  ujie  surface^  sa  courbure  géodésique 
en  un  point  est  la  courbure  de  sa  transformée  dans  le  développement  de  la  développable 
circonscrite  dont  elle  est  la  ligne  de  contact, 

948.  Nous  conservons  les  notations  précédentes  et  de  plus  nous  appelons  ^^  le 
rayon  de  courbure  de  la  section  faite  dans  la  développable  circonscrite  par  un  plan 
perpendiculaire  à  la  génératrice  rectiligne,  et  9  l'angle  de  la  courbe  s  avec  cette 
section. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  section  normale  tane^ente  à 5  est-: — •  Le  théorème 

d'Euler  donne  par  conséquent 

sin  y  cos^  9 


Cette  équation  et  celle  qui  a  été  donnée  à  l'article  précédent  permettent  de  déter- 
miner deux  des  quantités  engagées  dans  la  question  quand  les  autres  sont  connues. 
Il  existe  quelques  applications  utiles  des  constructions  que  l'on  déduit  de  ces  for- 
mules, principalement  pour  les  courbes  tracées  sur  un  plan  flexible  et  enroulées 
avec  lui  sur  une  développable.  Ainsi,  connaissant  le  rayon  de  courbure  de 
l'ellipse  A'B'  en  un  point  D'  [fig.  Soi),  et  le  rayon  OV,  on  peut  déterminer  le 
plan  osculateur  et  le  rayon  de  courbure  de  la  directrice  du  conoïde  au  point  corres- 
pondant c/ (  i;oï>  pour  la  génération  du  conoïde  l'article  671  ). 
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LIYRE  NEUVIÈME. 
SURFACES   HÉLICOÏDES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE    GÉNÉRALE. 

Définition  de  V hélice,  —  Projection  de  cette  courbe  sur  un  plan  parallèle  à  son  axe, 

949.  On  appelle  hélice  une  courbe  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution,  et  qui 
en  rencontre  toutes  les  génératrices  sous  un  même  angle.  Lorsque  le  cylindre  est 
développé,  les  génératrices  sont  des  droites  parallèles,  et  la  transformée  de  Thélice 
les  coupant  sous  un  angle  constant  est  nécessairement  une  droite.  Réciproquement, 
toute  ligne  du  cylindre  dont  la  transformée  est  rectiligne  rencontre  les  généra- 
trices sous  un  angle  constant  et  est  une  hélice. 

Lorsqu'on  développe  la  surface,  un  cercle  de  section  droite  AE  [fig-  Syo  )  et  une 
hélice  AG  deviennent  des  droites  (*);  la  ligne  ka  décrite  par  leur  point  d'inter- 
section A  est,  par  suite,  une  développante  commune  de  ces  courbes  (art.  483). 

L'arc  AP  et  le  segment  PM  compris  sur  une  génératrice  entre  la  section  droite  et 
Thélice,  deviennent  après  le  développement  les  coordonnées  ap  et  pm  du  point  m 
de  la  transformée  rectiligne  où  s'est  placé  le  point  M.  Nous  en  concluons  que  pour 
une  hélice,  les  ordonnées  rectilignes  sont  propoi^tionnelles  aux  abscisses  curvilignes 
mesurées  sur  une  section  droite  à  partir  du  point  où  les  courbes  se  rencontrent. 

On  voit  encore,  en  considérant  une  tangente  aG,  que  la  sous-tangente  aE  est 
égale  à  l abscisse  curviligne  AE  du  point  de  contact  G. 

Deux  points  A  et  A,,  dont  les  abscisses  diffèrent  d'une  circonférence,  sont  sur 
une  même  génératrice.  Leur  distance  est  le  pas  de  l'hélice.  L'arc  AMGAi  compris 
entre  eux  forme  une  spire.  L'axe  du  cylindre  est  souvent  appelé  Vaxeào,  l'hélice. 

En  désignant  par  r  le  rayon  du  cylindre  ou  la  distance  des  points  de  l'hélice  à 
Taxe,  /  la  longueur  d'une  spire,  H  le  pas  de  l'hélice,  et  jS  l'angle  que  forme  la 
courbe  avec  une  section  droite,  ou  le  complément  de  celui  sous  lequel  elle  ren~ 

(*  )  Ldi  figure  370  est  une  perspective  axonométriqiie  dans  laquelle  les  deux  axes  horizontaux  sont 
également  inclinés  sur  le  plan  de  projection,  et  qui  par  conséquent  est  du  nombre  de  celles  que  l'on 
appelle  monodimétriques  (art.  506). 
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contre  les  génératrices,  on  a 

TT 

(i)  r=  —  cotjS,         /sin]3  =  H. 

950.  Nous  aurons  souvent  à  considérer  la  longueur  — -,   nous  l'appellerons  le 
pas  réduit  de  Thélice,  et  nous  la  représenterons  par  h  : 

Nous  aurons  alors 

{ibis)  r"/icot|3,     /  sin  j3  =:  ^ârr/i. 

Le  pas  réduit  est  le  rapport  de  Tordonnée  rectiligne  PM  d'un  point  M  de  l'hélice  à 
son  azimut  AOP;  c'est  aussi  le  rayon  de  la  circonférence  dont  la  longueur  est  égale 
au  pas:  on  le  détermine  en  prenant  une  quatrième  proportionnelle  à  une  circon- 
férence développée,  à  son  rayon  et  au  pas  de  l'hélice.  Quand  le  pas  d'une  hélice 
sera  donné,  nous  supposerons  toujours  que  le  pas  réduit  est  connu,  et  récipro- 
quement, 

951.  Pour  construire  la  projection  verticale  d'une  hélice  située  sur  un  cylindre 
vertical  donné,  lorsque  l'on  connaît  son  pas  et  l'un  de  ses  points  (A,  A'),  on  par- 
tage le  cercle  de  section  droite  AB  [Jig\  373),  qui  est  la  projection  horizontale  de 
cette  courbe,  en  un  certain  nombre  de  parties  égales,  douze  par  exemple,  en 
prenant  le  point  A  pour  un  des  points  de  division;  on  mène  par  ces  différents 
points  des  perpendiculaires  à  la  droite  XY  horizontale  du  point  A';  on  porte  un 
douzième  du  pas  au-dessus  de  XY,  sur  la  première  de  ces  droites  à  partir  de  la 
trace  ou  origine  A,  deux  douzièmes  sur  la  seconde,  et  ainsi  de  suite.  On  obtient 
de  cette  manière  treize  points  par  spire. 

Sur  Va  figure  373,  l'origine  donnée  A  est  sur  le  diamètre  du  cercle  qui  est  per- 
pendiculaire a  la  ligne  de  terre.  Cette  circonstance  introduit  dans  les  constructions 
une  symétrie  qui  les  rend  plus  faciles. 

La  tangente  de  l'hélice  en  un  point  {n,  ri)  a  sa  trace  horizontale  a  sur  la  tan- 
gente du  cercle  AB  au  point  n,  à  une  distance  de  ce  point  égale  à  la  longueur  rec- 
tifiée de  l'abscisse  curviligne  kn  (art.  949).  La  détermination  de  ce  point  permet 
de  construire  la  projection  verticale  a'ii'  de  la  tangente.  Le  lieu  des  traces  des  tan- 
gentes forme  une  développante  du  cercle  AB* 

932.  Il  est  facile  d'obtenir  l'équation  de  la  projection  verticale  A' A''  de  l'hé- 
lice {fig\  373).  Si  nous  appelons  z  l'ordonnée  pm!  d'un  point  [m,  m!)  de  l'hélice, 

nous  aurons 

z-=.k  arc  Am, 

k  étant  un  coefficient  constant.  L'abscisse  x  du  point  m'  est  la  longueur  A'/?  égale  au 

sinus  de  l'arc  km  dans  le  cercle  AB  dont  nous  désignons  le  rayon  par  r, 

.    km 
07  =  r  sm 
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Nous  avônc  donc 

z 
kr 

Pour  avoir  la  valeur  de  k  en  fonction  du  rayon  r  et  du  pas  H,  nous  remarquons 
que  quand  l'abscisse  est  r,  l'ordonnée  z  est  le  quart  de  H.  On  a  donCj  en  vertu  de 
l'équation  précédente, 

r  =: r sm  y-j- ->         d  ou        A:  =  -, 
4  k  r  r 

et,  par  suite,  l'équation  de  la  courbe  devient 
(3)  ^  =  r  sin  j» 

On  voit  que  la  projection  d'une  hélice  sur  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe  est 
une  sinusoïde  (  art.  147  ) . 

953.  Un  arc  croît  plus  rapidement  que  son  sinus;  par  conséquent,  à  partir  de 
l'origine  A',  l'ordonnée  z  croit  plus  rapidement  que  l'abscisse  x,  et,  d'un  côté 
comme  de  l'autre,  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  la  ligne  de  terre  :  elle  a  donc 
une  inflexion  en  A'.  On  arrive  au  même  résultat,  soit  en  faisant  le  développement 
du  cylindre  sur  le  plan  tangent  en  A',  soit  en  s'appuyant  sur  le  théorème  démontré 
à  l'article  474.  Par  la  première  manière,  on  voit  que  les  points  de  la  sinusoïde 
situés  de  part  et  d'autre  de  la  ligne  de  terre  se  transportent  de  différents  côtés  pour 
se  rendre  sur  la  tangente  en  A';  par  la  seconde,  on  remarque  que  l'hélice  ayant 
pour  transformée  une  droite,  son  plan  osculateur  est  toujours  normal  au  cylindre, 
et  que,  par  suite,  au  point  A'  il  est  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

Nous  voyons,  par  cette  dernière  considération,  que  la  normale  principale  d'une 
hélice  en  un  point  (A,  A')  est  la  perpendiculaire  (  AO,  A')  abaissée  de  ce  point  sur 
Taxe. 

Projection  oblique  d'une  hélice  sur  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe, 

954.  Si  un  cercle  horizontal  AB  [fig.  874)  tourne  autour  de  son  centre  0,  et 
s'élève  en  même  temps  de  manière  que  ce  centre  parcoure  une  verticale  (0,  .M k"), 
ces  deux  mouvements  étant  d'ailleurs  uniformes,  un  quelconque  de  ses  points  tel 
que  (A,  A')  décrira  une  hélice.  Toute  hélice  peut  être  considérée  comme  engen- 
drée de  cette  manière. 

Supposons  maintenant  que  le  cercle  mobile  soit  éclairé  par  des  rayons  parallèles 
a  une  droite  (R,  R')  :  son  ombre  sur  le  plan  horizontal  sera  le  même  cercle  AB  qui 
tournera  autour  de  son  centre  0,  pendant  que  ce  point  s'avancera  sur  la  droite  Qx 
parallèle  à  R. 

Lorsque  le  cercle  AB  aura  achevé  une  révolution  en  s'élevant,  l'ombre  0,  de 
son  centre   sera  parvenue  en  D,  et  le  point  de  contact  du  cercle  d'ombre  avec  la 
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droite  Aa  parallèle  à  R  aura  atteint  la  position  C  après  avoir  décrit  sur  le  cercle 
la  circonférence  entière  et  sur  la  droite  le  segment  AC.  Eu  égard  aux  sens  des 
mouvements,  si  ces  longueurs  sont  égales,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

0D==  271  X  OA, 

le  cercle  d'ombre  aura  roulé  sans  glisser  sur  la  droite  Aa.  Quand  cette  condition 
est  remplie,  l'ombre  que  projette  sur  le  plan  horizontal  l'hélice  engendrée  par  le 
point  (A,  A')  du  cercle  est  la  courbe  décrite  par  le  point  A  de  la  circonférence  AB 
lorsqu'elle  roule  sur  la  droite  A  a. 

Nous  appelons  7  l'angle  que  les  rayons  de  lumière  font  avec  le  plan  horizontal, 
rie  rayon  du  cercle  AB,  et  H  la  hauteur  qui  correspond  à  une  révolution,  ou  le  pas 
de  l'hélice  (AB,  A' A''):  l'équation  ci-dessus  devient 

H  coty  =  2 Tir; 

ou,  en  introduisant  le  pas  réduit  h, 

h  cot  y  :=  r. 

En  se  reportant  à  la  première  des  équations  (i  bis)  on  voit  que  la  condition  consiste 
en  ce  que  les  rayons  doivent  avoir  la  même  inclinaison  sur  le  plan  horizontal  que 
les  tangentes  de  l'hélice. 

On  appelle  cycloïde  la  courbe  engendrée  par  un  point  d'un  cercle  qui  roule  sur 
une  droite  sans  glisser;  nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  que  nous  venons 
de  démontrer  en  disant  que  la  projection  oblique  d'une  hélice  sur  un  plan  perpendi- 
culaire à  son  axe  est  une  cycloïde  lorsque  les  projetantes  ont  la  même  inclinaison  sur 
ce  plan  que  les  tangentes  de  F  hélice.  On  voit  encore  que  toute  cycloïde  est  V  ombre 
d'une  hélice  pour  une  direction  donnée  de  rayons  parallèles. 

Une  cycloïde  AG  a  des  rebroussements  aux  points  A  et  C,  où  elle  rencontre  la 
droite  de  roulement  A  a,  car  ces  points  sont  les  ombres  de  ceux  de  l'hélice  où  la 
tangente  est  parallèle  aux  rayons  de  lumière  (art.  217). 

955.  Quand  les  rayons  de  lumière  ont  une  inclinaison  différente  de  celle  des 
tangentes  de  l'hélice,  on  peut  déterminer  sur  le  rayon  OA  [fig^  SyS)  une  longueur 
OP  ou  g  qui  satisfasse  a  l'équation 

g  =  A  cot  7. 

Le  point  P  étant  entraîné  dans  le  mouvement  du  cercle  engendrera  une  hélice 
dont  l'ombre  sera  la  cycloïde  décrite  par  le  même  point  P,  lorsque  le  cercle 
dont  le  rayon  est  OP  roule  sur  sa  tangente  P/?.  Les  cercles  AB  et  PK  étant  d'ail- 
leurs supposés  former  un  système  invariable,  on  voit  que  l'ombre  de  l'hélice  décrite 
par  le  point  A  est  la  courbe  que  ce  même  point  engendre  lorsque  le  cercle  PK  roule 
sur  sa  tangente  P/?. 
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Quand  un  cercle  roule  dans  un  plan  sur  une  de  ses  tangentes,  la  courbe  décrite 
par  un  point  du  plan  entraîné  dans  le  mouvement  est  appelée  cycloïde  raccourcie  ou 
cycloïde  allongée,  suivant  que  le  point  est  dans  Tintérieur  ou  a  l'extérieur  du 
cercle.  Nous  pouvons  donc  dire  que  la  projection  oblique  d'une  hélice  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  son  axe  est  une  cycloïde  raccourcie  ou  allongée,  suivant  que  les 
projetantes  sont  plus  au  moins  inclinées  sur  ce  plan  que  les  tangentes  de  ïhé- 
lice  (*). 

Pour  construire  le  rayon  g  du  cercle  générateur,  nous  prenons  une  hauteur  A''G 
égale  au  quart  du  pas  A' A'',  puis  menant  du  point  G  une  horizontale  et  du  point  A' 

un  rayon  de  lumière  A''C,  nous  obtenons  le  segment  GF  égal  à  ^  H  cot  7.  Nous  por- 
tons sur  la  tangente  B6  une  longueur  BJ  égale  au  quart  de  cercla  BE  :  l'angle  BOJ 
a  pour  tangente  -  ?r.  Nous  projetons  F  en  I,  et  I  en  K:  le  segment  OK  est  le  rayon 

cherché.  La  grandeur  de  l'angle  BOJ  est  67^  3 1'  6''.  Cette  construction  revient,  en 
ce  qui  concerne  le  pas  réduit  A,  aux  tracés  indiqués  à  l'article  950,  mais  nous 
n'avons  opéré  que  sur  le  quart  de  la  circonférence  et  le  quari  du  pas. 

Quand  les  projetantes  sont  verticales,  le  rayon  OP  du  cercle  mobile  est  nul,  et  la 
cycloïde  allongée  se  réduit  au  cercle  AB. 

Surfaces  hélicoïdes.  —  Ilélicoïdes  réglés, 

956.  On  appelle  surface  hélicoïde  ou  simplement  hélicoïde  la  surface  lieu  des  hé- 
lices qui  ont  un  axe  commun  et  un  même  pas,  et  qui  passent  par  les  différents 
points  d'une  directrice.  On  peut  regarder  cette  surface  comme  engendrée  par  la 
directrice  qui  tourne  autour  de  l'axe  d'un  mouvement  uniforme,  et  qui  a  en  même 
temps  un  mouvement  uniforme  de  translation  parallèle  à  la  direction  de  cette 
droite  ;  car,  si  l'axe  est  supposé  vertical,  les  augmentations  des  hauteurs  des  points 
de  la  courbe  sont  proportionnelles  aux  accroissements  de  leurs  azimuts;  ces  points 
dérivent  par  suite  des  hélices  ayant  un  axe  commun  et  un  même  pas  :  on  dit  qu'ils 
ont  un  même  mouvement  hélicoïde. 

Nous  voyons  que  la  courbe  que  nous  avons  prise  pour  directrice  peut  être  consi- 
dérée comme  une  génératrice.  Elle  est  appelée  méridienne  quand  elle  est  plane  et 
que  son  plan  contient  l'axe.  Un  hélicoïde  est  déterminé  quand  on  connaît  l'axe,  le 
pas  des  hélices  et  une  directrice. 

Lorsqu'une  surface  se  meut  de  manière  que  ses  différents  points  décrivent  autour 
d'un  axe  des  hélices  de  même  pas,  son  enveloppe  est  un  hélicoïde,  car  deux  enve-» 
loppées  consécutives  ont  toujours  les  mêmes  positions  relatives,  et,  par  suite,  la 
caractéristique  est  une  courbe  déterminée  et  invariable  sur  l'enveloppée. 

(*  )  Ce  théorème  et  le  précédent  sont  dus  à  M.  Guillery.  Voir  une  communication  de  M.  Olivier 
à  la  Société  Pliilomathique^  1847. 

m.  ï5 
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Une  surface  hélicoïde  est  coupée  suivant  des  hélices  par  tout  cylindre  de  révo-- 
lution  ayant  le  même  axe  qu'elle. 

957.  Lorsque  la  directrice  que  doivent  rencontrer  les  hélices  est  une  droite 
(BC,B'C')  [fig,  376),  cette  ligne  pouvant  être  considérée  comme  une  génératrice, 
la  surface  est  un  hélicoïde  réglé.  L'hélice  qui  passe  au  pied  (A,  A')  de  la  commune 
perpendiculaire  a  la  génératrice  rectiligne  et  à  Taxe  est  appelée  Ae7/ce  de  gorge:  sa 
distance  à  Taxe  est  la  plus  petite,  et  par  suite  Tangle  de  ses  tangentes  avec  le  plan 
horizontal  est  le  plus  grand. 

Si  Ton  considère  sur  la  génératrice  un  segment  déterminé  B'C  et  qu'on  mène  par 
îe  point  C  une  verticale  et  par  le  point  B'  une  horizontale,  on  aura  un  triangle 
rectangle  CC^B'  qui  sera  le  même  dans  toutes  les  positions  de  la  droite  (BCB'C), 
car  les  points  de  cette  ligne  s'élevant  de  quantités  égales  le  côté  C'C^  conservera  la 
même  longueur.  L'angle  C'BX'i  que  la  génératrice  forme  avec  le  plan  horizontal  est 
donc  constant,  et  par  suite  le  cône  directeur  d'un  hélicoïde  réglé  est  de  révolution. 
958.  En  tout  point  de  la  surface  il  passe  une  hélice;  le  plan  tangent  contient  la 
tangente  de  cette  courbe  et  la  génératrice.  En  un  point  (M,  M')  [fig-  376)  la  tan» 
gente  à  Thélice  a  pour  projection  horizontale  la  perpendiculaire  MT  au  rayon  OM; 
le  plan  tangent  contient  donc  deux  droites  dont  les  projections  horizontales  MT  et 
BC  sont  différentes,  et  par  suite  il  n'est  pas  vertical.  Au  point  (A,  A')  la  tangente 
de  l'hélice  et  la  génératrice  se  projettent  sur  BC;  par  conséquent,  si  ces  droites 
sont  distinctes  dans  l'espace,  le  plan  vertical  BC  sera  tangent  en  (A,  A'),  et  l'héli- 
coïde  aura  deux  plans  tangents  différents  aux  points  (A,  A')  et  (M,  M')  d'une  même 
génératrice;  cette  surface  sera  donc  gauche.  On  a  un  hélicoïde  déçeloppable  lorsque 
la  génératrice  est  tangente  a  l'hélice  de  gorge,  car  la  surface  est  alors  le  lieu  des 
tangentes  d'une  courbe  gauche.  Pour  que  cette  circonstance  se  présente,  il  faut 
que  l'on  ait 

hcoia:=2b, 

h  étant  le  pas  réduit  commun  des  hélices,  a  l'angle  de  la  génératrice  avec  le  plan 
horizontal  et  b  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  l'hélice  de  gorge  est  tracée. 

Ligne  de  striction  de  T hélicoïde  gauche,  —  Paramétre  d'une  génératrice, 

959.  Nous  savons  que  le  plan  tangent  d'une  surface  gauche  en  un  point  situé  à 
l'infini  sur  une  génératrice  donnée  est  parallèle  au  plan  tangent  du  cône  directeur 
le  long  de  la  génératrice  correspondante  (art.  615).  Cette  proposition  va  nous  per- 
mettre de  déterminer  le  point  central  d'une  génératrice  d'un  hélicoïde  gauche. 

Soient  (0,  O'Z)  l'axe  de  la  surface  {fig,  377),  (EF,  ET^  rhélice  de  gorge  et 
(ÂG,  A' G')  une  génératrice  parallèle  au  plan  vertical  :  nous  prenons  le  cercle  EF 
pour  trace  horizontale  du  cône  directeur,  et  nous  déterminons  la  position  S  que  le 
sommet  de  ce  cône  occupe  sur  l'axe,  en  menant  la  droite  E'S  parallèle  a  G' A'.  Le 
plan  vertical  AG  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  du  cône  le  long  de  la  droite 
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(EO,E'S)  parallèle  à  la  génératrice  considérée  de  Thélicoïde,  et  par  suite  il  est  le 
plan  central  de  cette  génératrice  (art.  622);  mais  nous  avons  vu  qu'il  touche  la 
surface  au  point  (A,  A')  de  l'hélice  de  gorge  :  le  point  central  d'une  génératrice  est 
donc  celui  où  elle  rencontre  V hélice  de  gorge,  et  cette  courbe  est  la  ligne  de  striction  de 
la  surface. 

960.  Proposons-nous  de  déterminer  le  paramètre  de  la  génératrice  (GA,  G' A') 

{fig-  377)- 

En  appelant  ^^  ce  paramètre,/?  la  distance  de  la  génératrice  considérée  a  la  géné- 
ratrice voisine,  et  a  l'angle  de  ces  droites,  nous  avons  (art.  623) 

Puisque  l'hélice  de  gorge  est  la  ligne  de  striction,  si  l'on  prend  sur  cette  courbe 
une  longueur  h! m!  infiniment  petite,  le  point  m!  sera  le  point  central  de  la  généra- 
trice voisine  de  (GA,G'A').  On  peut  regarder  ce  point  comme  étant  dans  le  plan 
vertical  AG,  car  il  n'en  est  éloigné  que  d'une  longueur  infiniment  petite  du  second 
ordre.  La  longueur/?  est  donc  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m'  sur  la  géné- 
ratrice A' G',  et  on  a 

p  z=z  A' m'  sïnm'  A^ n; 

ou  bien,  en  désignant  par  a  et  |3  les  angles  que  la  génératrice  et  la  tangente  à  l'hélice 
font  avec  le  plan  horizontal, 

p  =  -T-~sin  (j3  —  a). 

Pour  avoir  a  nous  allons  considérer  sur  le  cône  directeur  les  deux  génératrices 
respectivement  parallèles  a  celles  de  l'hélicoïde  qui  passent  aux  points  (A,  A')  et 
(m,  m'),  La  première  est  (EO,  E'S),  et  nous  obtenons  la  projection  horizontale  de 
la  seconde  en  traçant  le  rayon  0^  parallèle  à  la  tangente  mT.  Nous  avons  alors 

et  enfin 

(7  =  EO/cosao 

En  portant  dans  l'expression  de  k  les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver  pour 
p  et  c,  on  obtient 

z.  _sin(fi  — g)        A'g 
sm(3cosa         ^^ 

Mais  EO^  est  l'angle  dont  chaque  point  de  la  génératrice  tourne  autour  de  Taxe^ 
pendant  qu'elle  s'élève  de  la  hauteur  A'q;  on  a  donc 

EOf 

i5. 
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et  par  suite 


;4)  k.^hii-^ 


tan  g  a 
tangp 

Nous  avons  d'ailleurs  la  relation 

(5)  tang/3  =  |; 

la  formule  (4)  peut  donc  être  remplacée  par  une  des  suivantes 

(6)  k^  =  h  ~h  tang  a, 

(?)  ^K  =  &  (tang  p  — tang  ^). 

Nous  savons  que  la  surface  est  développable  quand  les  angles  a  et  |3  sont  égaux 
(art.  958);  la  formule  donne  alors  pour  i^^  une  valeur  nulle,  comme  cela  devait  être. 

Les  valeurs  de  A,  è,  a  et  /3  sont  constantes  pour  un  liélicoïde,  et  par  suite  toutes 
les  génératrices  ont  le  même  paramètre.  Il  était  facile  de  prévoir  ce  résultat,  car 
deux  génératrices  consécutives  ont  toujours  les  mêmes  positions  relatives. 

961.  Les  équations  (4),  (6)  et  (7)  donnent  simplement  la  grandeur  absolue 
du  paramétre,  car  nous  n'avons  fait  aucune  convention  sur  les  signes  des  quan- 
tités qui  entrent  dans  les  seconds  membres,  et  en  raisonnant  surla^gt^r^  877, 
nous  les  avons  toutes  indistinctement  considérées  comme  positives.  Nous  allons  pré- 
senter sur  ce  sujet  quelques  observations  qui  n'offrent  aucun  intérêt  pour  les  con- 
structions que  Ton  déduit  directement  de  la  considération  deshélicoïdes,  mais  qui 
sont  indispensables  pour  l'interprétation  des  formules. 

Lorsque  le  point  qui  décrit  une  hélice  s'élève,  il  tourne  vers  la  droite  ou  vers  la 
gauche  d'une  personne  qui  serait  placée  sur  l'axe  du  cylindre  et  qui  regarderait  ce 
point.  L'hélice  est  dextrorsùm  dans  le  premier  cas  et  sinistrorsùm  dans  le  second. 
Nous  avons,  en  général,  représenté  les  hélices  sinistrorsùm  parce  que  ce  sont  celles 
que  l'on  trouve  dans  les  vis  qui  sont  le  plus  souvent  employées. 

Nous  mesurons  les  ordonnées  positives  de  bas  en  haut  et  les  azimuts  positifs  de 
droite  à  gauche,  de  manière  que  l'azimut  du  point  A  [fig,  877)  soit  donné  par 
Tare  EA  et  égal  à  +  90  degrés.  Alors  le  pas,  ou  la  hauteur  dont  le  point  qui  décrit 
la  courbe  s'élève  lorsque  son  azimut  augmente  de  -h  36o  degrés,  est  positif  ou 
négatif  suivant  que  l'hélice  est  sinistrorsùm  ou  dextrorsùm. 

Nous  considérerons  en  général  le  rayon  b  comme  positif  et  cot  (3  comme  ayant  le 
même  signe  que  le  pas  :  la  formule  [b  :=:hcoi^)  sera  ainsi  maintenue  sans  alté- 
ration. Enfin  cot  a  aura  le  même  signe  que  cot  |3  ou  un  signe  contraire,  suivant 
que  les  angles  aigus  formés  par  l'hélice  de  gorge  et  par  la  génératrice  avec  le 
plan  horizontal  seront  ou  non  tournés  d'un  même  côté.  Lorsque,  pour  généraliser 


CHAPITRE    I.  —THÉORIE    GÉNÉRALE.  117 

les  résultats  d'une  formule,  nous  donnerons  au  rayon  b  une  valeur  négative,  la 
valeur  correspondante  de  cotj3  devra  avoir  un  signe  contraire  a  celui  du  pas. 

D'après  cela,  et  eu  égard  à  la  disposition  de  \^  figure  377,  les  quantités  6,  A,  cot  a 
et  cot|3  sont  positives. 

Si  h  était  nul,  la  formule  (6)  donnerait  pour  ^^  une  valeur  négative,  mais  alors 
la  surface  serait  un  hyperboloïde  de  révolution,  et  la  génératrice  (AG,  A' G')  se 
trouverait  dans  la  même  position  que  la  génératrice  [ae.de!)  de  \'^  figure  3i2. 
Or  nous  avons  vu  à  l'article  727  que  le  paramètre  de  cette  dernière  est  positif:  la 
formule  (6)  donne  donc  à  k^  un  signe  contraire  à  celui  qui  résulte  de  nos  conven- 
tions. Nous  devons  donc  considérer  k^  comme  une  quantité  égale  au  paramètre, 
mais  de  signe  contraire,  et  si  nous  appelons^  ce  paramètre  lui-même,  nous  aurons 

(  6  bis)  k  :=b  tang  ex,  —  h, 

[T  bis)  ^  —  &(tanga— tangjS). 

Par  le  point  E'  {fg,  377),  nous  traçons  une  droite  E'L  parallèle  aK'A'  :  le  para- 
mètre k  est  égal  au  segment  LS  que  l'on  considérera  comme  ayant  son  origine  au 
point  L,  et  qui  étant  dirigé  de  haut  en  bas  sera  négatif. 

Hèlicoïdes  règles  applicables  les  uns  sur  les  autres, 

962.  Nous  supposons  qu'on  fasse  varier  a,  b  et  A,  et  nous  allons  rechercher 
les  relations  qui  doivent  exister  entre  ces  trois  quantités  pour  que  les  hèlicoïdes 
qu'elles  déterminent  puissent  être  appliqués  les  uns  sur  les  autres. 

Il  faut  d'abord  que  le  paramètre  des  génératrices  ne  change  pas  (  art.  77S)  ;  on 
doit,  par  suite,  considérer  la  quantité  k  comme  constante  dans  les  équations  qui 
précèdent. 

Il  faut  encore  que  lorsque  l'on  aura  placé  deux  hèlicoïdes  de  manière  qu'ils 
se  raccordent  le  long  d'une  génératrice,  et  que  l'on  déformera  le  second,  les  élé- 
ments successifs  de  son  hélice  de  striction  viennent  se  placer  sur  l'hélice  de  stric- 
tion du  premier.  Cela  exige  que  l'angle  de  cette  ligne  avec  les  génératrices,  qui  est 
égal  à  (a  — P),  soit  le  même  dans  les  deux  surfaces.  Par  conséquent,  si  l'on  ap- 
pelle £  un  angle  constant  quelconque,  on  doit  avoir 

a —  ]3  =  £. 
En  portant  la  valeur  (a  — s)  de  |3  dans  les  équations  {[\bis),  (5)  et  {^bis),  on 
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obtient 

(8)  A:==-— -^ , 

^     ^  tang  a  col  (  a  —  £  )  — •  i 

(9)  è  —  Acot  (a  — e), 

k 


(iO)  &=: 


tang  a  —  tang  (a-he) 


Ces  trois  équations  n'en  forment  que  deux  réellement  distinctes. 

Si  Ton  fait  varier  a  entre  (s  +  90  degrés)  et  (s  —  90  degrés),  les  équations  (8) 
et  (10)  donneront  les  valeurs  correspondantes  de  h  et  de  b,  pour  des  grandeurs 
données  des  constantes  ^  et  e;  et  on  aura  une  série  complète  d'hélicoïdes  gauches 
pouvant  être  développés  les  uns  sur  les  autres. 

963.  Les  systèmes  suivants  méritent  d'être  remarqués. 

î,  a==S,  A=0,  è=rr:^C0tg, 

2.  «=:    90  degrés -f- £,     h=: —k^     6  =  0. 

3o  at=:    o,  Ar=: — k,     b=^kGoU, 

4.  a—    90  degrés,  A=:o,  è  — o. 

Dans  le  premier  cas,  la  surface  devient  un  hyperboloïde  gauche  de  révolution. 
Dans  le  second,  l'hélice  de  striction  se  réduit  à  Taxe.  Dans  le  troisième  cas,  les  gé- 
nératrices sont  toutes  parallèles  à  un  plan  perpendiculaire  a  l'axe  :  Thélicoïde  est 
donc  un  conoïde;  il  a  le  même  pas  que  la  surface  précédente,  et  son  rayon  est  égal 
a  celui  du  cercle  de  gorge  de  l'hyperboloïde. 

Enfin,  la  surface  n'existe  pas  quand  les  génératrices  sont  parallèles  à  l'axe.  Le 
résultat  que  les  formules  donnent  dans  ce  cas  indique  que  quand  a  approche  in- 
définiment de  90  degrés,  le  pas  réduit  h  et  le  rayon  b  convergent  vers  zéro. 

Dans  le  cas  particulier  où  s  est  égal  a  —90  degrés,  la  seconde  surface  se  confond 
avec  la  troisième,  et  la  série  comprend  un  hélicoïde  dont  les  génératrices  rectili- 
gnes  rencontrent  l'axe  a  angle  droit.  L'hyperboloïde  est  alors  réduit  à  l'axe,  et  ne 
représente  plus  qu'une  limite. 

964.  Pour  avoir  la  relation  qui  existe  entre  è,  A,  et  les  constantes  du  pro- 
blème, il  faut  éliminer  a  entre  les  équations  (9)  et  (  10).  En  faisant  d'abord  dispa- 
raître l'angle  (a  —  s)  on  obtient 

è  tanga=:  A-f-^. 

L'équation  (9)  peut  être  mise  sous  la  forme  suivante  : 

(Atang£—  b)  tang  a -H  étang  s  -f- A^no. 


CHAPITRE    ï.  —  THEORIE    GÉNÉRALE.  ï  S9 

L'élimitiatiou  de  a  entre  ces  deux  équations  donne 
(11)  b^'hh''  —  kcotB.b-h'kh^o. 

Si  Ton  considère  &  et  A  comme  des  coordonnées  rectangulaires  variables,  cette 
équation  représentera  un  cercle. 

Nous  traçons  deux  axes  OBetOH  {Jîg\  384);  i^ous  prenons  sur  le  second  une 
longueur  OK  égale  à  —k  et  nous  menons  la  droite  KA  qui  rencontre  OH  sous  un 
angle  OKA  complémentaire  de  s:  le  cercle  passant  par  les  points  A,  0  et  K  est  celui 
que  détermine  Téquation  (  1 1  )♦  Une  grandeur  OB,  étant  attribuée  à  &,  on  trouve,  en 
traçant  la  droite  mB,  M  parallèle  à  OH,  que  les  valeurs  correspondantes  de  h  sont 

4-B,M,  et  —  B^m. 

Dans  le  cas  particulier  où  2  est  égal  à  90  degrés,  le  cercle  a  pour  diamètre  le  seg- 
ment OK. 

965.  Nous  ajoutons  les  équations  (8)  et  (10)  après  avoir  multiplié  les  deux 
membres  de  la  première  par  tang  a, 


h  tang  a  -h  6=:  ^ — -^ — ^A .  ^ 

^  tnno-r/ tarder  (  r/ c\ 


k 


d'où 


langa  —  lang(a — e)         langa — lang{a-4~£) 
i~{- Atanga  =  ^cot£; 


/f  cot  e  —  6 
tansç  a 


s^    ..    -  ^^ 


Si  nous  remplaçons  les  différentes  quantités  du  second  membre  par  leurs  gran-» 
deurs  prises  sur  hjigure  384>  en  supposant  b  égal  à  OB^ ,  nous  aurons 

OA  — OBi       ,  OA--OB, 

tanga=::=    ■ :^-^ 5       tang  a  =::=--  • — ^ -^ 

Traçons  les  droites  MA  etmA:  l'équation  que  nous  venons  de  trouver  montre 
que  les  valeurs  de  a  qui  correspondent  à  la  grandeur  OB,  de  b  sont  B^MA  ci 
(180^  —  B,mA)  ou  H^  AM  etHiAm,  la  droite  AH^  étant  parallèle  à  AH,  Si  le  point 
M  était  sur  Tare  AG,  il  faudrait  considérer  l'angle  a  comme  aigu,  et  prendre  la 
droite  AH2  pour  un  de  ses  côtés. 

On  peut  d'ailleurs  faire  la  construction  en  ordre  inverse,  et  se  donner,  au  lieu  du 
rayon  b  du  cylindre  sur  lequel  Thélice  de  gorge  est  tracée,  le  pas  réduit  h  ou 
l'angle  a  des  génératrices  avec  le  plan  horizontal.  On  détermine  immédiatement 
deux  quelconques  de  ces  quantités  quand  la  troisième  est  connue,  et  on  a  un 
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hélicoïde   gauche   appartenant   à  la  série  générale   déterminée    par   les  valeurs 
de  k  et  de  s.  Le  cercle  OKA  donne  donc  la  solution  complète  du  problème  (*). 

Les  abscisses  des  points  du  cercle  les  plus  éloignés  de  l'axe  OH,  et  les  ordon- 
nées de  ceux  qui  sont  le  plus  loin  de  Vaxe  OB,  sont  les  valeurs  extrêmes  de  h  et 
de  h.  On  reconnaît  ainsi  que  le  pas  réduit  h  et  le  rayon  h  ont  l'un  et  l'autre  un 
maximum  positif  et  un  maximum  négatif,  et  on  a  un  moyen  facile  de  déter- 
miner les  grandeurs  de  la  variable  a  qui  leur  correspondent. 

Déçeloppahle  asymptote  d'un  hélicoïde  gauche. 

966.  Considérons  deux  hélicoïdes  gauches  ayant  un  même  axe,  un  même  pas, 
et  dans  lesquels  les  génératrices  AG  et  A^  G,  parallèles  au  plan  vertical  ont  une 
même  projection  A' G'  [fig,  378),  Le  plan  (G^G^  G' A'),  qui  contient  ces  deux 
droites  et  qui  est  perpendiculaire  au  plan  central  de  chacune  d'elles,  touche  les 
deux  hélicoïdes  au  point  infiniment  éloigné  où  elles  se  rencontrent.  Si  les  deux  gé- 
nératrices se  transportent  d'un  même  mouvement  pour  décrire  les  hélicoïdes,  leur 
plan  sera  toujours  tangent  àTinfini  à  ces  surfaces,  et,  par  suite,  elles  se  raccordent 
le  long  d'une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  d'un  rayon  infini. 

Il  suit  de  là  qu'en  faisant  varier  le  rayon  de  l'hélice  de  gorge  d'un  hélicoïde 
gauche,  on  peut  obtenir  une  série  d'hélicoïdes  réglés,  tous  asymptotes  les  uns  des 
autres;  mais  l'un  d'eux  est  développable,  car,  lorsque  le  rayon  variable  est  égal  à  la 
longueur  r  déterminée  par  l'équation 

r~Acota, 

la  génératrice,  qui  fait  toujours  avec  le  plan  horizontal  l'angle  a,  est  tangente  à  l'hé- 
lice de  gorge.  Cet  hélicoïde  est  la  développable  asymptote  de  tous  les  autres. 

On  peut  obtenir  le  rayon  r  par  une  construction  analogue  a  celle  qui  est  expli- 
quée à  la  fin  de  l'article  955. 

Hélices  doubles  de  Vhélicoïde  réglé, 

967.  Soient  BC  et  B^  C^  (fig,  385)  les  projections  horizontales  de  deux  généra- 
trices, et  2T  l'angle  AOA^  :  la  hauteur  du  point  A^  au-dessus  du  point  A  est  ixh\  le 
point  I  considéré  comme  appartenant  a  la  droite  BC  est  élevé  au-dessus  du  point  A 
d'une  quantité  b  tangr  tanga,  &  et  a  désignant  comme  précédemment  la  distance 
de  la  génératrice  à  l'axe,  et  son  angle  avec  le  plan  horizontal.  Il  suit  de  là  que  si 
l'on  a 

xh  —  b  tangT  tanga  =  o, 

les  deux  génératrices  BC  et  B^C,  se  couperont  dans  l'espace. 

(  *  )  GeUe  construction  élégante  a  été  donnée  par  M.  Bour  dans  son  Mémoire  sur  la  déformation 
des  surfaces. 
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On  peut  déterminer  graphiquement  les  valeurs  de  t  qui  satisfont  à  cette  condition, 
en  cherchant  les  points  de  rencontre  des  courbes  représentées  par  les  équations 

p  :=  zhf         p  =  tangr  tanga, 

p  et  T  étant  des  coordonnées  polaires  ou  des  coordonnées  rectilignes.  Il  y  a  une 
infinité  de  solutions. 

On  peut  supposer  que  la  droite  BC  et  les  diverses  génératrices  qu'elle  rencontre 
sont  entraînées  dans  l'espace  d'un  môme  mouvement  hélicoïde,  de  manière 
qu'elles  décrivent  toutes  la  surface;  le  point  I  et  les  autres  points  de  rencontre  en- 
gendreront alors  des  hélices  doubles.  On  voit  ainsi  que  les  nappes  de  la  surface  se 
coupent  suivant  une  série  indéfinie  d'hélices. 


CHAPITRE  IL 

HÉLICOÏDE  DÉYELOPPÂBLE. 


Considérations  générales. 

968.  Un  hélicoïde  développable  est  déterminé  quand  on  connaît  Thélice  arête  de 
rebroussement  :  sur  la^g-wre  879  l'arc  considéré  de  cette  courbe  est  (  AB,  A'B').  La 
trace  horizontale  delà  surface,  lieu  des  traces  des  tangentes  à  l'hélice,  est  la  déve- 
loppable Ag'eè  du  cercle  AB  :  lorsqu'elle  est  construite,  on  obtient  avec  précision  la 
position  des  diverses  génératrices.  Nous  en  avons  déterminé  deux  parallèles  au  plan 
vertical  {Ggf  G' g')^  (Bè,B'&'),  et  une  troisième  dans  une  situation  quelconque 
(Ee,  Ee'). 

Nous  savons  construire  le  cône  directeur  d'un  hélicoïde  réglé,  et  par  conséquent 
nous  pourrons  déterminer  les  plans  tangents  d'un  hélicoïde  développable,  et  les 
asymptotes  des  branches  infinies  de  ses  sections  planes  (art.  470).  Nous  allons 
examiner  successivement  ces  problèmes. 

Plans  tangents, 

969.  Le  plantangent  d'un  hélicoïde  développable  en  un  point  quelconque  (n,  n') 
{fig.  379)  est  tangent  tout  le  long  de  la  génératrice  (E^,  Ee')  qui  passe  ace  point; 
sa  trace  Tt  est  donc  tangente  en  e  à  la  développante  de  cercle  trace  de  la  surface,  et 
par  suite  perpendiculaire  à  la  droite  E^.  Il  résulte  de  là  qu'une  génératrice  est  la 
ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  tangent  qui  la  contient,  et  que  tous  les  plans 
tangents  font  avec  le  plan  horizontal  des  angles  égaux  à  celui  des  génératrices  avec 
lïL  16 
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ce  plan.  La  surface  est  donc  d'égale  pente.  Nous  aurions  pu  arriver  immédiatement 
à  ce  résultat  en  remarquant  que  le  cône  directeur  est  de  révolution. 

970.  Proposons-nous  maintenant  de  mener  à  un  hèlicoïde  dèçeloppable  un  plan 
tangent  par  un  point  non  situé  sur  la  surface. 

Nous  nous  donnons  Thélicoïde  par  la  projection  ABC  de  l'arête  de  rebroussement 
[fig.  38o),  l'arc  de  développante  bgkec  trace  de  la  partie  considérée  de  la  surface, 
et  une  génératrice  (Ce,  Ce')  ;  le  point  donné  est  (F,  F'). 

Nous  construisons  le  cône  directeur  en  plaçant  son  sommet  au  point  (F,  F');  ii^e 
de  ses  génératrices  est  la  droite  (F/,  ¥f)  parallèle  à  (Ce,  Çld)  ;  sa  trace  horizon- 
tale est  le  cercle  qui  a  son  centre  en  F  et  dont  le  rayon  est  F/. 

Le  plan  cherché  fait  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  que  la  droite  (Ce,  Ce'); 
comme  d'ailleurs  il  passe  par  le  point  (F,  F'),  il  est  tangent  au  cône  directeur,  et 
sa  trace,  que  nous  savons  être  tangente  a  la  développante  &  A  e,  doit  de  plus  toucher 
le  cercle  F/. 

La  tangente  commune  ee,  est  la  trace  d'un  plan  qui  satisfait  aux  conditions  du 
problème,  car  les  génératrices  projetées  sur  les  droites  parallèles  Ee  et  ¥e^  font 
avec  le  plan  horizontal  des  angles  égaux  et  dirigés  dans  le  même  sens  ;  elles  sont 
donc  parallèles,  et  par  suite  le  plan  contenant  la  droite  ee^  et  le  point  (F,  F'),  tou- 
che rhélicoïde  le  long  de  la  génératrice  Ee.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  généra- 
trices projetées  sur  les  droites  M3  et  ^4  F  :  elles  ne  s'élèvent  pas  dans  le  même  sens, 
et  on  doit  les  considérer  comme  formant  avec  le  plan  horizontal  des  angles  supplé- 
mentaires. La  tangente  commune  Aâ,  ne  correspond  donc  pas  à  une  solution. 

La  droite  gg^  est  la  trace  d'un  plan  tangent  passant  par  le  point  (F,  F'),  car  la 
génératrice  gÇs  touche  l'arête  de  rebroussement  au-dessous  du  plan  horizontal, 
et  se  trouve  bien  parallèle  à  la  génératrice  g^Y  du  cône  directeur.  La  droite  ii^ 
doit  être  rejetée  ainsi  qu'une  autre  tangente  commune  qui  aurait  son  point  de  con- 
tact sur  la  développante  près  du  point  A,  et  que  nous  n'avons  pas  tracée  par  crainte 
de  porter  un  peu  de  confusion  sur  l'épure. 

Si  l'on  a  quelque  doute  sur  la  position  relative,  dans  l'espace,  de  deux  généra- 
trices FA,  etH)^,  on  le  dissipera  en  construisant  leurs  projections  verticales. 

971.  Nous  allons  maintenant  résoudre  le  problème  de  mener  à  un  hèlicoïde 
dèveloppable  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée  (SD,  S'D')  {fig*  38  { 
et  382).  On  connaît  la  trace  è  Ae  de  la  partie  considérée  de  la  surface,  et  l'une  des 
génératrices  (eE,  e'E'). 

Concevons  un  plan  passant  par  la  droite  (SD,  S'D')  et  parallèle  au  plan  cherché  ; 
il  fera  avec  le  plan  horizontal  le  même  angle  que  les  génératrices  de  la  surface  ;  il 
sera  donc  tangent  au  cône  directeur  placé  de  manière  a  avoir  son  sommet  en  un 
point  (S,  S')  de  la  droite.  La  trace  du  plan  cherché  est  par  conséquent  parallèle  à 
l'une  des  droites  Dm  et  Dtz  ;  elle  est  d'ailleurs  tangente  à  la  développante  bkc.  Ces 
conditions  déterminent  quatre  droites:  trois  d'entre  elles  g^g^.  M,  et  Mj  sont  les 
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traces  de  plans  qui  satisfont  au  problème.  La  quatrième  ii^  est  a  rejeter,  car  le 
plan  tangent  qu'elle  détermine  n'est  pas  parallèle  au  plan  tangent  du  cône  direc- 
teur le  long  de  la  génératrice  S/z  :  les  inclinaisons  de  ces  plans  sont  égales,  mais 
de  sens  contraire. 

Sections  planes . 

972.  Pour  construire  l'intersection  d'une  surface  réglée  par  un  plan,  on  déter- 
mine les  rencontres  avec  le  plan,  d'un  certain  nombre  de  génératrices  convenable- 
ment espacées  ;  les  branches  infinies  correspondent  aux  génératrices  parallèles  au 
plan  sécant,  et  par  suite  à  celles  des  génératrices  du  cône  directeur,  qui  sont  con- 
tenues dans  un  plan  mené  par  le  sommet  de  ce  cône  parallèlement  au  plan  sécant. 

Soient  [kn^k'n')  l'hélice  arête  de  rebroussement  d'un  hélicoïde  développable 
{fig*  383);  (GB,G'B')  une  génératrice  parallèle  au  plan  vertical;  AV  la  dévelop- 
pante de  cercle  trace  horizontale  de  la  surface  et  (P,  P')  le  plan  sécant.  Nous  déter- 
minons le  sommet  (0,  S)  du  cône  directeur,  lorsque  ce  cône  a  pour  trace  le  cercle 
AB  (art.  959),  et  nous  faisons  passer  par  ce  point  un  plan  parallèle  à  (P,  P')  ;  sa 
trace  horizontale  coupe  la  trace  du  cône  en  deux  points  m  et  ^;  les  génératrices 
correspondantes  du  cône  sont  parallèles  au  plan  sécant  :  nous  considérerons  seule-- 
ment  celle  qui  est  projetée  sur  Om, 

Quand  la  génératrice  OA  du  cône  prend  la  position  Om,  la  génératrice  parallèle 
BG  de  l'hélicoïde  se  place  en  /2L  et  a  sa  trace  en  L.  Le  plan  langent  à  la  surface  le 
long  de  la  ligne  {nL,n'  V)  a  pour  trace  la  droite  LH  perpendiculaire  à  iiL.  L'asymp- 
tote, intersection  du  plan  sécant  et  du  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  nL, 
perce  le  plan  horizontal  au  point  H  où  se  coupent  les  traces  de  ces  plans  ;  elle  est 
d'ailleurs  parallèle  aux  génératrices  [Om,  Sm')  et  (/iL,  tz'L')  du  cône  directeur  et 
de  la  surface  :  il  est  donc  facile  de  tracer  ses  projections  HR  et  H'R'. 

La  droite  nL  est  la  projection  d'une  infinité  de  génératrices  qui  ont  leurs  traces 
aux  différents  points  où  elle  rencontre  la  développante  indéfinie  AV.  A  chacune  d'elles 
correspond  une  branche  infinie  avec  asymptote.  La  génératrice  du  cône  directeur 
qui  a  sa  trace  en  q  fait  trouver  une  autre  série  de  branches  infinies.  On  voit  donc  que 
quand  l'angle  a  des  génératrices  avec  le  plan  horizontal  est  plus  petit  que  l'angle  ô 
du  plan  sécant  avec  le  même  plan,  la  section  a  deux  branches  infinies  avec  asymp- 
totes dans  chaque  partie  de  la  surface  qui  correspond  a  une  spire  de  l'arête  de 
rebroussement. 

Si  l'angle  oc  était  égal  à  5,  le  plan  sécant  serait  parallèle  à  une  génératrice  et  au 
plan  tangent  le  long  de  cette  droite,  la  section  aurait,  par  conséquent,  des  branches 
paraboliques.  Enfin  si  a  surpassait  Q,  la  courbe  n'aurait  pas  de  branche  infinie 
dans  la  partie  qui  correspond  à  une  spire  de  l'hélice;  elle  se  déroulerait  indéfini- 
ment comme  une  développante  de  cercle. 

Si  l'on  suppose  que  le  plan  (P,  P')  se  meuve  parallèlement  à  lui-même,  l'asymp- 

i6. 
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tote  se  transportera  dans  le  plan  tangent  HL,  et  se  confondra  avec  la  génératrice  nL 
quand  la  trace  P  passera  par  le  point  L.  L'intersection  se  composera  alors  de  cette 
génératrice  qui  est  sa  propre  asymptote,  et  d'une  courbe  qui  la  rencontrera  tan- 
gentiellement  au  point  [n,  n')  (art.  449). 

973.  Seconde  méthode  applicable  à  toutes  les  surfaces  d'égale  pente,  —  Considérons 
une  surface  d'égale  pente  et  un  plan  qui  rencontrent  respectivement  le  plan  hori- 
zontal sous  des  angles  a  etô  :  soient  M  la  projection  horizontale  d'un  point  de  leur 
intersection  {/ig.  386),  MT  la  génératrice  de  la  développable,  P  la  trace  de  cette 
surface  et  El  celle  du  plan.  Le  plan  tangent  le  long  de  la  génératrice  MT  a  pour  trace 
la  perpendiculaire  TE  (art.  S45),  et,  par  suite,  la  projection  de  la  tangente  en  M  à 
la  courbe  d'intersection  est  EM.  D'ailleurs  si  l'on  abaisse  MI  perpendiculaire  sur  EI^ 
on  aura,  en  appelant  Ç  l'ordonnée  verticale  du  point  M  de  l'espace, 

Ç  =::::  MI  taug  9,     K=  MT  taug  a. 
D'où 

MT  __  cot  a 
Mï  "  COÏT* 

974,  Nous  décrivons  un  cercle  d'un  rayon  quelconque  OD  {Jig-  387),  par  son 
centre  0  nous  tirons  une  droite  OF  parallèle  à  lE,  et  nous  prenons  sur  cette  ligne 

un  point  F,  tel  que  l'on  ait 

or  ___  cot  a 

OD  ""  côTë" 

Nous  traçons  ensuite  le  rayon  OB  perpendiculaire  à  la  projection  de  la  génératrice 
considérée  MT,  et  nous  joignons  BF  :  les  triangles  TMI  et  FOB  sont  semblables 
{Jig.  386  et  387),  caries  angles  IMT  et  FOB  sont  égaux  comme  formés  par  des 
droites  respectivement  perpendiculaires  (*),  et  les  côtés  qui  les  comprennent  sont 
proportionnels  en  vertu  des  équations  qui  précèdent.  L'angle  OFB  est  donc  égal  à 
l'angle  ITM  et  par  suite  a  Fangle  lEM,  car  les  angles  MTE  et  MIE  étant  droits,  les 
points  E,  T,  I  et  M  sont  sur  une  circonférence  :  nous  voyons  que  la  droite  FB  est 
parallèle  à  la  tangente  EM. 

D'après  cela,  il  est  facile  de  construire  la  projection  horizontale  de  la  section  et 
ses  tangentes,  quand  le  cercle  auxiliaire  est  tracé  et  le  point  fixe  F  déterminé.  Pour 
avoir  le  point  M  situé  sur  une  génératrice  TM,  on  trace  les  droites  TE  et  OB  qui  lui 
sont  perpendiculaires,  puis  la  droite  BF  :  la  parallèle  à  cette  ligne  menée  par  le 
point  E  est  tangente  à  la  courbe  au  point  M  où  elle  rencontre  TM.  On  peut,  en  fai- 
sant la  construction  en  ordre  inverse,  déterminer  le  point  de  l'intersection  où  la 
tangente  est  parallèle  a  une  droite  donnée. 

Toutes  les  fois  que  l'angle  Q  du  plan  sécant  avec  le  plan  horizontal  sera  plus  grand 

(  *  )  On  place  le  point  F  arbitrairement  d'un  côté  on  de  l'autre  du  point  G,  sur  le  diamètre  paral- 
lèle à  lE.  La  condition  de  l'égalité  des  angles  IMT  et  FOB  montre  de  quel  côté  du  centre  0  on  doit 
ensuite  tracer  le  rayon  OB. 
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que  l'angle  a  de  la  développable,  le  point  F  se  trouvera  en  dehors  du  cercle  auxi- 
liaire, et  on  pourra  mener  de  ce  point  deux  tangentes  au  cercle.  Chacune  de  ces 
divergentes  sera  perpendiculaire  au  rayon  correspondant;  la  tangente  parallèle EM 
sera  alors  perpendiculaire  à  TE,  parallèle  a  la  génératrice  TM  et  par  conséquent 
asymptote.  Quand  le  point  F  est  dans  l'intérieur  du  cercle,  la  courbe  d'intersection 
n'a  pas  de  branche  infinie,  à  moins  que  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  n'en 
ait  elle-même  (*). 

97S.  Pour  appliquer  commodément  cette  construction  à  l'hélicoïde  dévelop- 
pable, nous  supposons  que  les  plans  de  projection  ont  été  choisis  de  telle  manière 
que  la  trace  horizontale  EO'  du  plan  sécant  (EO',  O'M')  passe  par  le  centre  0  du 
cercle  OC  projection  de  l'arête  de  rebroussement  {Jig\  338),  et  soit  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre. 

Nous  prenons  le  cercle  OC  pour  cercle  auxiliaire  ;  le  point  fixe  F  est  alors  sur  la 
trace  O'E  du  plan.  Pour  le  déterminer,  il  suffit  de  tracer  C'K  sous  l'angle  a  jusqu'à 
la  projection  O'Z  de  l'axe,  et  ensuite  KF'^  parallèle  à  la  trace  verticale  O'M'  du  plan 
sécant  :  la  longueur  OF  est  égale  au  segment  O'F'^, 

Sur  notre  figure  le  point  F  est  extérieur  au  cercle  ;  il  en  résulte  que  l'intersection 
a  deux  branches  infinies  dans  chaque  partie  de  la  surface  qui  correspond  à  une 
spire  de  l'hélice  de  rebroussement.  Les  projections  des  asymptotes  sont  alternati- 
vement parallèles  aux  tangentes  F  6  et  Fè, .  Nous  en  avons  construit  deux  de  chaque 
série. 

Les  points  tels  que  n  où  les  différentes  branches  de  la  courbe  se  coupent  appar- 
tiennent aux  hélices  doubles  (art.  967). 

L'application  de  ce  procédé  a  la  détermination  des  sections  planes  du  cône  de 
révolution  et  des  surfaces  d'égale  pente  étudiées  dans  le  VP  Livre,  donne  lieu  à  des 
exercices  graphiques  intéressants. 

Hélicoïde  développable  déterminé  par  deux  hélices  directrices. 

976.  Les  cercles  A  e^B  [fig-  Sg^)  étant  les  projections  de  deux  hélices  de  même  pas 
et  de  même  sens  dont  les  traces  sont  aux  points  a  et  h^  on  demande  de  déterminer  un 
hélicoïde  développable  auquel  ces  courbes  appartiennent. 

Nous  décrivons  les  développantes  aG  et  èG  traces  des  développables  dont  ces 
hélices  sont  les  arêtes  de  rebroussement;  de  l'un  de  leurs  points  d'intersection  G 
nous  menons  les  tangentes  Gm  et  G  n^  et  nous  joignons  les  points  de  contact  m  et  n. 
Les  hélices  étant  de  même  pas  et  de  même  sens,  les  points  m  et  7i  de  l'espace  peuvent 
se  transporter  sur  ces  courbes  d'un  même  mouvement  hélicoïde,  et  alors  la  droite 
mn  décrira  un  hélicoïde  réglé.  Cette  surface  est  d'ailleurs  développable,  car  les  tan- 

(*)  Cette  construction  nous  a  été  communiquée  par  M.  Boiir  pour  l'hélicoïde  développable. 
M.  Mannbeim  a  remarqué  qu'elle  s'étendait  à  toutes  les  surfaces  d'égale  pente. 
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gentes  des  directrices  aux  points  met  n  d'une  même  génératrice  se  rencontrent  au 
point  G  (^). 

On  obtient  le  rayon  du  cercle  projection  de  Farête  de  rebroussement,  en  abais- 
sant une  perpendiculaire  du  centre  o  sur  mn. 

Développement  de  Vhélicoïde, 

977.  L'hélice  étant  une  ligne  géodésique  du  cylindre  sur  lequel  elle  est  tracée, 
tous  ses  plans  osculateurs  sont  normaux  a  cette  surface.  Les  rayons  principaux  du 
cylindre  sont  d'ailleurs  l'un  infini,  l'autre  égal  à  r  ;  par  conséquent,  si  l'on  appelle  p 
le  rayon  de  courbure  de  l'hélice  en  un  point,  le  théorème  d'Euler  donne  immé- 
diatement 

Jusqu'à  présent  nous  avons  surtout  considéré  les  courbures  des  sections  planes 
des  surfaces;  mais,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  remarqué  (art.  797),  les  théorèmes 
relatifs  aux  rayons  de  courbure  peuvent  être  étendus  aux  courbes  gauches*  La  gran- 
deur d'un  rayon  de  courbure  est  en  effet  déterminée  par  les  positions  relatives  de 
trois  points  infiniment  voisins  de  la  courbe;  le  plan  qui  contient  ces  trois  points 
est  celui  de  la  courbe  si  elle  est  plane?  et  simplement  son  plan  osculateur  si  elle  est 
sauche. 

Les  grandeurs  r  et  /3  sont  les  mêmes  pour  tous  les  points  de  l'hélice  ;  le  rayon  de 
courbure  p  est  donc  constant.  Il  suit  de  là  que  dans  le  développement  d'un  hélicoïde 
développable,  la  courbe  plane  transformée  de  l'arête-  de  rebroussement  a  tous  ses 
rayons  de  courbure  égaux  à  p  (art.  475),  et  que  par  conséquent  c'est  un  cercle 
dont  le  rayon  est  p.  • 

978.  11  n'est  pas  nécessaire  de  recourir  au  théorème  d'Euler  pour  obtenir  la 
formule  que  nous  avons  trouvée  à  l'article  précédent.  Nous  remarquerons  d'abord 
que  deux  arcs  de  même  longueur  d'une  hélice  sont  évidemment  superposables,  et 
que  par  conséquent  le  rayon  de  courbure  de  cette  ligne  en  ses  différents  points 
est  constant. 

Considérons  sur  l'hélicoïde  deux  génératrices  A  et  B  tangentes  à  l'arête  de 
rebroussement  en  des  points  qui  comprennent  une  demi-spire;  appelons  p  le 
rayon  de  la  circonférence  transformée  de  cette  courbe,  et  désignons  par  a  et  6  les 
génératrices  du  cône  directeur  respectivement  parallèles  à  A  et  à  B.  Les  droites 
a  et  6  sont  dans  un  plan  qui  contient  l'axe  du  cône. 

[^  )  Cette  construction  est  due  à  M.  Th.  Olivier  (  Développements  de  Géométrie  descriptive). 
(  ^*  )  Cette  formule  est  applicable  à  une  courbe  quelconque  et  à  sa  projection  sur  un  plan  parallèle 
au  rayon  de  courbure. 
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Tir 


La  longueur  d'une  demi-spire  est — ^^  Les  génératrices  A  et  B  comprennent 

donc  après  le  développement  un  angle  égal  à  — — g- 

Si  nous  supposons  le  cône  directeur  placé  de  manière  à  avoir  pour  trace  horizontale 
la  projection  de  l'arête  de  rebroussement,  les  génératrices  a  et  &  perceront  ce  cercle 
en  deux  points  distants  d'une  demi-circonférence  n  r.  Dans  le  développement  du 
cône,  la  trace  de  cette  surface  a  pour  transformée  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon 

est  ^  (  art,  167).  L'angle  que  les  droites  a  et  &  font  après  le  développement  est 

donc  égal  à  n  cos  j3. 

Quand  la  surface  et  le  cône  sont  développés,  les  droites  A  et  B  d'une  part,  a  et 
b  de  l'autre,  comprennent  encore  des  angles  égaux  (art.  481);  nous  avons  par 
conséquent 


Tir 


7rcosj8=: j^}     ou     /5  = 


pcos[3  "        cos^p 


r 


La  génératrice  A'o'du  cône  directeur  {Jig\  389)  est  égale  a ^^  donc  en  éle- 
vant la  perpendiculaire  o'o/,  nous  déterminerons  un  segment  A'o)'  qui  sera  égal 

979.  Si  nous  voulons  faire  le  développement  de  la  partie  de  la  surface  qui  cor- 
respond à  une  demi-spire  (ADG,  A'D'G')  de  l'arête  de  rebroussement  {/ig.  SSg), 
nous  tracerons  deux  droites  rectangulaires  A'^ g''  et  g'' G''  respectivement  égales  à 
la  demi-circonférence  AG  et  à  la  moitié  du  pas,  l'hypoténuse  A'' G''  sera  la  lon- 
gueur de  la  demi-spire  de  l'hélice;  nous  la  porterons  sur  une  circonférence  dé- 
crite avec  un  rayon  «^Di  (/g\  Sgo)  égal  à  A'oo'  (y?g'.  SSg),  et  nous  obtiendrons 
l'arc  A^G^  transformé  de  la  partie  (AG,  A'G')  de  l'arête  de  rebroussement. 

La  longueur  d'une  spire  de  l'hélice  est  égale  à  — g>  et  par  suite  à  la  circonfé- 
rence dont  le  rayon  est  -^  ou  A'o'.  En  rectifiant  la  moitié  de  ce  cercle,  on  obtient 

•^  cos  (3 

directement  la  longueur  A'' G''. 

Une  spire  occupe  sur  le  cercle  de  la  transformée  de  l'hélice  un  arc  dont  le  rapport 
à  la  circonférence  est 

cos  (3 


Eu  égard  à  la  valeur  dep,  cette  expression  est  égale  à  cos|3  ou  à  ^7^,  {/ig,38(^).  On 
peut  en  mesurant  ces  deux  longueurs  calculer  l'amplitude  de  l'arc  A^G,. 

(*  )  Nous  devons  à  M.  Mannheim  la  détermination  de  la  valeur  de  p  par  la  considération  du  cône 
directeur. 
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La  transformée  A^  g\  de  la  développante  Ag  est  une  développante  du  cercle  A,  G^ 
(art.  473).  On  peut  par  cette  considération  obtenir  la  formule  de  l'article  977,  en 
supposant  connue  Féquation  aux  arcs  et  aux  rayons  de  courbure  de  la  dévelop- 
pante du  cercle  (*). 

980.  Les  tmnsfoï^mées  des  diverses  hélices  de  la  surface  sont  des  cercles  concentri- 
ques ;  car,  pour  avoir  une  d'elles,  il  faut  porter  une  longueur  déterminée  sur  chaque 
génératrice,  à  partir  du  point  où  elle  touche  le  cercle  dans  lequel  se  change  Tarête 
de  rebroussement. 

Si  Ton  veut  avoir  la  transformée  de  l'arc  d'hélice  projeté  sur  le  segment /?mn 
{fig,  389),  on  portera  sur  la  tangente  D^  rf|  {Jig.  Sgo)  une  longueur  D^  m^  égale 
à  D'm',  la  courbe  cherchée  sera  l'arc  de  cercle  passant  par  le  point  m^  et  ayant 
son  centre  au  point  «i.  Nous  n'avons  pas  représenté  sur  la  figure  889  la  projec- 
tion verticale  de  cette  hélice  par  crainte  de  confusion. 

Nous  savons  que  le  rayon  de  courbure  de  l'arête  de  rebroussement  n'est  pas 
altéré  par  le  développement  (art.  475).  Les  rayons  de  courbure  des  autres  hélices 
ne  sont  pas  ceux  des  cercles  de  leurs  transformées. 

981.  Reprenons  l'équation  de  l'article  977 


P== 


cos'  (3 


Si  l'on  attribue  à  p  une  grandeur  déterminée  quelconque  et  que  l'on  fasse  varier  a 
et  r,  on  aura  une  infinité  d'hélicoïdes  dont  les  arêtes  de  rebroussement  se  transfor- 
meront suivant  le  même  cercle  lorsqu'on  les  développera  sur  un  plan,  et  qui  par 
conséquent  pourront  être  développés  les  uns  sur  les  autres. 

Remplaçant  dans  la  formule  cos^/Spar  sa  valeur  en  fonction  de  r  et  de  A  dé- 
duite de  la  première  équation  (i  bis)  de  l'article  950,  on  obtient 

h^  -i-  r^  —  pr  z=  o. 

En  considérant  h  et  r  comme  des  coordonnées  rectangulaires  variables,  l'équa- 
tion précédente  représentera  un  cercle  qui  passe  par  l'origine,  dont  le  centre  est 
sur  l'axe  des  r  et  dont  le  diamètre  est  égal  à  p.  Ce  cercle  étant  tracé,  on  trouvera 
pour  chaque  valeur  de  r  deux  ordonnées  égales  et  de  signes  contraires  qui  déter- 
mineront deux  hélicoïdes  développables  de  même  pas,  l'un  dextrorsùm,  l'autre 
sinistrorsùm,  tous  deux  applicables  sur  le  premier  hélicoïde. 

(  *  )  Cette  équation  est 
B  et  ^  sont  le  rayon  de  courbure  Ee(yig,  389),  et  Farc  correspondant  Ae. 


CHAPITRE   II.  —  HÉLICOiDE   DÉVELOPPABLE.  !  ^C) 

Centres  de  courbure  de  V hélice  et  surface  lieu  de  ses  développées, 

982.  Si  nous  portons  le  rayon  de  courbure  o^^J)^  [fig.  Sgo)  deD  en  (^[fig-  SSg), 
le  point  (oo,  D')sera  le  centre  de  courbure  de  rhélice  (AG,A'6')  pour  le  point 
(D,D').  Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  cette  ligne  est  une  seconde  hélice, 
de  même  pas  qu'elle,  et  projetée  sur  le  cercle  décrit  du  point  o  comme  centre, 
avec  ow  pour  rayon.  Appelant  r'  le  rayon  de  ce  cercle,  nous  avons 

r'=:p-—  r=  rtang^  j3, 
d'où 

rr'  =  h\ 

Cette  formule  est  symétrique  en  r  et  en  r';  les  deux  hélices  ont  d'ailleurs  les 
mêmes  normales  principales.  Il  résulte  de  la  que  la  première  est  le  lieu  des  centres 
de  courbure  de  la  seconde,  comme  celle-ci  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  de 
la  première. 

Une  semblable  réciprocité  ne  peut  pas  exister  entre  des  lignes  planes,  parce  que 
les  normales  principales  d'une  courbe  de  ce  genre  sont  toutes  dans  un  plan,  et 
qu'elles  y  ont  nécessairement  une  enveloppe,  de  sorte  que  le  lieu  des  centres  de 
courbure  est  une  développée  de  la  courbe, 

La  formule  que  nous  avons  trouvée  montre  que  quand  deux  hélices  sont  telles, 
que  chacune  d'elles  soit  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  Vautre,  leur  pas  réduit  com^ 
mun  est  moyen  proportionnel  entre  les  rayons  des  cylindres  sur  lesquels  elles  sont  tracées, 

983.  Considérons  une  hélice  (  AB,  A'B^)  [fig,  Sgi)  et  le  plan  (GG',  G'F)  qui  lui 
est  osculateur  au  point  (E,  E')  où  sa  tangente  est  parallèle  au  plan  vertical  :  si  nous 
supposons  que  ce  plan  se  meuve  en  restant  toujours  osculateur  de  l'hélice,  l'enve- 
loppe de  ses  positions  sera  la  développable  dont  l'hélice  (AB,  A'B')  est  l'arête  de 
rebroussement  (art.  465). 

L'angle  |3  que  le  plan  forme  avec  le  plan  horizontal,  le  pas  réduit  des  hélices  et 
le  rayon  r  du  cylindre  sur  lequel  est  l'hélice  arête  de  rebroussement  de  la  dévelop- 
pable enveloppe,  sont  reliés  par  la  formule  (art.  966) 

r:i=y^G0tj3. 

Considérons  maintenant  un  plan  [g^ ^  g'^)  perpendiculaire  au  premier,  et  le 
coupant  suivant  une  horizontale  qui  rencontre  l'axe  ;  puis  supposons  qu'il  soit 
entraîné  dans  le  mouvement  :  Thélicoïde  développable  enveloppe  de  ses  positions 
aura  son  arête  de  rebroussement  (aô,  o!b')  située  sur  un  cylindre  dont  le  rayon  r' 
sera  donné  par  la  formule 

r'rir  Atang/3. 

Le  produit  rr'  est  égal  à  A^;  par  conséquent,  et  eu  égard  à  la  position  des  hélices, 
chacune  d'elles  est  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  l'autre  (art.  982). 

m.  1, 
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Le  plan  normal  à  l'une  des  hélices  en  un  point  quelconque  (E,  E')  est  osculateur 
de  l'autre  au  point  {e,  e')  situé  dans  le  même  plan  horizontal.  Chacun  des  héli- 
coïdes  est  donc  l'enveloppe  des  plans  normaux  à  l'arête  de  rebroussement  de  l'autre 
hélicoïde,  et  par  conséquent  le  lieu  des  développées  de  cette  courbe  (art.  482). 

Exercice  pour  la  section  d'un  hélicoïde  par  un  plan,  et  le  développement 

de  cette  surface. 

984.  Nous  avons  représenté  sur  X^l  figure  SgS  la  partie  d'un  hélicoïde  dévelop- 
pable  qui  correspond  à  une  spire  de  l'hélice  directrice. 

Cette  courbe  se  projette  sur  le  cercle  ABC...  La  trace  horizontale  de  la  surface 
est  l'arc  de  développante  kcdegh,,,  correspondant  à  une  circonférence  ;  l'arc  symé- 
trique A;?,  r^...  est  la  projection  de  la  trace  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal  a'i  y 'j 
élevé  au-dessus  du  premier  d'une  hauteur  égale  au  pas. 

Nous  partageons  le  cercle  en  parties  égales,  et,  traçant  les  tangentes  aux  points 
de  division,  nous  avons  les  projections  d'un  certain  nombre  de  génératrices.  Chacun 
des  segments  A  a^,cci,  dd^,,..,  compris  entre  les  deux  courbes,  est  égal  à  la  longueur 
développée  d'une  circonférence. 

Nous  projetons  les  points  des  développantes  kcde,,,  ^i  ks^r^q^.,,  respectivement 
sur  les  deux  horizontalesyV  et  dj\  ;  puis,  joignant  les  points  correspondants  A'  et  d^ , 
//  et  &\,...,  nous  avons  les  projections  verticales  des  génératrices  considérées. 

La  branche  kcd,,.  de  la  développante  n'a  pas  pu  être  tracée  en  entier,  et  par 
suite  les  traces  horizontales  de  deux  génératrices  manquent  sur  la  figure;  mais  il 
est  facile  de  reconnaître  par  la  construction  que  les  génératrices  qui,  sur  le  plan 
horizontal,  ont  des  positions  symétriques  par  rapport  à  la  droite  AOJ,  sont  paral- 
lèles sur  le  plan  vertical;  par  conséquent,  pour  avoir  les  projections  des  deux  der- 
nières génératrices,  il  suffit  de  tracer  par  les  points  A\  et  u^  des  droites  respecti- 
vement parallèles  à  d^  k'  et  b^  b' . 

Les  projections  verticales  des  génératrices  dessinent  par  leur  enveloppe  la  sinu- 
soïde projection  de  l'hélice  directrice. 

Les  plans  tangents  le  long  des  génératrices  {jj\,j'j\)  et  (A a,,  k'd^)  sont  per- 
pendiculaires au  plan  vertical,  et  par  suite  ces  droites  forment  le  contour  apparent 
de  la  surface.  La  ponctuation  est  établie  en  conséquence. 

Nous  avons  représenté  les  deux  arcs  d'hélice  qui  sont  les  intersections  de  la  déve- 
loppable  par  un  cylindre  de  révolution  qui  a  le  même  axe  qu'elle  et  qui  passe  par 
un  point  J^. 

985.  L'hélicoïde  est  coupé  par  un  plan  (VVoV'O'J  perpendiculaire  au  plan 
vertical  et  passant  parle  point  de  division  (P,  P')  de  l'arête  de  rebroussement.  La 
position  du  plan  rend  très-facile  la  construction  de  la  projection  de  la  courbe 
d'intersection.    Pour    montrer    comment   on   peut  l'obtenir  par  la  méthode   de 
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l'article  97S,  nous  avons  déterminé  le  point  fixe  F  et  la  développante  ^2  &2  ^2* •» 
trace  de  la  surface  sur  le  plan  horizontal  qui  contient  le  point  O^  où  Taxe  perce  le 
plan  sécant. 

La  tangente  de  rebroussement  de  la  projection  horizontale  de  la  section  au 
point  P  est  déterminée  soit  par  le  point  F,  soit  par  un  point  ^4  intersection  des  traces 
du  plan  tangent  et  du  plan  sécant  sur  le  plan  horizontal  auxiliaire  ooy. 

Le  point  F  étant  extérieur  au  cercle  ABC....,  la  courbe  a  deux  branches  infinies 
(art.  1)74).  Les  points  a  Tinfini  sont  situés  sur  les  génératrices  dont  les  projections 
horizontales  passent  par  le  point  F.  Nous  avons  construit  l'asymptote  nn,  parallèle 
à  la  tangente  F  m  en  opérant  sur  le  plan  horizontal  a\  j\;  l'autre  asymptote  est  en 
dehors  du  cadre  de  l'épure. 

986.  Pour  faire  le  développement,  nous  déterminons  le  rayon  ^'w  de  la  circon- 
férence transformée  de  l'hélice  (art.  978);  nous  décrivons  cette  circonférence 
ijig»  395),  et  nous  prenons  sur  elle  un  arc  A  Ai  égal  a  la  longueur  A'd^  d'une 
spire  {jfig.  SgS).  Nous  partageons  l'arc  AA^  {Jig-  SgS)  en  autant  de  parties  égales 
que  le  cercle  AJ  l'a  été  ;  par  les  points  de  division  nous  traçons  des  tangentes  qui 
représentent  les  génératrices,  puis  nous  construisons  les  développantes  khcd, 
A^  u^s^r^...  transformées  des  traces  (art.  979). 

.On  obtient  la  transformée  de  la  courbe  de  section  en  déterminant,  sur  chaque 
génératrice,  le  point  qui  lui  appartient.  Pour  avoir  le  point  7  il  faut  connaître  la 
vraie  grandeur  du  segment  g^"^'  (y?g\  SgS)  ;  on  y  parvient  facilement  en  rame- 
nant par  une  horizontale  le  point  7'  en  Y  sur  la  génératrice  A!  d^  parallèle  au  plan 
vertical.  La  longueur  d^Y  ^^^  portée  sur  la  génératrice  g\g{/^g*  SgS),  à  partir 
degv 

On  place  la  tangente  P^^  et  l'asymptote  n^n  {/ig.  SgS),  par  les  procédés  ordi- 
naires des  développements. 

987.  La  transformée  de  l'intersection  est  ^ePâya  {/ig,  SgS).  On  peut  se  proposer 
de  rechercher  ses  points  d'inflexion.  Pour  les  obtenir,  il  faut  construire  les  géné- 
ratrices de  contact  des  plans  tangents  perpendiculaires  au  plan  sécant  (art.  477); 
comme  d'ailleurs  les  plans  tangents  de  l'hélicoïde  sont  respectivement  parallèles  à 
ceux  de  son  cône  directeur,  on  peut  opérer  sur  ce  cône,  et  lui  appliquer  la  mé- 
thode de  l'article  170,  car  il  est  de  révolution.  Nous  avons  représenté  la  construc- 
tion sur  lay?g7/re  394.  La  droite  (S,  S'D')  est  l'axe  du  cône;  les  lignes  S'^'  etD'F 
respectivement  parallèles  à  j\j'  etY'  oc'  i/ig»  3g3)  sont  la  génératrice  parallèle  au 
plan  vertical,  et  la  trace  d'un  plan  sécant  parallèle  au  plan  (YV,  Y' oc').  Nous  avons 
mis  les  mêmes  lettres  que  sur  \^  figure  i  o4 ,  afin  de  rendre  la  concordance  facile  à  saisir. 
Nous  trouvons  que  deux  des  plans  tangents  de  l'hélicoïde  sont  perpendiculaires 
au  plan  sécant.  Les  génératrices  de  contact  sont  parallèles  l'une  à  (SI,  S'F),  l'autre 
à  (SI,,  S^F)  [fig-  394).  Ces  génératrices  sont  voisines,  la  première  de  (Z/^,  /7'J,  la 
seconde  de  [hh^yh'H^)  [fig.  393);  le  brasPa  doit  donc  avoir  deux  inflexions  près 

^7- 
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des  points  où  il  rencontre  les  génératrices 7/^  et  M^  [fig.  395).  L'une  d'elles  est  très- 
rapprochée  du  sommet  P,  et  par  conséquent  le  rebroussementse  présente  graphique- 
ment comme  s'il  était  du  second  ordre  (art.  478). 

CHAPITRE  IIL 

SURFACE  DE   LA   VIS   A   FILETS   TRIANGULAIRES. 


Définition.  Généralités. 

988.  Ainsi  que  nous  le  dirons  plus  loin,  les  surfaces  des  filets  triangulaires 
d'une  vis  sont  engendrées  par  le  mouvement  hélicoïde  d'une  droite  autour  d'un  axe 
qu'elle  rencontre.  On  appelle,  en  conséquence,  cette  variété  de  Thélicoïde  réglé 
surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires.  L'axe  remplace  l'hélice  de  gorge  et  forme  par 
suite  la  ligne  de  striction  (art.  959).  Le  paramètre  des  génératrices  est  égal  et  de 
signe  contraire  au  pas  réduit  h  (art.  961),  car  le  rayon  que  nous  avons  appelé  b  a 
une  longueur  nulle. 

Nous  avons  déjà  considéré  cette  surface  a  l'occasion  des  hélicoïdes  applicables 
les  uns  sur  les  autres  (art.  965). 

Soient  (0,  O'Z)  l'axe  [fig,  Sgô),  (  AO,  A'I)  la  position  initiale  de  la  génératrice 
rectiligne  que  nous  supposons  parallèle  au  plan  vertical,  et  A' A''  le  pas  commun 
des  hélices  :  nous  traçons  les  projections  de  l'hélice  décrite  par  le  point  (A,  A') 
de  la  génératrice,  et  nous  considérons  cette  courbe  comme  une  directrice. 

On  construit  facilement  la  génératrice  qui  passe  par  un  point  déterminé  (B,  B') 
de  l'hélice  directrice,  en  remarquant  que  d'une  position  à  une  autre  tous  les  points 
de  cette  droite  s'élèvent  de  quantités  égales.  Si  l'on  prend  le  segment  IJégal  àBoB', 
le  point  J  sera  celui  où  l'axe  est  coupé  par  la  génératrice  qui  croise  l'hélice  au 
point  (B,  B'). 

Après  une  demi-révolution,  la  génératrice  (AO,  A'I)  prend  la  position  (CO,C'L); 
ces  deux  droites  se  rencontrent  en  un  point  (E,  E')  situé  sur  une  hélice  double 

TT 

dont  la  distance  à  l'axe  est  la  longueur  OE  égale  à  -j  cot  a.  Si  la  génératrice 

(CO,  CL)  fait  une  révolution  entière,  elle  prendra  la  position  (CO,  CT)  et  coupera 
la  droite  (AO,  xVI)  en  un  point  (F,  F')  qui  appartiendra  à  une  hélice  double,  que 

3H 

nous  n'avons  pas  tracée,  et  dont  la  distance  à  l'axe  est  -j-  cot  a.  En  considérant 

les  intersections  des  génératrices  situées  dans  le  plan  méridien  principal,  on  recon- 
naît que  la  surface  possède  un  nombre  indéfini  d'hélices  doubles  (art.  967),  et  que 

TT 

leurs  rayons  forment  une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  —  cot  a. 
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On  considère  la  surface  comme  formée  d'une  nappe  supérieure  et  d'une  nappe  m~ 
/m^wre  respectivement  décrites  par  les  parties  de  la  génératrice  E'E'  qui  sont  au- 
dessus  et  au-dessous  du  point  I  où  elle  rencontre  Taxe. 

Sections  planes . 

989.  Nous  savons  construire  le  cône  directeur  d'un  hélicoïde  réglé  (art.  959), 
et  par  suite  nous  pouvons  déterminer  les  asymptotes  des  branches  infinies  de  la 
section  plane  d'une  surface  de  vis  a  filets  triangulaires  (art.  748).  Quand  le  plan 
est  moins  incliné  que  les  génératrices,  la  courbe  a  deux  branches  infinies  pour 
chaque  partie  de  la  surface  qui  correspond  à  une  spire  de  l'hélice  directrice. 

L'intersection  de  la  surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  présente  un  intérêt 
particulier. 

Soit  X,  Y^  le  plan  sécant  [fig.  396)  :  les  génératrices  (AO,  A'I)  et  (BO,'B'J)  sont 
coupées  aux  points  (N,  N')  et  (M,  M').  Le  triangle  formé  dans  l'espace  par  le  rayon 
vecteur  OM  que  nous  appelons  p,  le  segment  0\  J  de  l'axe,  et  la  partie  de  la  géné- 
ratrice projetée  sur  JM'  donne 

p  =0'^  Jcota, 
ou 

p  =2 IJ  cota  4-  0'^  I  cot  a. 

IJ  est  la  hauteur  dont  chaque  point  de  la  génératrice  s'est  élevé  au-dessus  de  sa 
position  initiale;  par  conséquent,  si  nous  appelons  w  l'azimut  AOB  du  point  M,  la 
longueur  IJ  sera  wA,  et  nous  aurons 

p  =  Acota.w  H-  ON, 
ou  bien 

prz=ro)  +  ON, 
en  posant 

r  =  h  coi  a. 

L'équation  que  nous  venons  de  trouver  montre  que  la  section  de  la  surface  de  la 
vis  à  filets  triangulaires  par  un  plan  perpendiculaire  à  F  axe  est  une  spirale  d'Archi- 
mède  (art.  673).  La  tangente  de  cette  courbe  à  l'origine  fait  avec  la  droite  AG  un 

angle  AOS  égal  à  ^-^. 

Les  points  doubles  G  et  R  de  la  spirale  appartiennent  aux  hélices  doubles. 

Un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  n'est  parallèle  a  aucune  génératrice,  la  section 
s'étend  cependant  indéfiniment  et  doit  être  considérée  comme  ayant  une  branche 
infinie  qui  correspond  à  une  génératrice  située  à  l'infini  (art.  599). 

Le  paramètre  r  de  la  spirale  est  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  est  V arête  de 
rebroussement  de  Vhélicoïde  dé^eloppable  asymptote  (art.  966).  Pour  construire 
cette  longueur  on  peut  développer  le  quart  de  cercle  YC  sur  sa  tangente  VU,  pro- 
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jeter  le  point  double  E'  en  E^  et  celui-ci  en  K  :  la  longueur  OK  est  le  paramètre  r. 
Cette  construction  est  analogue  a  celle  du  rayon  OK  de  hjigure  S^S  (art.  955). 

D90.  Considérons  la  droite  OM  projection  d'une  génératrice  qui  perce  le  plan 
horizontal  en  un  point  M  de  la  spirale  d'x4rchimède  OL,  trace  de  Thélicoïde 
(Jig.  4o4)  '  le  plan  vertical  OM  est  le  plan  central  de  la  génératrice  (art.  959),  et 
par  suite  le  plan  tangent  au  point  de  cette  ligne  situé  à  Finfini  a  pour  trace  la  droite 
BIN  perpendiculaire  à  OM.  L'enveloppe  des  droites  telles  que  MN  doit  être  la  déve- 
loppante de  cercle  trace  de  l'hélicoïde  développable  asymptote. 

Il  est  facile  de  vérifier  ce  résultat.  Si  nous  appelons  9  l'azimut  BOM  du  point 
considéré  M  de  la  spirale  OL,  nous  aurons 

Traçons  le  cercle  AG  dont  le  rayon  est  r  et  le  centre  0,  la  droite  GN  parallèle  à  OM 
et  tangente  a  ce  cercle,  et  ensuite  les  rayons  OA,  OG  respectivement  perpendi- 
culaires à  OB  et  à  OM  :  le  segment  GN  de  la  tangente  sera  égal  à  OM,  par  suite 
à  r(f  et  enfin  a  l'arc  AG,  car  l'angle  AOG  est  égal  a  BOM.  Le  lieu  des  points  N,  enve- 
loppe des  droites  MN,  est  donc  une  développante  du  cercle  AG;  ce  cercle  est  d'ail- 
leurs la  projection  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable  asymptote 
(art.  966). 

De  ce  qui  précède,  et  en  considérant  uniquement  les  tracés  sur  le  plan  horizontal, 
on  conclut  les  deux  théorèmes  suivants  : 

V  enveloppe  des  droites  menées  par  les  divers  points  d'une  spirale  d' Archimède,  per- 
pendiculairement aux  Trayons  vecteurs,  est  une  développante  du  cercle  qui  a  son  centre 
à  r  origine  de  la  spirale  et  dont  le  rayon  est  égcd  au  paramètre  de  cette  courbe. 

Le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  d'un  cercle  sur  les  tangentes 
de  Vune  de  ses  développantes,  est  une  spirale  d'Archiméde, 

Plans  tangents. 

991.  Une  surface  devisa  filets  triangulaires  étant  donnée  par  son  axe  (0,  O'Z) 
{/ig.  399),  une  hélice  directrice  (AC,  A'G),  et  la  génératrice  (AO,  A'O')  parallèle 
au  plan  vertical,  proposons-nous  de  déterminer  son  plan  tangent  en  un  point  (M,  M') 
d'une  génératrice  (ON,RN').  Il  passe  au  point  donné  une  hélice  qui  se  projette  hori- 
zontalement sur  le  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OM  pour  rayon  ;  elle 
rencontre  la  génératrice  initiale  (AO,A'0')  au  point  (D,D').  Si  l'on  prend  pour 
plan  horizontal  d'opération  le  plan  xy  qui  contient  ce  point,  on  obtiendra  la  trace 
/  de  la  tangente  à  l'hélice  considérée,  pour  le  point  (M,  M'),  en  portant  sur  la  tan- 
gente ML  du  cercle  MD  une  longueur  Ml  égale  a  l'arc  MD.  Il  est  d'ailleurs  facile 
d'avoir  les  traces  ^  et  K  de  la  génératrice  sur  les  plans  horizontaux  xy  et  XY  ;  les 
traces  du  plan  cherché,  sur  ces  plans,  sont  par  conséquent  la  droite  kl  et  sa  parallèle 
KL  menée  par  le  point  K. 
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On  peut  modifier  cette  construction  de  manière  a  n'avoir  à  faire  des  tracés  que 
sur  le  plan  horizontal. 

Nous  menons  par  le  point  M  la  droite  IQ  perpendiculaire  a  KL  :  les  deux  triangles 
LMK  etMOQ,  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires,  donnent 

ML  _  QM 
MK~"  OQ* 

Le  point  L  est  la  trace  de  la  tangente  à  Thélice  MD  sur  le  plan  XY  ;  nous  avons 
donc 

m^m;  _      H 

ML     ""■  271  xOM' 

H  étant  le  pas  des  hélices;  car  chacun  des  deux  membres  est  une  expression  de  la 
tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  les  tangentes  de  l'hélice  font  avec  le  plan 
horizontal. 

Multipliant  ces  deux  équations  l'une  par  l'autre,  on  a 

M/  m;  __         H 
MK    ~  2TUX  OQ' 

et  enfin,  en  introduisant  le  pas  réduit  A,  et  remarquant  que  le  premier  membre  est 
la  tangente  de  l'angle  a, 

OQ  =  h  cot  a. 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  OQ  est  donc  constante  et  égale  au  paramètre  de 
la  spirale  d'Archimëde  trace  de  la  surface  sur  un  plan  horizontal  (art.  989). 

D'après  cela,  pour  déterminer  le  plan  tangent  en  un  point  M  d'une  généra- 
trice OK,  il  suffit  d'élever  au  point  0  une  droite  OQ  perpendiculaire  à  OK  et  égale 
au  paramètre  r,  de  tracer  la  ligne  QM  et  de  lui  abaisser  de  la  trace  K  de  la  géné- 
ratrice une  perpendiculaire  KL  :  cette  droite  est  la  trace  du  plan  tangent. 

Si  l'on  donne  à  la  figure  différentes  dispositions,  on  reconnaîtra  que  la  perpen- 
diculaire OQ  doit  toujours  être  dirigée  du  côté  où  s'étend  la  branche  de  la  spirale 
d'Archimède  sur  laquelle  se  trouve  la  trace  de  la  génératrice  que  l'on  considère. 

Cette  seconde  construction  est  beaucoup  plus  facile  que  la  première  quand  le 
paramètre  ra  été  déterminé.  On  doit  la  préférer  lorsque  l'on  veut  avoir  plusieurs 
plans  tangents.  En  renversant  l'ordre  des  tracés,  on  a  la  solution  du  problème 
inverse:  ainsi,  étant  donnée  la  trace  LK  d'un  plan  contenant  une  génératrice  OK, 
pour  trouver  le  point  de  contact  de  ce  plan  il  suffit  d'élever  OQ  perpendiculaire  a 
OK,  et  d'abaisser  QI  perpendiculaire  à  KL  :  cette  droite  coupe  OK  au  point  cherché  M. 

992.  Si  le  point  M  se  meut  sur  Ui  génératrice  OK,  la  trace  KL  du  plan  tangent  et 
sa  perpendiculaire  QM  tourneront  l'une  autour  du  point  K,  l'autre  autour  du  point  Q. 
Lorsque  le  point  M  sera  en  K,  la  droite  LK  devra  être  tangente  à  la  spirale  d'Archi- 
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mëde,  la  normale  de  cette  courbe  au  point  K  passe  donc  au  point  Q,  ce  qui  démontre 
que  dans  la  spirale  d'Archimède  la  sous-normale  est  cojistante  et  égale  au  para- 
mètre (*). 

Quand  le  point  M  est  à  Finfini,  la  ligne  QM  est  parallèle  a  OK,  et  par  suite  la 
trace  du  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  la  projection  de  la  génératrice.  Nous 
avons  obtenu  précédemment  ce  résultat  par  la  considération  du  cône  directeur 
Lorsque  le  point  M  est  en  0,  la  droite  KL  se  confond  avec  KO. 
La  perpendiculaire  QI  peut  être  considérée  comme  la  projection  de  celle  des 
droites  de  plus  grande  pente  du  plan  tangent  qui  passe  au  point  de  contact,  ou  de 
la  tangente  de  plus  grande  pente  de  la  surface  au  point  M.  Quelle  que  soit  la  position 
du  point  M,  cette  tangente  rencontre  trois  droites  fixes  :  la  génératrice  OK,  celle 
qui  lui  est  infiniment  voisine,  et  la  verticale  du  point  Q.  Nous  voyons  ainsi  que  les 
tangentes  de  plus  grande  pente  à  une  surface  de  vis  à  filets  triangulaires  aux  divers 
points  d'une  génératrice  forment  un  hyperboloïde.  La  trace  de  cet  hyperboloïde  est  le 
lieu  des  points  I,  c'est-à-dire  le  cercle  décrit  sur  KQ  comme  diamètre. 

993.  11  est  facile  de  reconnaître,  par  la  construction,  que  les  plans  tangents 
aux  divers  points  d'une  hélice  sont  également  inclinés  sur  le  plan  horizontal.  Pour 
déterminer  l'hélice,  lieu  des  points  où  le  plan  tangent  a  une  inclinaison  donnée,  on 
fait  passer  par  une  génératrice  un  plan  ayant  cette  inclinaison  (art.  155),  et  on 
construit  son  point  de  contact  qui  appartient  à  l'hélice  cherchée. 

Si  l'on  veut  déterminer  le  point  de  la  surface  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  un 
plan  donné  G,  on  fera  passer  par  une  génératrice  un  plan  ayant  la  même  inclinaison 
que  G,  on  déterminera  son  point  de  contact,  et  on  fera  tourner  la  génératrice  d'un 
angle  tel,  que  la  trace  du  plan  tangent  devienne  parallèle  k  la  trace  de  G.  On  est 
conduit  à  ce  problème  lorsque  l'on  cherche  le  point  brillant  pour  des  rayons  paral- 
lèles (art.  425). 

Courbe  d' ombre  propre  dans  le  cas  de  rayons  parallèles. 

994.  Les  constructions  que  nous  avons  expliquées  dans  le  paragraphe  précédent 
permettent  de  construire  par  points  la  courbe  d'ombre  propre  d'une  surface  de  vis 
à  filets  triangulaires. 

Nous  prenons  un  plan  vertical  parallèle  aux  rayons  de  lumière  ;  la  droite  (0,  O'Z) 
{fig.  4oi)  est  l'axe  de  la  surface,  (AO,  A'C)  une  génératrice  parallèle  au  plan  ver- 
tical et  (OT,  CT')  le  rayon  de  lumière  qui  passe  par  le  point  où  elle  rencontre  l'axe. 
La  flèche  courbe  indique  le  sens  dans  lequel  le  point  (A,  A')  tourne  lorsque  la 
génératrice  s'élève.  Nous  nous  donnons  de  plus  la  longueur  OF  du  paramètre  r. 

(  *  )  En  admettant  ce  théorème  qui  a  déjà  été  établi  à  l'article  674,  on  arrive  directement  aux  tracés 
que  nous  avons  donnés  pour  la  détermination  du  plan  tangent,  mais  nous  n'avons  pas  voulu  que  cette 
construction  importante  reposât  sur  une  proposition  qui  n'a  été  démontrée  que  d'une  manière  in- 
cidente. 
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Pour  simplifier  les  constructions,  nous  allons  supposer  que  le  plan  horizontal 
s^élève  en  même  temps  que  la  génératrice  (art.  49);  alors  quand  cette  droite  se  pro- 
jette sur  la  ligne  OK,  sa  trace  est  le  point  K  situé  sur  le  cercle  décrit  du  point  0 
comme  centre  avec  OA  pour  rayon,  et  le  point  T  est  toujours  la  trace  du  rayon  de 
lumière  qui  passe  au  point  où  la  génératrice  rencontre  Taxe.  TK  est  donc  la  trace 
du  plan  qui  contient  la  génératrice  OK  et  qui  est  parallèle  aux  rayons.  Pour  déter- 
miner le  point  de  contact  de  ce  plan,  il  faut  élever  OQ  perpendiculairement  à  OK,  jus- 
qu'à la  rencontre  du  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  kr, 
mener  la  perpendiculaire  Ql  à  KT,  et  prolonger  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  M 
avec  OK. 

995.  Cette  construction  peut  être  rendue  plus  simple  :  les  triangles  POQ  et  TOK 
sont  semblables,  car  les  angles  K  et  Q  sont  formés  par  des  perpendiculaires,  et  les 
angles  en  0  sont  égaux  comme  complémentaires  d'un  même  angle  POK.On  a,  par 

conséquent, 

0P__  OT^     ■ 
0Q~~  OK' 
ou  bien, 

op  ___  coto^rc^ 

r  col  a      ' 

et,  eu  égard  à  la  valeur  de  r  (art.  989), 

OP=:AcotO'rC. 

La  longueur  du  segment  OP  est  donc  constante  ;  lorsque  Ton  a  déterminé  la  position 
du  point  fixe  P,  on  peut  construire  rapidement  la  courbe  à  l'aide  de  ce  point  et  du 
cercle  FF^  dont  le  rayon  est  r.  Pour  avoir  le  point  M  situé  sur  une  droite  qui  passe 
par  le  point  P  et  qui  coupe  le  cercle  en  Q,  il  suffit  de  tracer  le  rayon  OQ  et  de  lui 
mener  par  le  centre  0  une  perpendiculaire  OM.  Un  second  point  M^  correspond  à  la 
deuxième  intersection  Q,  de  la  droite  PQ  avec  le  cercle  FF^ . 

Nous  prenons  deux  axes  rectangulaires  OT  etOY;  nous  mesurons  les  abscisses 
positives  de  0  vers  T  et  les  ordonnées  positives  de  0  vers  Y  :  l'ordonnée  OP,  que 
nous  appelons  g-,  est  par  conséquent  positive  sur  la  figure.  L'angle  du  rayon  CT' 
avec  le  plan  horizontal  doit  être  considéré  comme  obtus,  vu  la  direction  des  abscisses 
positives;  cet  angle  7  est  supplémentaire  de  OTC.  D'après  nos  conventions 
(art.  9GI),  le  pas  réduit  A,  toujours  de  même  signe  que  le  pas  H,  est  positif.  En 
vertu  de  ces  diverses  observations,  la  formule  que  nous  avons  trouvée  devient 

g— —  /^coty. 

Pour  déterminer  la  longueur  de  l'ordonnée  gy  on  peut  relever  le  point  F  en  F^  et 
tracer  la  droite  P'^  F'  parallèle  àXY  :  la  longueur  O'T'^  est  égale  à  OP  C). 

(  '^)  Cette  construction  de  la  projection  de  ia  courbe  d'ombre  par  le  point  fixe  P  et  ie  cercle  FQQ, 
est  due  à  M.  Ponceiet.  INous  aurions  pu  laisser  le  plan  horizontal  fixe,  sans  modifier  sensiblement  la 

IlL  1 8 


l38  LIVRE   ÏX.  —  SURFACES    HÉLICOÏDES. 

996.  Les  points  M  et  M<  sont  à  une  même  distance  du  point  0  [fig.  4ot  ),  car  iî 
y  a  égalité  évidente  entre  les  triangles  OQM  et  OQ^Mi  ;  le  point  s  milieu  de  MM^ 
est  par  conséquent  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  PQ,  et  se 
trouve  sur  le  cercle  décrit  sur  OP  comme  diamètre.  Ce  cercle  est  une  ligne  diamé- 
trale de  îa  courbe  pour  les  cordes  qui  divergent  de  P. 

Le  point  M  arrive  en  P  lorsque  l'intersection  Q  est  en  F  ou  en  F^  ;  le  point  fixeP 
est  donc  un  point  double  de  la  projection  de  la  ligne  d'ombre  :  les  droites  FP  et 
Fi  P  {fig*  4o^)  sont  les  deux  tangentes;  car  on  peut  regarder  chacune  d'elles  comme 
une  sécante  dont  le  second  point  de  rencontre  s'est  confondu  avec  le  premier. 

Lorsque  la  divergente  PQ  se  confond  avec  Taxe  OY,  les  points  M  et  M,  sont 
réunis  en  0  [fig^  [\o\).  L'origine  0  est  donc  un  second  point  double  de  la  courbe, 
mais  les  deux  branches  qui  y  passent  ont  une  tangente  commune  OT.  On  le  recon- 
naît, soit  en  appliquant  le  raisonnement  précédent  aux  sécantes  OM  et  OM,,  soit  en 
remarquant  qu'aux  points  de  la  courbe  d'ombre  qui  se  projettent  en  0,  le  plan  tan- 
gent de  la  surface  est  vertical,  et  que,  puisqu'il  est  parallèle  aux  rayons  de  lumière, 
sa  trace  est  OT  ;  il  projette  donc  sur  cette  droite  toutes  les  lignes  qu'il  contient,  et 
notamment  les  tangentes  de  la  courbe  d'ombre  aux  points  où  elle  coupe  l'axe  de 
l'hélicoïde  (*  ). 

démonstration  que  nous  donnons;  mais  on  le  supposant  mobile,  nous  avons  obtenu,  à  l'aide  du  point 
fixe  ï,  du  cercle  AKKi  et  du  cercle  FQQ„  une  construction  qui  présente  de  l'intérêt  (art.  994). 

Les  droites  OQ  et  OQi,  respectivement  perpendiculaires  aux  rayons  OK  et  OKi,  doivent  être  tra- 
cées, par  rapport  à  ces  rayons,  du  côté  où  s'étend  la  branche  de  la  spirale  d'Archimède,  trace  de  la 
nappe  inférieure  de  la  surface.  On  pourrait  transporter  le  point  T  à  droite  du  point  0,  et  à  îa  même 
distance  de  ce  point;  chaque  perpendiculaire  devrait  alors  être  élevée  de  l'autre  côté  du  rayon. 

Le  point  T  et  le  rayon  OA  ne  sont  pas  déterminés,  car  l'une  quelconque  des  hélices  de  la  surface 
peut  être  prise  pour  directrice.  Les  longueurs  OT  et  OA  sont  seulement  reliées  par  la  formule 

OT  tang  7  =d:i  OA  tang  a  ; 
ou  bien 

0T_^    OA 
S    —- ^    r 

En  donnant  à  OA  la  grandeur  du  rayon  /•,  on  a  une  construction  par  un  seul  cercle  et  un  point 
fixe.  Le  cercle  est  le  même  que  dans  la  construction  de  M.  Poncelet  ;  on  voit  par  l'équation  précé- 
dente que  le  point  fixe  est  aune  distance  du  point  0  égale  à  OP  :  c'est  P,  ou  P2. 

En  combinant  la  construction  qui  précède  avec  celle  de  M.  Poncelet^  nous  avons  obtenu  le  tracé  sui- 
vant qui  est  le  plus  expéditif  et  celui  qui  donne  le  plus  de  précision  aux  résultats.  On  décrit  les  cer- 
cles qui  ont  PPi  et  FF,  pour  diamètres  [fig.  402)  ;  on  mène  ensuite  du  point  P  des  divergentes  :  une 
de  ces  lignes  rencontre  le  premier  cercle  au  point  I,  et  le  second  aux  points  R  et  Â.  On  trace  les  droites  PI, 
OKetOA  :  les  points  M  et  w  où  les  deux  dernières  lignes  rencontrent  la  première  appartiennent  à  la  courbe. 

(  *  )  Ce  dernier  raisonnement  suppose  implicitement  que  l'axe  n'est  pas  tangent  à  la  courbe  d'ombre, 
mais  l'axe  est  une  asymptote  de  l'indicatrice  en  chacun  de  ses  points  ;  s'il  était  tangent  à  la  courbe,  il 
serait  un  rayon  de  lumière,  et  on  voit  facilement  que  la  projection  horizontale  de  la  ligne  d'ombre  se 
réduirait  à  un  point. 
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997.  On  peut  modifier  la  construction  de  l'article  995  de  manière  à  obtenir  les 
points  qui  sont  sur  un  cercle  projection  de  deux  hélices  situées  Tune  sur  la  nappe 
inférieure  et  l'autre  sur  la  nappe  supérieure. 

Supposons  que  nous  cherchions  le  point  M  situé  sur  le  cercle  MMj  {/ïg\  4oi)  :  le 
rayon  OM  doit  être  perpendiculaire  au  rayon  OQ  de  l'un  des  points  où  la  diver- 
gente PM  rencontre  le  cercle  auxiliaire.  Si  tout  ce  système  tourne  autour  du  point  0, 
jusqu'à  ce  que  le  point  cherché  M  soit  sur  l'axe  OY  en  G,  le  point  Q  viendra 
en  F,  la  droite  QM  prendra  la  position  FG  que  nous  pouvons  tracer,  et  P  sera 
transporté  au  point /z  où  cette  ligne  rencontre  le  cercle  décrit  du  point  0  comme 
centre  avec  OP  ou  g  pour  rayon  ;  enfin  OP  se  confondra  avec  0  7i  et  le  point  G  vien- 
dra en  m,  La  longueur  de  l'arc  m  G  est  donc  égale  à  celle  de  l'arc  inconnu  GM, 
et  il  est  par  conséquent  facile  de  trouver  le  point  M.  Le  point  m  appartient  d'ail- 
leurs lui-même  a  la  courbe,  parce  qu'elle  est  évidemment  composée  de  deux 
parties  symétriques  par  rapport  a  OY. 

En  opérant  sur  le  second  point  de  rencontre  Ni  de  la  droite  FG  avec  le  cercle  P/ij 
00  trouve  les  points  M^  et  m^  qui  appartiennent,  eux  aussi,  a  la  courbe;  car  si  l'on 
amène  q^  en  F,  les  points  m,,  P  et  G  prendront  respectivement  les  positions  G,  N, 
et  M,, . 

En  résumé,  pour  faire  la  construction,  on  se  donne  le  cercle  PN^/i  et  le  point  F, 
puis  on  décrit  le  cercle  Mm  sur  lequel  on  veut  déterminer  des  points  appartenant 
à  la  courbe.  Ce  cercle  rencontre  la  droite  OY  en  G  :  on  trace  la  droite  FG  et  ensuite 
les  lignes  On  et  ON^  qui  font  connaître  les  points  m  etMj.  Les  points  M  et  m^  sont 
déterminés  comme  symétriques  ;  du  reste  la  construction  les  donnerait  directement 
si  l'on  remplaçait  soit  le  point  F  par  le  point  F^ ,  soit  le  point  G  par  le  point  g\ 

Le  point  M  correspond  au  point  Q,  et  par  suite  la  branche  de  la  spirale  d'Archi-- 
mède  sur  laquelle  est  la  trace  de  la  génératrice  OM  s'étend  du  côté  indiqué  par  la 
direction  OQ  (art.  991).  D'après  cela,  et  sans  avoir  besoin  de  revenir  à  la  première 
construction,  on  reconnaît  facilement  que  le  point  M  est  sur  la  nappe  supérieure. 
Des  trois  autres  points  du  cercle  Mm  qui  appartiennent  à  la  courbe  d'ombre,  nu 
autre  m^  est  également  sur  la  nappe  supérieure  ;  les  deux  derniers  M,  et  m  sont 
sur  la  nappe  inférieure.  Cbacun  d'eux  considéré  sur  le  plan  est  la  projection  d'un 
nombre  infini  de  points  de  la  courbe  d'ombre;  car  si  l'on  suppose  la  surface  divisée 
en  parties  qui  correspondent  aux  différentes  spires  de  l'hélice  directrice,  leurs 
lignes  d'ombre  seront  évidemment  identiques  et  auront  une  même  projection. 

998.  En  se  reportant  aux  valeurs  de  g  et  de  r,  on  voit  que  suivant  que  les 
rayons  de  lumière  sont  plus  inclinés,  aussi  inclinés  ou  moins  inclinés  que  les 
génératrices  de  la  surface,  le  point  fixe  P  se  trouve  en  dehors  du  cercle  auxiliaire 
dont  le  rayon  est  r,  sur  ce  cercle  ou  dans  son  intérieur.  Quand  les  rayons  sont 
horizontaux,  le  point  fixe  est  à  l'infini.  De  ces  quatre  dispositions  résultent  pour 
la  courbe  autant  de  formes  différentes  que  nous  allons- examiner  successivement. 
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Cas  OU  les  rayons  de  lumière  font  avec  le  plan  horizontal  un  angle  plus  petit  que 
celui  des  génératrices.  — Lorsque  les  rayons  de  lumière  sont  plus  inclinés  que  les 
génératrices,  le  point  P  est  en  dehors  du  cercle  auxiliaire  FF,  {Jig.  lioi);  alors  si 
Ton  suppose  que  la  divergente  PQ  tourne  de  manière  que  les  points  Q  et  Q,  se 
rapprochent,  les  points  M  et  M|  qui  leur  correspondent  s'éloigneront  de  s,  et  quand 
les  points  Q  et  Q,  seront  confondus  en  H,  les  points  M  et  M,  se  trouveront  réunis  à 
Tinfini,  et  la  droite  qui  passe  par  les  points  P  et  H  sera  une  asymptote  (art.  92).  Il 
résulte  de  ces  considérations  que  la  courbe  a  deux  branches  infinies  dont  les  asymp- 
totes sont  les  tangentes  PE  et  Pe  menées  du  point  P  au  cercle  dont  le  rayon  est  r 

(flg.   Ii02). 

Nous  avons  indiqué  sur  la  figure  402  les  parties  de  la  courbe  qui  sont  sur  la 
nappe  inférieure  et  celles  qui  se  trouvent  sur  la  nappe  supérieure,  en  supposant  que 
les  génératrices  s'élèvent  en  tournant  autour  de  Taxe,  dans  le  sens  indiqué  sur 
\d.  figure  401. 

999 .  Cas  où  les  rayons  de  lumière  sont  moins  inclinés  que  les  génératrices.  —  Lorsque 
les  rayons  sont  moins  inclinés  que  les  génératrices  de  la  surface,  le  point  P  est  dans 
l'intérieur  du  cercle  auxiliaire  FF^  [fig.  SgS).  Aucune  divergente  ne  pouvant  tou- 
cher ce  cercle,  la  courbe  n'a  pas  de  branche  infinie. 

Pour  avoir  la  grandeur  OK  du  plus  grand  rayon  vecteur  OH,  il  suffit  de  mener  du 
point  F  une  tangente  FK  au  cercle  OP.  On  reconnaît,  en  effet,  par  la  construction 
de  l'article  997,  que  la  courbe  n'a  pas  de  points  sur  les  cercles  dont  le  rayon  est 
plus  grand  que  OK. 

Les  points  où  le  cercle  limite  OK  touche  la  courbe  sont  situés  sur  les  rayons  OX 
et  0)h  des  points  de  tangence.  Ils  appartiennent  aussi  a  la  droite  PS  parallèle  à  OX. 
Pour  le  prouver,  considérons  cette  ligne  PS  comme  une  divergente,  traçons  le 
rayon  Oy  et  élevons  la  perpendiculaire  OH,  :  les  triangles  rectangles  FOK  et  çOH^ 
sont  égaux,  car  il  y  a  une  égalité  d'une  part  entre  les  côtés  OF  et  O9,  de  l'autre 
entre  les  perpendiculaires  OX  et  OP  ;  le  rayon  vecteur  QYi^  est  donc  égal  à  OK,  et 
le  point  H,  de  la  courbe  est  sur  le  cercle  limite. 

Nous  n'avons  pas  tracé  le  cercle  diamétral  sur  h.  figure  898,  parce  qu'il  y  eût 
produit  un  peu  de  confusion. 

1000.  Cas  où  les  rayons  de  lumière  ont  la  même  inclinaison  que  les  génératrices,— 
Lorsque  les  angles  a  et  7  sont  égaux  ou  supplémentaires,  le  point  P  est  sur  le 
cercle  FF4  {fig.  4oo);  des  deux  points  où  une  divergente  PQ  coupe  ce  cercle,  le 
second  seul  est  variable  :  le  premier  P  fait  trouver  un  point  M,  de  l'axe  OX. 

Cette  droite  appartient  donc  à  la  projection  complète  de  la  ligne  d'ombre,  ce 
qu'il  était  facile  de  prévoir,  caria  surface  a  des  génératrices  parallèles  aux  rayons 
et  qui  se  projettent  sur  OX. 

Le  point  M  donné  par  le  second  point  d'intersection  Q  s'éloigne  à  l'infini,  dans 
la  direction  de  l'axe  OX,  lorsque  la  divergente  est  la  droite  Vœ  tangente  au  cercle 
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auxiliaire;  la  coarbe  proprement  dite  a  donc  une  branche  infinie.  La  considération 
du  cercle  diamétral  (art,  996)  va  nous  permettre  de  déterminer  l'ordonnée  OY  de 
son  asymptote  EE,. 

Le  points,  où  la  divergente  PQ  rencontre  le  cercle  décrit  sur  OP  comme  diamètre, 
€st  le  milieu  du  segment  BIM^  ;  sa  distance  à  Taxe  OX  est  donc  la  moitié  de  la  dis- 
tance du  point  M  à  cet  axe.  Lorsque  le  point  Q  arrive  en  P,  Tordonnée  du  point  5 
devient  OP,  et  l'ordonnée  OY  du  point  situé  à  Finfini  est  double  de  OP. 

1001.  Il  résulte  de  la  construction  même  que  les  droites  qui  joignent  au  point 
double  P  les  deux  points  M  et  m  correspondant  à  un  même  azimut  sont  à  angle 
droit. 

Les  triangles  rectangles  mOq  et  QOM  sont  semblables,  car  les  angles  en  q  et 
en  M  ont  leurs  côtés  respectivement  perpendiculaires;  ils  donnent 

OmxOM===^^ 

Le  rectangle  des  deux  rayons  vecteurs  qui  correspondent  à  un  même  azimut  est 
constante 

Les  triangles  PCM  et  PO^  sont  semblables  parce  qu'ils  ont  leurs  côtés  respecti- 
vement perpendiculaires;  le  premier  est  donc  isocèle  comme  le  second,  et  par  suite 
les  segments  PC  et  CM  sont  égaux*  On  trouve  de  même  que  les  longueurs  PC  et 
Cm  sont  égales.  On  peut  donc  construire  la  courbe  par  points  en  traçant  des  droi- 
tes qui  divergent  de  l'origine  0,  et  en  prenant  sur  chacune  d'elles,  à  partir  du 
point  P,  des  longueurs  Cm  et  OM  égales  à  PC  (  *  ). 

1002.  Cas  où  les  rayons  de  lumière  sont  horizontaux.  —  Lorsque  les  rayons 
de  lumière  sont  horizontaux,  c'est-a-dire  perpendiculaires  à  Taxe,  le  point  fixe  P 
doit  être  considéré  comme  s'étant  éloigné  à  rinfini.  Cette  circonstance  simplifie  les 
constructions  qui  ont  été  expliquées  aux  articles  99S  et  997  ;  ainsi,  pour  avoir  le 
point  situé  sur  la  ligne  PP  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses  {fig.  Sgy),  il  suffit 
de  mener  la  droite  OM  perpendiculaire  au  rayon  OQ.  On  aura  les  points  M  et  m  qui 


(*)  La  ligne  que  nous  avons  étudiée  dans  les  articles  iOOO  et  1001  est  appelée  quelquefois 
strophoïde  :  c'est  une  variété  de  la  !\i^  espèce  des  courbes  du  troisième  ordre  dans  la  classification  de 
Newton  (45®  d'après  Stirling).  Elle  appartient  à  la  famille  des  hyperboles  défectives  qui  ont  un 
diamètre. 

En  appliquant  à  cette  courbe  la  construction  par  le  cercle  FFi  et  le  point  Fi  (art.  995,  note),  on 
reconnaît  que  la  droite  QM  est  perpendiculaire  à  FiN. 

On  trouve  par  les  procédés  du  calcul  intégral  que  Faire  comprise  entre  un  arc  Om  et  sa  corde 
est  égale  à  celle  du  triangle  NFiL  formé  par  les  tangentes  du  cercle  auxiliaire  aux  points  N  et  Fj,  et 
par  l'arc  NF,  de  ce  cercle. 

La  strophoïde  possède  plusieurs  propriétés  assez  remarquables  qui  résultent  des  théorèmes  généraux. 
relatifs  aux  courbes  du  troisième  ordre. 
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appartiennent  au  cercle  OG,  en  prenant  l'intersection  de  ce  cercle  avec  la  droite  OC 
parallèle  à  F Jî  (*). 

Lorsque  la  droite  PP  se  rapproche  du  point  F  ou  du  point  F^,  les  deux  points  M 
et  Mi  s'éloignent  de  Taxe  OX,  Ils  se  réunissent  à  l'infini,  quand  PP  se  confond  avec 
l'une  ou  l'autre  des  tangentes  EE^  et  ee^  du  cercle  auxiliaire.  Ces  droites  sont  donc 
asymptotes  de  la  courbe. 

Les  triangles  rectangles  OMQ,  FCO  sont  égaux,  et  par  suite  le  rayon  vecteur  OM 
et  la  tangente  FC  sont  de  même  longueur.  D'après  cela,  si  l'on  prend  la  droite  OX 
pour  axe,   el  le  point  0  pour  origine  de  coordonnées  polaires,  l'équation  de  la 

courbe  sera 

p  r=r  rtangw* 

En  appelant  A  Faire  infiniment  petite  comprise  entre  cette  ligne,  l'asymptote 
voisine  de  la  partie  considérée  et  deux  rayons  vecteurs  comprenant  un  angle  infi- 
niment petit  rfot),  on  a 

A—  -r-^  — r"  tan^^coao, 

2       cos^w        2  ^ 

D*où  A^=^~  r'^  drj). 

2 

L'élément  superficiel  A  est  donc  égal  au  secteur  qui  dans  le  cercle  correspond  à 
Fangle  (io3,  et  par  suite  Vaire  comprise  entre  un  arc  de  la  courbe,  V asymptote  voisine 
et  deux  rayons  vecteurs  est  égale  à  celle  du  secteur  du  cercle  FF^  comprise  entre  les 
deuoojnyons  (^^). 

1005.  A  l'article  précédent  nous  avons  donné  l'équation  de  la  courbe  dans  un 
cas  particulier;  il  est  facile  de  l'obtenir  dans  le  cas  général.  Si  l'on  abaisse  des 
points  M  et  Q  [fig.  l\o\)   les  droites  ML  et  QE  perpendiculaires  sur  l'axe  OY,  on 

aura 

ML  _  PL 
QE  ~  PE' 

ou,  en  appelant  p  le  rayon  vecteur  OM  et  o^^  l'azimut  F^  OM, 

pcos6)i  __  ^^-{-psinwi 
r  sin  Wi         g^— rcoscoj 

(*)  Quand  les  points  P  et  P,  s'éloignent  à  l'infini,  le  cercle  POPi  [fig*  ^oi  )  se  transforme  eu  une 
droite  BB,  [fig^  397  )  inclinée  à  4^  degrés  sur  l'axe  OF.  Alors  pour  appliquer  la  construction  qui  est 
à  la  fin  de  la  note  de  l'article  99S,  il  faut  d'un  point  I  de  BBj  mener  deux  droites  KKi  et  PP  respec- 
tivement ])arallèles  à  OX  et  à  OY^  et  ensuite  tracer  les  lignes  KO  et  KiO  :  elles  coupent  la  droite  PP 
en  des  points  M  et  Mj  qui  appartiennent  à  la  courbe. 

(  **  )  M.  Nicolaïdès  a  donné  ce  théorème,  mais  d'une  manière  moins  générale.  Son  énoncé  est 
celui-ci  :  U aire  comprise  entre  la  courbe  et  les  deux  asymptotes  est  égale  au  cercle  [les  Mondes^ 
t.  II,   i863). 

En  iSSi,  dans  notre  Mémoire  sur  les  hélicoïdes,  nous  avons  établi  le  théorème  démontré  dans  le 
texte,  mais  avec  un  énoncé  un  peu  différent.  Nous  disions  que  l'aire  comprise  entre  l'arc  OM  et  sa 
corde  est  égale  à  la  surface  du  triangle  mixtiligne  CFK. 
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on  déduit  de  là 

r£  sin  w, 

'         ^>'COS60i  —  r 

Enfin  si  nous  mesurons  les  azimuts  à  partir  de  Taxe  OT,  de  manière  que  l'on  ait 

Téquation  deviendra 

rp'  sin  G3 


g^  cos  (xi  -+-  r 


En  introduisant  les  coordonnées  ordinaires,  on  trouve  que  la  courbe  est  du  qua- 
trième degré.  Quand  les  paramètres  r  et  g-  sont  égaux  en  grandeur  absolue,  elle  se 
décompose  en  une  droite  et  une  ligne  du  troisième  ordre  [Jig-  f\oo). 

Indicatrices,  Points  limites  des  parties  réelles  des  courbes  d'ombre  pour  des  rayons 

parallèles, 

1004.  Nous  avons  vu  que  la  droite  FP  {Jig.  898  )  était  tangente  en  P  à  la  branche 
OPR,  delà  projection  de  la  courbe  d'ombre  (art.  996).  Nous  savons  d'ailleurs  que 
la  droite  SP  parallèle  à  OX  est  la  projection  d'un  rayon  de  lumière,  et  que  la  géné- 
ratrice OP  est  une  des  deux  asymptotes  de  Tindicatrice  pour  le  point  P  (art.  824). 
La  seconde  asymptote  de  l'indicatrice  de  ce  point  et  la  droite  PO  sont  donc  con- 
juguées harmoniques  des  lignes  PS  et  PF.  D'après  cela,  si  l'on  prend  FD  égal  a  la 
longueur  OF  ou  r,  la  droite  PD  sera  la  seconde  asymptote  de  l'indicatrice  pour  le 
point  P  considéré  comme  appartenant  à  la  nappe  supérieure  (  '^). 

Si  l'inclinaison  des  rayons  change,  le  point  P  se  déplace  sur  la  génératrice  OY, 
mais  la  projection  de  la  seconde  asymptote  de  l'indicatrice  passe  toujours  par  îe 
point  D  ;  la  verticale  de  ce  point  est  donc  une  génératrice  de  l'hyperboloïde  oscu- 
lateur  le  long  de  la  génératrice  OY  (art.  825).  On  peut  d'ailleurs  opérer  de  la 
même  manière  pour  toute  génératrice,  en  supposant  la  surface  éclairée  par  des 
rayons  qui  soient  perpendiculaires  à  cette  droite  en  projection  horizontale  C"*). 

Quelle  que  soit  la  génératrice  que  l'on  considère,  si  on  lui  enlêçe  à  V origine  0  une 
perpendiculaire  égale  à'ir,  du  côté  où  s'étend  la  branche  de  la  spirale  d' Archimède 

(*)  Toutes  les  fois  qu'on  connaît  pour  un  point  d'une  surface  deux  tangentes  conjuguées  et  une  des 
asymptotes  de  l'indicatrice,  on  peut  construire  l'autre  asymptote.  Quand  la  surface  est  gauche,  une 
de  ces  droites  est  la  génératrice  qui  sera  généralement  connue;  par  conséquent,  lorsque  par  quelque 
artifice  on  aura  détern}iné  la  tangente  d'une  courbe  d'ombre  pour  une  direction  donnée  de  rayonSj 
le  problème  de  l'indicatrice  se  trouvera  résolu. 

(**!  L'indicatrice  étant  connue,  les  théorèmes  des  articles  880  et  887  donnent  immédiatement  pour 
les  asymptotes  de  la  courbe  d'ombre  les  positions  que  nous  avons  déterminées  par  d'autres  consi- 
dérations aux  articles  998,  1002  et  1000. 
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sur  laquelle  est  sa  trace  ^  V extrémité  de  cette  droite  appartiendra  aux  projections  des 
secondes  asymptotes  de  l'indicatrice  de  ses  différents  points. 

Il  nous  serait  maintenant  facile  de  construire  la  tangente  à  la  projection  horizon- 
tale de  la  courbe  d'ombre  en  un  point  donné.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  celte 
question,  à  l'occasion  des  tangentes  a  la  courbe  d'ombre  dans  le  cas  général  des 
rayons  divergents. 

1005.  Pour  discuter  la  courbe  d'ombre  dans  Tespace  et  voir  quelles  sont  celles 
de  ses  parties  qui  sont  réelles  dans  les  différentes  hypothèses  que  l'on  peut  faire,  il 
est  nécessaire  de  pouvoir  se  rendre  compte  de  la  position  du  plan  tangent  par  rap- 
port à  la  surface,  en  un  point  déterminé.  On  y  parvient  en  supposant  que  l'héli- 
coïde  se  modifie  jusqu'à  devenir  un  cône. 

Soient  0  la  trace  de  Taxe  [fig*  4^6),  KV  la  branche  de  la  spirale  d'Archimëde 
trace  de  la  nappe  inférieure  de  la  surface,  et  M  un  point  de  cette  nappe.  Nous  élevons 
au  point  0  une  droite  OQ  perpendiculaire  à  OM,  et  nous  portons  sur  elle  une  lon- 
gueur OD  double  du  paramètre  ri  les  droites  MO  et  MD  sont,  en  projection,  les 
deux  asymptotes  de  l'indicatrice  du  point  M.  Si  l'on  diminue  le  pas  de  l'hélicoïde 
jusqu'à  le  rendre  nul,  le  paramétrer  deviendra  nul  aussi,  le  point  D  parcourra  le 
segment  DO  et  l'angle  DM0  des  asymptotes  de  l'indicatrice  se  réduira  à  zéro.  Mais 
alors  l'hélicoïde  sera  un  cône  dont  nous  n'avons  a  considérer  que  la  nappe  infé- 
rieure; son  plan  tangent  au  point  M  sera  entièrement  au-dessus  de  lui,  donc  la 
partie  de  la  surface  qui  était  au-dessus  du  plan  tangent  est  celle  qui  était  projetée 
dans  l'angle  DM0,  et  dans  celui  qui  lui  est  opposé  au  sommet. 

1006.  Les  points  limites  des  parties  réelles  de  la  courbe  sont  ceux  où  la  tangente 
est  parallèle  à  la  droite  OX  [fig.  SgS).  On  trouve  d'abord  le  point  0,  mais  comme 
îe  plan  tangent  en  un  point  de  Taxe  est  perpendiculaire  au  plan  de  projection,  on 
est  ici  dans  le  cas  d'exception  dont  il  a  été  question  à  l'article  892.  Lorsqu'à  l'un 
des  points  de  la  courbe  projetés  en  0,  le  rayon  de  lumière  est  une  asymptote  de 
l'indicatrice,  il  se  confond  avec  la  génératrice  de  la  surface  et  cette  droite  fait  partie 
de  la  ligne  d'ombre  [fig*  4oo).  Il  résulte  de  là  que  le  point  0  considéré  sur  la 
courbe  d'ombre  proprement  dite  n'est  jamais  un  point  limite. 

Soient  ÏI5  [fig,  398)  un  point  limite,  OR,  son  rayon  vecteur  et  UR<  la  projection 
du  rayon  de  lumière  qui  y  passe  t  ce  rayon  étant  une  asymptote  de  l'indicatrice,  la 
droite  OU  perpendiculaire  à  0R<  doit  avoir  une  longueur  égale  à  ir^  et  par  suite 
on  a 

tangOR^U:::r.  ^^. 

L'azimut  gj   du  point  R^  est  l'angle  DOR^   supplémentaire  de  OR^U;   Téquation 
devient  donc,  en  appelant  p  le  rayon  OR,, 

—-  tanff  oj  ™  —' 
'^  p 
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Éliminant  p  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  qui  a  été  trouvée  à  l'ar- 
ticle lOOS, on  a 

g  COS^  00  -H  a  r  COS  0)  -4-  g*  :=:  o, 

d'où 


ces  w  == ^  • 

Cette  expression  montre  que  la  courbe  n'a  de  points  limites  que  quand  le  point  P 
est  dans  l'intérieur  du  cercle  FF^  {Jig,  SgB).  Lorsque  le  radical  est  réel,  il  faut 
lui  donner  le  signe  -h  pour  que  la  valeur  absolue  de  cos  w  soit  plus  petite  que 
l'unité.  Nous  avons  donc  simplement 


cos  W  ==:  --^ ^* 


0)  a  deux  valeurs  supplémentaires  à  36o  degrés  qui  déterminent  deux  points  limites, 
l'un  par  un  rayon  vecteur  positif  et  l'autre  par  un  rayon  vecteur  négatif.  La  con- 
struction à  laquelle  l'équation  précédente  conduit  pour  l'azimut  03  est  facile,  mais 
on  peut  obtenir  plus  aisément  encore  la  position  des  points  limites. 
Si  l'on  appelle  y  la  distance  de  ces  points  à  l'axe  OX,  on  a 

y  =  OU  sin  XOU  =  OU  cos R,  OF, , 
y  =  —  arcosco; 
d'où 

D'un  autre  côté,  les  équations  des  droites  F^  P  et  FK  rapportées  aux  axes  OD  et  OK, 
sont 


yslr^-g^^g{r-x). 

Éliminant  x  on  trouve  que  l'ordonnée  du  point  de  rencontre  E  est  la  même  que 
celle  des  points  limites.  D'après  cela,  pour  déterminer  ces  points,  on  mènera  une 
droite  par  les  points  E  et  E^;  du  point  0  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  i^r 
on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera  cette  ligne  au  point  U;  on  tracera  ensuite  OU 
et  sa  perpendiculaire  ORi.  La  seconde  rencontre  du  cercle  avec  la  droite  EE,  ferait 
trouver  un  deuxième  point  limite  R  (  *  ). 

(*)  CeUe  construction  peut  être  modidée  de  diverses  manières.  La  droite  (pFi  passe  au  milieu  e  du 
segment  OL;  le  point  e  est  aussi  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  q  sur  OP.  On  obtient 
ainsi  la  droite  RRi  à  Taide  du  point  L  ;  le  point  Ri  se  trouve  à  la  rencontre  de  cette  ligne  avec  la 
divergente  P  <7 .  (Mannheim.) 

IIL  IQ 
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Lorsque  les  rayons  de  lumière  ont  la  même  inclinaison  que  les  génératrices  de  la 
surface,  g  est  égal  à  db  r,  la  valeur  de  j  devient  ±:  :2r,  et  celle  de  co  zéro  ou  ï8o  de- 
grés. La  courbe  a  alors  un  point  limite  à  Tintini. 

Les  détails  que  nous  avons  donnés  dans  ce  paragraphe  permettront  dans  chaque 
cas,  et  suivant  que  le  corps  sera  placé  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  surface,  de 
déterminer  les  arcs  réels  et  les  arcs  virtuels  des  courbes  d'ombre. 

Courbe  d' ombre  propre  dans  le  cas  de  rayons  divergents , 

1007.  Lorsque  l'on  doit  déterminer  la  courbe  d'ombre  propre  d'une  surface  de 
vis  à  filets  trangulaires  éclairée  par  des  rayons  divergents,  on  simplifie  les  tracés 
en  prenant  pour  plan  horizontal  d'opérations  celui  qui  contient  le  point  lumineux. 

Soient  0  le  pied  de  l'axe  [fig.  4io),  OKY  la  spirale  d'Archimède  trace  de  la  sur- 
face sur  le  plan  horizontal  qui  contient  le  point  lumineux,  S  ce  point  et  OQ  le 
cercle  qui  a  pour  rayon  le  paramètre  r.  Si  Ton  veut  déterminer  le  point  de  la  ligne 
d'ombre  situé  sur  la  génératrice  qui  a  sa  trace  en  K,  on  élèvera  la  droite  OQ  per- 
pendiculaire à  la  projection  OK,  et  du  point  Q  on  abaissera  QI  perpendiculaire  à  la 
droite  SK  trace  du  plan  qui  contient  le  point  lumineux  et  la  génératrice.  L'inter- 
section M  des  lignes  OK  et  QI  sera  le  point  cherché  (art.  991). 

1008.  Si  l'angle  SKO  était  droit,  les  lignes  QI  et  OK  seraient  parallèles,  et  le 
point  M  se  trouverait  à  l'infini.  Les  traces  des  génératrices  qui  ne  rencontrent  la 
courbe  qu'a  Tinfini  sont  donc  les  intersections  de  la  spirale  d'Archimède  OV  avec 
le  cercle  décrit  sur  SO  comme  diamètre  [figure  l\ii)*  Ce  cercle  coupe  la  spirale 
en  trois  points  R,  R^  etRa  et  par  suite  la  courbe  a  trois  branches  infinies.  L'ori- 
gine 0  est  un  quatrième  point  de  rencontre  :  la  génératrice  qui  y  a  sa  trace  se  pro- 
jette sur  la  droite  ON  tangente  à  la  spirale.  En  général,  la  droite  ON  n'est  pas 
perpendiculaire  à  la  trace  SO  du  plan  qui  contient  le  point  S  et  la  génératrice  ON, 
de  sorte  que  la  construction  ordinaire  fait  trouver  sur  cette  droite  un  point  N  de 
la  courbe  d'ombre  à  distance  finie.  Quand  la  spirale  est  tangente  au  cercle  à 
l'origine,  la  génératrice  ON  est  perpendiculaire  à  OS  et  ne  rencontre  la  courbe 
qu'à  l'infini. 

On  peut  considérer  la  spirale  comme  divisée  en  spires,  c'est-a-dire  en  arcs  tels, 
que  les  azimuts  de  leurs  extrémités  diffèrent  de  36o  degrés.  Les  génératrices  qui 
passent  a  ces  extrémités  interceptent  sur  l'axe  des  segments  égaux  au  pas  commun 
des  hélices.  Toute  spire  dont  le  plus  petit  rayon  vecteur  est  plus  grand  que  SO  ne 
coupe  pas  le  cercle  décrit  sur  cette  droite  comme  diamètre  ;  toute  spire,  au  con- 
traire, dont  le  plus  grand  rayon  est  plus  petit  que  SO  le  rencontre  deux  fois.  Enfin 
quelque  petit  que  soit  ce  cercle,  la  spirale  le  coupe  ailleurs  qu'à  l'origine,  ou  bien 
elle  le  touche  en  ce  point.  Il  résulte  de  là  que  la  courbe  d'ombre  a,  au  moins,  une 
branche  infinie,  qu'elle  peut  en  avoir  un  grand  nombre  et  qu'elle  en  possède  deux, 
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au  plus,  sur  chaque  partie  de  la  surface  correspondant  à  un  segment  de  l'axe  égal 
au  pas  des  hélices. 

1009.  La  construction  de  Tarticle  1007  fait  invariablement  trouver  le  point  0 
pour  toutes  les  génératrices  qui  sont  projetées  sur  SO;  il  est  évident,  en  effet,  que 
le  plan  qui  contient  une  de  ces  droites  et  le  point  lumineux  S  est  vertical  et  a  son  point 
de  contact  sur  Taxe.  Il  résulte  de  là  que  pour  la  partie  de  la  surface  qui  correspond  à 
un  segment  de  Taxe  égal  au  pas  des  hélices,  la  projection  horizontale  de  la  courbe 
d'ombre  passe  deux  fois  au  point  G  tangente  à  la  droite  OX  (art.  996  note). 

1010.  Nous  allons  maintenant  nous  proposer  de  déterminer  directement  les  points 
de  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre  qui  sont  à  une  distance  donnée  du 
pied  de  Taxe,  ou,  en  d'autres  termes,  qui  appartiennent  à  un  cercle  projection  de 
deux  hélices  données. 

Le  point  M  [fig^  k^o)  ayant  été  déterminé  parla  construction  de  l'article  1007, 
on  voit  facilement  que  les  angles  IKM  et  MQO  sont  égaux  ;  or  si  le  rayon  OM  doit 

R 

être  égal  à  une  longueur  donnée  R,  la  tangente  de  l'angle  MQO  est-^  l'angle  IKM 

est  donc  connu,  et  si  l'on  décrit  sur  SO  un  segment  capable  de  cet  angle,  le  point  K 
sera  son  intersection  avec  la  spirale. 

Nous  prenons  les  longueurs  OG  et  G  g'  respectivement  égales  a  R  et  à  r,  nous  tra- 
çons la  droite  gO  et  ensuite  la  ligne  DC  perpendiculaire  à  OS  et  à  égales  distances 
des  points  S  et  0.  Enfin  du  point  G  comme  centre,  nous  décrivons  un  cercle  qui 
passe  par  les  points  0  et  S:  il  coupe  la  spirale  au  point  K,  trace  de  la  génératrice 
sur  laquelle  est  le  point  M  ( *  ) . 

Le  même  cercle  rencontre  la  spirale  aux  points  Ki  et  Kg  qui  font  trouver  les 
points  M^  et  Ma- 

1011.  L'axe  étant  supposé  divisé  en  segments  égaux  au  pas  des  hélices,  les  arcs 
de  la  courbe  d'ombre  sur  les  parties  correspondantes  de  la  surface  ne  sont  pas  iden- 
tiques. La  projection  horizontale  d'un  arc  qui  n'a  pas  de  branche  infinie  présente 
avec  la  ligne  de  \di  figure  SgS  une  ressemblance  d'autant  plus  grande  que  la  partie 
de  la  surface  sur  laquelle  il  se  trouve  est  plus  éloignée  du  point  lumineux.  Quand 
cette  partie  est  à  une  trës-grande  distance  du  point  lumineux  S,  les  projections  des 
arcs  sont  très-resserrées  près  l'origine  0,  car  les  plans  passant  par  le  point  S  et  par 
les  différentes  génératrices  sont  presque  verticaux  et  ont  leur  point  de  contact  rap- 
proché de  l'axe.  On  peut  d'ailleurs  vérifier  que  la  construction  de  l'article  1007 
donne  des  points  très-voisins  du  pied  de  l'axe,  quand  on  opère  sur  les  génératrices 
qui  ont  leurs  traces  sur  les  grandes  spires  de  la  spirale  d'Archimède. 

Dans  l'espace,  la  courbe  rencontre  l'axe  à  des  intervalles  égaux  à  la  moitié  du 
pas  des  hélices  (art.  1009)  ;  au  delà  des  parties  où  sont  ses  branches  infinies,  elle 

(  *)  La  construction  de  l'article  iOIO  nous  a  été  communiquée  par  M.  Bour;  on  peut  en  déduire 
les  tracés  qui  ont  été  exposés  à  l'article  1008. 
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se  resserre  de  plus  en  plus  sur  Taxe  qui  doit,  par  conséquent,  être  considéré  comme 
étant  une  de  ses  asymptotes. 

Tangentes  et  asymptotes  des  courbes  d'' ombre ,  Points  limites  de  ces  lignes 
dans  le  cas  de  rayons  divergents, 

1012.  Le  procédé  facile  que  nous  avons  pour  la  détermination  des  asymptotes 
de  rindicatrice  en  un  point  quelconque  de  la  surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires 
(art.  1004)  permet  de  construire  rapidement  les  tangentes  de  la  courbe  d'ombre. 
Nous  examinerons  d'abord  ce  problème  sur  la  projection  horizontale. 

Soient  S  le  point  lumineux  [fig,  4^6),  OK  la  projection  d'une  génératrice,  K  la 
trace  de  cette  droite,  0  la  trace  de  l'axe  et  OQ  le  cercle  auxiliaire  dont  le  rayon 
est  r:  en  appliquant  à  la  droite  OK  la  construction  de  l'article  1007,  on  trouve  que 
la  courbe  d'ombre  passe  au  point  M. 

Nous  prolongeons  le  rayon  OQ  d'une  longueur  égale  QD,  nous  traçons  DM  :  les 
droites  MO  et  MD  sont  les  deux  asymptotes  de  l'indicatrice  du  point  M,  MS  est  le 
rayon  de  lumière;  la  tangente  de  la  courbe  étant  l'harmonique  conjuguée  du  rayon 
par  rapport  aux  asymptotes  de  l'indicatrice,  on  en  obtient  un  point  R  en  menant  la 
ligne  EG  parallèle  a  MD  et  en  la  prolongeant  d'une  longueur  GR  égale  au  segment  EG. 
Cette  construction  ne  peut  pas  servir  pour  les  asymptotes.  Nous  allons  la  modiiier 
de  manière  a  la  rendre  d'une  application  plus  générale,  tout  en  lui  conservant  sa 
simplicité. 

Nous  traçons  la  droite  SD  qui  rencontre  la  tangente  en  d  et  nous  construisons  le 
triangle  rfamhomothétique  au  triangle  DOM,  et  ayant  avec  lui  le  point  S  pour  pôle 
de  similitude.  La  droite  MO  partage  en  deux  parties  égales  le  côté  mrf  parce  qu'il  est 
parallèle  à  ER,  et  ensuite  le  côté  ad  parce  qu'elle  est  elle-même  parallèle  à  la  base 
ain.  Le  point  /  est  donc  le  milieu  du  côté  ad,  et  par  conséquent  il  se  trouve  sur  la 
droite  qui  va  du  point  S,  pôle  de  similitude,  au  milieu  Q  de  OD. 

D'après  cela,  pour  avoir  le  point  d  de  la  tangente  M<5?,  il  suffit  de  tracer  la  droite 
SQ,  de  mener  par  le  point  /  où  elle  rencontre  la  génératrice  OM  la  droite  al  paral- 
lèle à  OQ,  et  de  prolonger  cette  ligne  d'une  longueur  égale  à  elle-même  du  côté  du 
point  /.  Les  tangentes  de  la  courbe  aux  points  situés  sur  la  droite  indéfinie  OK 
passent  toutes  par  le  point  d. 

Quand  les  rayons  sont  parallèles,  le  point  S  est  à  l'infini  et  la  droite  Q/  doit  être 
parallèle  à  la  ligne  OX  {fig,  897,  398,  l\oo  et  402.)  (*). 

(^)  Cette  construction  nous  a  été  communiquée  par  M.  Bour  qui  y  était  parvenu  par  l'analyse; 
nous  l'avons  rattachée  au  théorème  des  tangentes  conjuguées,  eu  égard  à  la  nature  spéciale  de  cet 
ouvrage. 

M.  Poncelet  a  trouvé  par  la  méthode  de  Roberval  une  construction  également  très-simple  pour  la 
tangente  à  la  projection  horizontale  de  la  courbe  d'ombre  de  la  surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires, 
mais  seulement  dans  le  cas  où  les  rayons  sont  parallèles.  (  Applications  d' Analyse  et  de  Géométrie,  ) 
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1015.  l^'^  figure  [\\^  montre  une  application  de  la  construction  que  nous  venons 
d'expliquer  a  la  détermination  de  Tasymptote  ed  d'une  branche  infinie.  La  trace 
de  cette  droite  est  au  point  e,  sur  la  trace  Y\e  du  plan  qui  touche  la  surface  au  point 
situé  à  l'infini  sur  la  génératrice  OR. 

Si  la  spirale  d'Archimède  rencontre  tangentiellement  le  cercle  OS  en  un  point  R 
[fig^  418)9  la  droite  RQ  est  la  normale  commune  (art.  992),  et  par  conséquent  !e 
centre  du  cercle  est  au  point  G  où  cette  droite  coupe  OS.  Le  point  Q  doit  d'ailleurs 
être  sur  le  cercle,  car  l'angle  ROQ  est  droit.  Il  résulte  de  là  que  les  droites  RO  et 
SQ  qui  passent  aux  extrémités  des  diamètres  SO  et  RQ  sont  parallèles;  le  point  / 
{fig^  4^^)  Gst  par  conséquent  à  l'infini,  le  segment  a/ est  infini  et  la  branche  infinie 
de  la  courbe  d'ombre  est  parabolique. 

1014.  Quand  on  connaît  la  projection  horizontale  d'une  tangente,  on  construit 
facilement  sa  projection  verticale  par  la  considération  du  plan  tangent  au  point 
correspondant  de  la  surface.  Toutefois  ce  procédé  ne  peut  pas  être  employé  lorsque 
le  point  considéré  est  sur  l'axe,  parce  que  le  plan  tangent  est  vertical.  Il  faut  alors 
recourir  au  théorème  des  tangentes  conjuguées  :  les  deux  asymptotes  de  l'indica- 
trice sont  l'axe  et  la  génératrice. 

1015.  Nous  terminerons  ce  qui  concerne  les  courbes  d'ombre  en  disant  quelques 
mots  sur  la  détermination  de  leurs  points  limites. 

Le  point  M  de, la  courbe  d'ombre  [fig*  4i5)  est  un  point  limite  quand  le  rayon 
de  lumière  SM  est  la  seconde  asymptote  de  l'indicatrice,  et  par  conséquent  quand 
ce  rayon  passe  par  le  point  D  situé  sur  la  droite  OQ  perpendiculaire  à  OM,  et  à 
une  distance  de  0  double  du  paramètre  r. 

Si  nous  décrivons  un  cercle  du  point  0  comme  centre  et  avec  un  rayon  égal  à  OD, 
et  si  nous  considérons  S  comme  un  point  fixe  de  divergence,  le  point  M  sera  sur 
la  courbe  que  l'on  obtiendra  a  l'aide  du  cercle  et  du  point  S  par  la  construction  de 
l'article  995.  Les  points  limites  sont  les  intersections  de  cette  courbe  auxiliaire 
avec  la  courbe  d'ombre,  pourvu  toutefois  qu'elles  résultent  d'azimuts  et  de  rayons 
vecteurs  égaux  et  non  d'azimuts  inverses  avec  des  rayons  vecteurs  contraires. 

On  reconnaît  comme  dans  le  cas  des  rayons  parallèles  (art.  1006),  que  les 
points  de  la  courbe  projetés  sur  le  point  0  ne  sont  jamais  des  points  limites. 

Représentation  d'une  surface  de  vis  à  filets  triangulaires  et  de  ses  ombres, 

1016.  Nous  avons  représenté  sur  la  figure  409  une  partie  de  la  nappe  infé- 
rieure d'une  surface  de  vis  à  filets  triangulaires  éclairée  par  des  rayons  parallèles. 
Le  cercle  BG,  projection  de  l'hélice  directrice,  a  été  divisé  en  quatorze  parties  égales, 
et  les  génératrices  qui  passent  par  les  points  de  division  ont  été  tracées  sur  les  deux 
plans  de  projection.  Leur  enveloppe  sur  le  plan  vertical  est  le  contour  apparent  de 
la  surface,  ou  sa  ligne  de  contact  avec  un  cylindre  circonscrit  perpendiculaire  à  ce 
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plan.  La  projection  horizontale  de  ce  contour  apparent  est  une  courbe  D^OD,..., 
FïjOH  du  genre  de  celle  que  nous  avons  étudiée  à  Tarticle  1002.  Les  génératrices 
du  cylindre  circonscrit  étant  perpendiculaires  au  plan  vertical,  les  droites  qui  diver- 
gent du  point  fixe  situé  à  l'infini  sont  parallèles  a  la  ligne  de  terre.  Nous  traçons 
le  cercle  auxiliaire  KA  qui  a  pour  rayon  le  paramètre  r  et  nous  obtenons  ensuite  la 
courbe  sans  difficulté. Les  points  situés  sur  l'hélice  directrice  doivent  être  déter- 
minés directement.  La  discussion  des  différentes  parties  du  contour  apparent  se 
fait  comme  pour  la  courbe  d'ombre  dont  nous  nous  occuperons  a  l'article  suivant; 
nous  nous  bornerons  ici  à  dire  que  les  arcs  DO  et  OH  sont  seuls  utiles,  parce  que 
nous  ne  considérons  que  la  partie  de  la  surface  comprise  entre  l'axe  et  l'hélice 
directrice.  En  relevant  sur  le  plan  vertical  les  points  où  ces  arcs  rencontrent  les  pro- 
jections horizontales  des  différentes  génératrices,  nous  avons  les  positions  précises 
des  points  où  les  droites  tracées  sur  le  plan  vertical  touchent  leur  enveloppe. 

Une  asymptote  du  contour  apparent  dans  l'espace  est  déterminée  par  sa  projec- 
tion horizontale  et  par  le  plan  tangent  à  la  surface  au  point  situé  à  l'infini  sur  la 
génératrice  parallèle.  L'asymptote  de  la  branche  ODH^  0  est  donc  l'intersection  du 
plan  vertical  B,Gi  et  du  plan  {B^BojWL)  tangent  au  point  situé  à  l'infini  sur  la 
génératrice  (BO,B'L),  c'est-à-dire  la  droite  (B^G^jB^L)  pour  la  première  spire.  Les 
projections  des  génératrices  parallèles  au  plan  vertical  sont  ainsi  les  asymptotes  du 
contour  apparent  sur  ce  plan,  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir,  car  elles  doivent  être 
tangentes  à  cette  courbe,  comme  les  projections  des  autres  génératrices. 

1017.  Nous  supposons  la  surface  éclairée  par  des  rayons  parallèles  à  la  droite 
W  située  dans  le  plan  vertical  ;  nous  déterminons  alors  le  point  fixe  P  et  nous  con- 
struisons la  projection  horizontale  de  la  ligne  d'ombre  (art.  995):  elle  est  du 
genre  de  la  courbe  qui  est  représentée  sur  \^  figure  /[02.  On  relève  ensuite  ses 
différents  points  sur  le  plan  vertical.  Il  serait  facile  de  tracer  ses  asymptotes,  mais 
elles  présentent  peu  d'intérêt  pour  les  arcs  qui  se  projettent  dans  l'intérieur  du 
cercle  BG. 

On  peut  facilement  discuter  les  différentes  parties  de  la  courbe  d'ombre,  à  l'aide 
des  principes  que  nous  avons  posés  dans  les  articles  précédents.  Le  point  M  est  sur 
la  divergente  PQ  et  correspond  au  rayon  OQ;  la  branche  de  la  spirale  d'Archimède 
sur  laquelle  se  trouve  la  trace  de  la  génératrice  OM  s'étend  donc  du  côté  où  se 
trouve  le  point  Q.  On  reconnaît  ainsi  que  le  point  M  appartient  à  la  nappe  infé- 
rieure (art.  991).  Les  deux  asymptotes  de  l'indicatrice  sont  MO  et  MQi  ;  lorsque 
l'hélicoide  se  réduit  à  un  cône,  la  partie  OMQ^  disparaît  :  c'est  donc  celle  qui  con- 
tient les  courbes  dont  les  tangentes  au  point  M  sont  au-dessous  de  la  surface 
(art.  1005).  Le  rayon  de  lumière  SM  situé  hors  de  cet  espace  angulaire  est  au-dessus 
de  rhélicoïde,  et  par  suite  le  point  M  est  utile  et  vu  sur  le  plan  horizontal.  Il  en  est 
de  même  de  tout  point  des  branches  Or?  et  Oce.  Sur  la  projection  verticale  les  points 
delà  première  ^'V  sont  vus  et  ceux  de  la  seconde  a'L'  cachés. 
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La  surface  étant  limitée  a  Taxe,  les  génératrices  B'L  et  B''L',  qui  sont  dans  un 
plan  passant  par  Taxe  et  parallèle  aux  rayons  de  lumière,  forment  la  ligne  d'ombre 
portée  sur  la  face  inférieure  de  la  nappe,  au  moins  dans  la  partie  vue. 

Représentation  d'une  vis  à  filets  triangulaires  et  de  son  ècrou. 

1018.  Une  vis  à  filets  triangulaires  se  compose  d'un  noyau  plein  qui  a  la  forme 
d'un  cylindre  de  révolution,  et  d'un  solide  hélicoïde  dont  la  génératrice  méridienne 
est  un  triangle  B^C'^B'^  placé  de  manière  que  sa  base  B'B'^  soit  un  segment  d'une 
génératrice  du  cylindre  [fig*  407).  En  général  le  triangle  est  isocèle  et  le  pas  des 
hélices  que  décrivent  ses  différents  points  est  égal  à  la  base  B'B'^  [^).  Il  résulte  de 
là  d'abord  que  les  points  B'  et  B'^  se  meuvent  sur  une  même  hélice  et  ensuite  que 
les  surfaces  de  vis  à  filets  triangulaires  auxquelles  appartiennent  les  zones  engen- 
drées par  les  droites  B'C\  et  C^  B'^  ont  un  même  paramètre  r.  îl  peut  arriver  que 
ces  zones  appartiennent  aux  deux  nappes  d'une  même  surface. 

Une  vis  a  le  plus  souvent  à  l'une  de  ses  extrémités  une  tête  qui  est  un  solide  pris- 
matique dont  les  bases  sont  perpendiculaires  à  son  axe.  Elle  glisse  en  tournant 
dans  un  ècrou,  corps  limité  intérieurement  aux  surfaces  hélicoïdes  qui  la  terminent 
elle-même  extérieurement. 

Pour  représenter  une  vis  à  filets  triangulaires,  on  trace  d'abord  les  projections 
horizontales  et  les  projections  verticales  des  deux  hélices  suivant  lesquelles  se  cou- 
pent les  deux  faces  du  filet.  Sur  le  plan  vertical,  nous  avons  limité  ces  hélices  aux 
droites  XY  et  S''U''  qui  représentent  le  plan  de  la  face  supérieure  de  l'écrou  et  celui 
de  la  face  inférieure  de  la  tête. 

Le  contour  apparent  sur  le  plan  vertical  est  formé  de  lignes  courbes,  mais  elles 
sont  rapprochées  de  leurs  asymptotes  (art.  1016),  et  vu  leur  peu  de  longueur  on 
peut  les  tracer  comme  des  droites.  On  les  obtient  d'une  manière  suffisamment 
exacte  en  menant  des  tangentes  communes  aux  arcs  consécutifs  des  sinusoïdes  qui 
forment  la  projection  verticale  des  hélices  d'intersection. 

Ces  deux  courbes  rencontrent  le  plan  S'U''  aux  points  (L,  L')  et  (M,  M').  Les  deux 
faces  du  filet  rencontrent  le  même  plan  suivant  deux  arcs  de  spirale  d'Archimède 
qui  vont  du  point  L  au  point  M. 

Nous  avons  représenté  l'écrou  par  une  projection  horizontale  et  par  une  coupe 
verticale  :  le  plan  coupant  COE  est  méridien  et  parallèle  au  plan  vertical  [fig,  408). 
La  ligne  de  contour  apparent  qui  passe  près  des  points  B'  et  C'^  [fig-  4<^7  )  est  au 
delà  du  plan  CD,  elle  appartient  donc  à  la  partie  de  la  surface  qui  est  conservée  sur 
\di  figure  [\o^^  mais  cette  courbe  étant  réelle  sur  la  vis  est  nécessairement  virtuelle 

(  *  )  On  fait  des  vis  à  double  et  même  à  triple  filet;  le  profd  générateur  est  alors  composé  de  deux 
ou  de  trois  triangles  égaux,  et  le  pas  est  égal  à  deux  ou  à  trois  fois  la  longueur  de  leur  base,  quel- 
quefois le  filet  est  engendré  par  la  révolution  hélicoïde  d'un  trapèze  [fig*  4^6) . 
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sur  Fécrou  :  nous  ne  l'avons  pas  tracée.  Les  demi-spires  de  riiélice  BD  sont  vues 
entièrement,  celles  de  l'hélice  CE  sont  cachées  sur  de  très-petites  longueurs  près 

des  sommets  C^  C'^ des  angles  rentrants,  car  les  tangentes  de  leurs  projections 

en  ces  points  sont  verticales. 

La  sinusoïde  projection  verticale  de  l'hélice  CE  rencontre  la  droite  X<Y,  en  un 
point  y  que  nous  ramenons  en  ]  sur  la  projection  horizontale.  Les  deux  arcs  de  spi- 
rale d'Archimède  qui  limitent  les  faces  du  filet  à  leur  partie  supérieure,  partent  du 
point  J  et  aboutissent  au  point  A  diamétralement  opposé  sur  le  cercle  BD. 

1019.  Ombres  propres  de  la  vis, — Nous  supposons  maintenant  la  vis  éclairée  par  des 
rayons  parallèles  aune  droite  (îl,R')  [figJ\o^)  et  nous  allons  déterminer  ses  ombres. 
Nous  construisons  d'abord  la  longueur  Ov;  du  paramètre  r  et  nous  décrivons  un 
cercle  du  point  0  comme  centre  avec  ce  paramètre  pour  rayon.  Les  tracés  expli- 
qués a  l'article  993  nous  donnent  ensuite  le  point  fixe  P  :  il  doit  être  placé  par 
rapport  à  la  projection  du  rayon  de  lumière  qui  passe  par  le  point  0,  d'un  côté 
différent  de  celui  où  il  se  trouve  sur  \^  figure  [\0i,  car  les  hélicoïdes  sont  de  même 
sens  (sinistrorsùm)  et  les  rayons  de  lumière  sont  inclinés  en  sens  contraire.  Nous 

déterminons  alors  la  courbe  XOv j^POPt,  projection  horizontale  de  la  ligne 

d'ombre,  en  ayant  soin  de  construire  directement  les  points  situés  sur  les  deux 
hélices  qui  forment  l'arête  saillante  et  l'arête  rentrante  des  filets  (art.  997).  Cha- 
que partie  comprise  entre  les  cercles  CE  et  BD  est  la  projection  d'un  arc  de  la 
ligne  d'ombre  de  Tune  des  faces  du  filet.  Des  considérations  analogues  a  celles  que 
nous  avons  présentées  a  l'article  1017  permettent  de  reconnaître  à  laquelle  des 
deux  faces  appartient  chacun  des  arcs,  et  font  voir  qu'ils  sont  tous  réels. 

Pour  obtenir  la  projection  verticale  d'un  arc  réel,  d'après  sa  projection  horizon- 
tale, on  relève  les  points  extrêmes  sur  les  hélices  et  on  détermine  un  point  inter- 
médiaire en  traçant  d'abord  la  projection  horizontale,  puis  la  projection  verticale 
de  la  génératrice  à  laquelle  il  appartient. 

Ombre  portée  par  la  vis  sur  le  plan  horizontal,  ■—  On  construit  ensuite  les  ombres 
portées  sur  le  plan  horizontal  par  les  différentes  lignes  de  la  vis.  L'ombre  de  l'hélice 
saillante  est  la  courbe  KT'7c/^''>?:^,.,.  ;  nous  savons  que  c'est  une  cycloïde  allongée 
engendrée  par  le  point  K  quand  le  cercle  dont  le  rayon  est  OP  roule  sur  la  tan- 
gente PP^  parallèle  à  R  (art.  955). 

Les  ombres  des  lignes  v\  [x^ ,  X'^  j[^ ,  \^\  y^ ,  -'?'  sont  les  arcs  v\  [)"^ ,  X\  Xi  >  ^"i  9\  >  'z^''?''-  •  •  ; 
ils  appartiennent  à  deux  courbes  distinctes  qui  correspondent  l'une  à  la  face  supé- 
rieure du  filet,  l'autre  à  la  face  inférieure  et  qui  senties  enveloppes  des  ombres  por- 
tées par  les  lignes  tracées  sur  les  deux  hélicoïdes  (art.  371).  Ces  arcs  se  raccor- 
dent, par  suite,  tangentiellement  avec  l'ombre  de  l'hélice  saillante  a  leurs  points 
de  rencontre  X"^,  v\,  x"  et  y% 

Les  ombres  des  arêtes  (ST,  ^"T)y  (TU,  T\]')  de  la  tête  de  la  vis  sont  les  lignes 
SJ^  etT,U^. 
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Ces  différentes  lignes  font  connaître'la  limite  de  l'ombre  portée  sur  le  plan  hori- 
zontal et  donnent  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  détermination  des  ombres 
sur  la  projection  verticale. 

Ombre  portée  par  la  vis  sur  elle-même.  —  Nous  allons  déterminer  les  ombres  que 
la  vis  porte  sur  elle-même  parla  méthode  des  projections  obliques  (art.  370-373), 
et  d'après  les  lignes  d'ombre  que  nous  avons  obtenues  sur  le  plan  horizontal.  Les 
courbes  v\  ii,\  et  X\  y^\  sont  les   traces  des  cylindres  circonscrits  parallèles  aux 
rayons  de  lumière  et  dont  les  lignes  de  contact  sont  v\  (x^  et  X'^  x,n  ces  traces  se 
coupent  en  un  point  co'',  et  par  suite  les  cylindres  ont  une  génératrice  commune 
dont  la  projection  verticale  go'^  o^\  passe  par  le  point  (^\  projection  de  o/'.  Les  arcs 
l\od\  et  b)'v\  projettent  leur  ombre  sur  le  plan  horizontal,  l'arc  j^'^g)' n'est  pas  éclairé 
et  l'ombre  de  l'arc  (^\x^  est  reçue  par  la  face  supérieure  du  filet  inférieur;   elle 
s'étend  de  /^  à  w'.  Pour  en  avoir  un  point  intermédiaire,  nous  traçons  une  généra- 
trice rectiligne  {mn,  m'n!)  de  l'hélicoïde,  et  nous  déterminons  son  ombre  n"m!' , 
Cette  ligne  coupe  la  projection  /^  X\  en  un  point  d\  et  par  suite  le  rayon  de  lumière 
qui  aboutit  à  ce  point  rencontre  successivement  la  courbe  d'ombre  propre  x'i '^'i 
et  la  génératrice  m' n' \  le  point  d'  ramené  de  d"  est  donc  un  point  de  la  trace, 
sur  la  face  supérieure  du  filet,  du  cylindre  circonscrit  le  long  de  la  ligne  X^  y^^ . 

Les  autres  déterminations  se  font  d'après  les  mêmes  principes  et  ne  présentent 
pas  plus  de  difficultés.  Le  point  g''  fait  connaître  le  point  g'  où  le  plan  d'ombre  de 
l'arête  (ST,  S''T'')  rencontre  l'hélice  saillante.  En  traçant  des  génératrices  recti- 
lignes  sur  les  deux  faces  du  filet,  de  part  et  d'autre  de  g',  et  considérant  les  inter- 
sections de  leurs  ombres  avec  les  droites  S^T^  etT,U^,  on  détermine  par  points 
l'ombre  qui  est  projetée  sur  la  vis  par  les  arêtes  (ST,  ^"T)  et  (TU,  rU"). 

Les  lignes  T,  \]^  et  X\  y^  se  rencontrent  en  un  point  t''  que  nous  ramenons  d'abord 
en  t\,  puis  en  t\  en /^  et  eu  i'^.  L'ombre  du  segment  Tt'^  estft\  L'ombre  de 
l'arête  T'W\  au  delà  du  point  t'^,  est  reçue  sur  le  filet  suivant  à  partir  du  point  t\. 

On  détermine  par  les  mêmes  principes  les  ombres  portées  sur  le  plan  vertical. 

Nous  n'avons  tracé  les  lignes  d'ombre  cachées  que  lorsqu'elles  sont  utiles  pour 
la  construction. 

1020.  Ombres  de  l'écrou.  —  Les  lignes  d'ombre  propres  étant  réelles  sur  la 
vis  sont  virtuelles  sur  l'écrou,  et  par  suite  les  figures  de  la  Planche  XXVII  n'ont 
que  des  ombres  portées.  Pour  obtenir  leurs  contours,  nous  projetons,  par  des 
droites  parallèles  au  rayon  (R,  R'),  les  différentes  arêtes  sur  un  plan  horizontal 
dont  nous  avons  placé  la  ligne  de  terre  X'' Y''  à  la  hauteur  du  point  D\,  L'ombre 
portée  sur  le  plan  horizontal  par  un  point  est  indiquée  par  la  lettre  qui  désigne  le 
point,  avec  un  double  accent  :  ainsi  H''  est  l'ombre  du  point  (H,  H'). 

Les  courbes H'7''  et  B2D'2,  projections  obliques  de  la  spirale  d'Archimède  WT  et 
de  la  demi-spire  B'^D^,  se  coupent  en  un  point  ^"  :  le  point  correspondant  jS'  de 
l'hélice  est  celui  où  cette  courbe  reçoit  l'ombre  de  la  spirale.  On  détermine  d'une 

m. 
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manière  analogue  les  points  y,  â'  et  s'  où  Tombre  de  la  ligne  brisée  H' F'  coupe  les 
demi-spires  C'2  E'^,  B'^  D'^  et  C^  E\  On  obtient  des  points  intermédiaires  delà  courbe 
d'ombre  portée,  en  considérant  des  génératrices  rectilignes.  La  génératrice  {mn,  m!n') 
a  pour  projection  oblique  la  droite  m"  n"  qui  rencontre  en  g"  et  en  n"  les  projections 
C;b;  et  Wr  de  Tarête  (CB,  C^B^)  et  de  la  spirale  (HJ,  H'J').  Ces  points  font 
connaître  les  intersections  &  et  n'  de  la  génératrice  avec  la  ligne  d'ombre. 

Nous  avons  reproduit  de  Va  figure  407  la  ligne  d'ombre  propre  (ij^y,  ^'9');  le 
point  (a,  a')  où  elle  rencontre  la  spirale  est  l'origine  de  la  courbe  d'ombre  portée 
par  la  spirale  d'Arcîiimède  sur  le  filet,  car  le  rayon  de  lumière  qui  passe  par  ce 
point  y  est  tangent  à  la  surface  :  c'est  celle  des  génératrices  du  cylindre  d'ombre 
de  la  spirale,  dont  les  deux  points  situés  sur  la  face  du  filet  se  sont  réunis  en  un 
seul. 

A  partir  du  point  où  commence  l'ombre  de  la  ligne  brisée  H'F',  les  mêmes  con- 
tours se  reproduisent  sur  les  filets.  Le  point  è\  se  trouve  par  suite  sur  la  verticale 
de  è\ 

Hélicoïde  de  la  vis  à  filets  triangulaires  employé  comme  surface  auxiliaire, 

1021.  L'hélicoïdeque  nous  venons  d'étudier  peut  être  employée  comme  surface 
auxiliaire  dans  divers  problèmes  relatifs  aux  surfaces  gauches;  mais  le  seul  cas  où 
cette  méthode  présente  des  avantages  réels  sur  les  procédés  ordinaires,  est  celui  où 
!a  surface  considérée  a  une  directrice  rectiligne  et  où  ses  génératrices  rencontrent 
cette  droite  sous  des  angles  égaux  ;  car  on  obtient  alors  sans  difficulté  des  héli- 
coïdes  de  raccordement. 

Supposons  qu'une  droite  se  meuve  en  restant  normale  a  un  cône  de  révolution 
aux  différents  points  d'une  section  plane,  et  proposons-nous  de  construire  le  plan 
tangent  en  un  point  de  la  surface  qu'elle  engendre.  Nous  prenons  des  plans  de 
projections  tels,  que  l'axe  du  cône  soit  une  verticale  (S,  AS')  [fig.  4o3),  et  que  le 
plan  sécant  (P6,  GL)  soit  perpendiculaire  au  plan  vertical. 

La  génératrice  (SC,  S'C)  coupe  le  plan  au  point  (M,  M').  Si  l'on  suppose  que 
cette  droite  tourne  sur  le  cône,  jusqu'à  devenir  parallèle  au  plan  vertical,  le  point 
M'  se  placera  en  m'  et  la  normale  en  ce  point  sera  la  droite  /?/ w  perpendiculaire  à 
772' S'.  La  normale  du  cône  au  point  (M,  M')  est  donc  la  droite  (SM,  wjf).  Nous 
allons  chercher  le  plan  tangent  de  la  surface  gauche  en  un  point  (N,N')  de  cette 
génératrice. 

La  trace  horizontale  du  plan  tangent  de  la  surface  au  point  (M,  M')  passe  aux 
points  V  et  K,  traces  de  la  génératrice  et  de  la  tangente  a  la  directrice.  L'intersec- 
tion de  ce  plan  parle  plan  vertical  BIT  perpendiculaire  à  SMestla  droite  (MT,  M'T'). 
La  surface  donnée  se  raccorde  le  long  de  (SN,  coN')  avec  l'hélicoïde  qui  a  pour 
axe  la  verticale  (S,  AS'),  dont  une  hélice  passe  au  point  (M,  M')  tangente  à  la  droite 
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(MT,  M/T'),  et  dont  le  cône  directeur  est  celui  que  décrit  la  droite  c^m'  dans  sa 
révolution  (art.  614).  Nous  pouvons  donc  opérer  sur  cette  surface  auxiliaire. 

Le  plan  tangent  au  point  (N,  N')  est  déterminé  par  la  génératrice  et  parla  tan- 
gente a  l'hélice.  Pour  obtenir  la  trace  de  cette  dernière  droite,  nous  remarquons 
que  les  hélices  décrites  par  les  points  (N,  N')  et  (M,  M')  ayant  des  pas  égaux,  les 
cotangentes  de  leurs  inclinaisons  sont  proportionnelles  aux  rayons  SN  et  SM. 
D'après  cela,  si  le  point  (N,  N')  était  en  (N,  N'^)  à  la  hauteur  de  (M,  M'),  la  tan- 
gente de  l'hélice  en  N  aurait  sa  trace  au  point  U  sur  la  droite  ST,  et  sa  projection 
verticale  serait  N''U';  dans  la  position  où  se  trouve  réellement  le  point  (N,N'),  la 
tangente  de  l'hélice  a  pour  projection  verticale  la  droite  N'R'  parallèle  a  N''U',  d'où 
il  suit  que  sa  trace  horizontale  est  au  point  R  et  que  la  droite  RV  est  la  trace  du 
plan  cherché. 

Si  l'on  avait  plusieurs  plans  tangents  à  construire  en  des  points  d'une  même 
génératrice,  on  déterminerait  le  paramètre  r  de  l'hélicoïde  de  raccordement,  et  on 
appliquerait  les  tracés  de  l'article  991. 

L'axe  considéré  comme  directrice  de  la  surface  gauche  n'est  utile  que  sur  la  lon- 
gueur du  segment  AB.  Les  points  A  et  B  sont,  par  conséquent,  des  sommets 
(art.  t>32  ) .  Quelle  que  soit  la  forme  de  la  directrice  tracée  sur  le  cône  de  révolution, 
aux  points  où  la  tangente  de  cette  courbe  est  horizontale,  l'hélicoïde  de  raccorde- 
ment se  change  en  un  cône  ;  les  sommets  de  ces  cônes  sont  des  sommets  de  la  sur- 
face gauche. 

1022.  Quand  deux  surfaces  gauches  se  raccordent  le  long  d'une  génératrice, 
cette  droite  a  le  même  point  central  dans  les  deux  surfaces.  Il  résulte  de  là  et  des 
considérations  que  nous  avons  présentées  dans  l'article  précédent,  que  quand  une 
surface  gauche  a  une  directrice  recliligne  et  que  les  génératrices  rencontrent  cette 
droite  sous  un  angle  constant,  elle  est  la  ligne  de  striction  de  la  surface, 

1023.  Extension  à  Vhélicoïde  gauche  général  des  constructions  relatives  à  la  sur- 
face de  lavis  à  filets  triangulaires,  —  On  peut  étendre  assez  facilement  à  l'hélicoïde 

gauche  général  les  diverses  constructions  que  nous  avons  expliquées  pour  la  surface 
de  lavis  a  filets  triangulaires.  Nous  nous  bornerons  à  ce  qui  concerne  le  plan  tangent. 

Soient  (CD,  CD')  l'hélice  de  gorge  [fig,  l\25  bis),  (FB,  E'iy)  une  génératrice 
parallèle  au  plan  vertical,  etNK  une  génératrice  quelconque:  nous  nous  propo- 
sons de  construire  le  plan  tangent  au  point  M  de  cette  droite. 

Si  la  génératrice  (FB,  E'B')  entraîne  dans  son  mouvement  la  droite  (OA,  E'B') 
qui  lui  est  parallèle,  cette  dernière  ligne  engendrera  une  surface  de  vis  à  filets  tri- 
angulaires, dont  la  trace  sera  une  spirale  d'Archimède  AV  que  nous  savons  con- 
struire. Lorsque  la  génératrice  FB  aura  la  position  NK,  la  droite  parallèle  OA, 
devenue  OR,  aura  sa  trace  en  R,  et  on  obtiendra  la  trace  K  de  la  génératrice,  en 
prenant,  à  partir  du  point  N,  une  longueur  égale  à  OR. 

Par  le  point  C  nous  menons  deux  droites  C'S  et  CL  respectivement  parallèles 

20. 
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à  BT'  et  à  la  tangente  de  l'hélice  de  gorge  au  point  (F,  E')  :  la  longueur  LS  est 
égale  au  paramètre  des  génératrices  (art.  961  ). 

L'îîélicoïde  se  raccorde  le  long  de  la  génératrice  NK  avec  une  surface  de  yis  à 
filets  triangulaires  qui  a  pour  axe  la  verticale  du  point  N,  et  dans  laquelle  le  para- 
mètre des  génératrices  est  égal  a  LS.  D'après  cela,  si  nous  prenons  sur  le  rayon  ON 
une  longueur  NQ  égale  à  LS  cotYB'E'  ou  Lq,  il  suffira,  pour  obtenir  la  trace 
du  plan  tangent  en  M,  de  mener  la  droite  QM,  et  de  lui  abaisser  une  perpendiculaire 
du  point  K. 

En  conservant  les  notations  de  l'article  960,  et  en  ayant  égard  aux  résultats 
obtenus  dans  cet  article,  on  a 

0Q==0N4-NQ; 
OQ  =  b  ^  ki  cot  a; 
OQ==Acota. 

La  longueur  OQ  est  donc  indépendante  du  rayon  è;  on  la  construit  comme  pour 
une  surface  de  vis  à  filets  triangulaires,  et  on  la  porte  du  côté  du  point  0  où  s'étend 
Ja  branche  de  la  courbe  spirale  sur  laquelle  la  génératrice  considérée  a  sa 
trace  C^). 

Observations  générales  sur  les  rayons  de  courbure  et  les  lignes  asymptotiques  de  la 
surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires, 

1024.  Nous  pouvons  déterminer  les  rayons  de  courbure  des  sections  principales 
d'une  surface  de  vis  à  filets  triangulaires  en  un  point  donné,  car  le  théorème  de 
l'article  826  nous  fait  connaître  leur  produit,  et  il  est  facile  d'obtenir  leur  rap- 
port en  construisant  l'angle  des  asymptotes  de  rindicatrice. 

,  Nous  avons  vu  a  l'article  1004  que  la  projection  de  la  seconde  asymptote  de  l'indi- 
catrice d'un  point  M  [fig*  /ii6)  est  la  droite  MD  qui  coupe  la  perpendiculaire  OD 
à  OM  en  un  point  D  situé  a  une  distance  de  l'axe  égale  à  2r.  Il  résulte  de  là  que 
la  projection  horizontale  d'une  ligne  asymptotique,  autre  que  les  génératrices,  a  ses 
sous-tangentes  égales  à  une  quantité  constante  ir,  La  courbe  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété est  appelée  spirale  hyperbolique. 


(  *  )  Le  lecteur  qui  voudra  avoir  plus  de  détails  sur  les  constructions  relatives  à  Thélicoïde  gauche 
général  pourra  consulter  le  Mémoire  que  nous  avons  publié  dans  le  XXXIV^  cahier  du  Journal 
de  l'Ecole  Voir  technique. 
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Définitions.  —  Propriétés  générales, 

1025.  On  appelle  surface  de  la  vis  à  filets  carrés,  la  surface  engendrée  par  le 
mouvement  hélicoïde  d'une  droite  autour  d'un  axe  qu'elle  rencontre  à  angle  droit. 
Cet  hélicoïde  est  tout  à  la  fois  une  variété  de  la  surface  de  la  vis  à  filets  triangu- 
laires et  un  conoïde  droit  (art.  669), 

Deux  génératrices  ne  peuvent  pas  se  rencontrer,  car  elles  sont  dans  des  plans 
horizontaux  différents  :  la  surface  n'a  donc  pas  d'hélices  doubles  dont  les  points 
soient  a  une  distance  finie  de  l'axe. 

L'angle  des  génératrices  avec  le  plan  horizontal  étant  nul,  le  paramètre  r, 
rayon  du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'arête  de  rebroussementde  l'héîicoïde  déve- 
loppable  asymptote,  est  infini  (art.  989),  et  par  conséquent  cette  surface  dispa- 
raît à  l'infini,  ce  qui  doit  être,  puisque  la  surface  de  la  vis  à  filets  carrés  est  un 
conoïde  (art.  641). 

1026.  Une  surface  devis  à  filets  carrés  étant  déterminée  par  Taxe  (0,0'Z)  et 
par  l'hélice  directrice  (AB,  A'B'A'')  {fig\  417)»  proposons-nous  de  déterminer  son 
intersection  avec  le  cylindre  vertical  dont  la  trace  horizontale  est  le  cercle  décrit 
sur  AO  comme  diamètre. 

Le  point  (m, m'),  où  une  génératrice  (OM,0''M')  coupe  ce  cylindre,  est  à  la 
même  hauteur  que  le  point  (M,  M')  de  l'hélice  directrice,  et  l'angle  ACm  est  double 
de  l'azimut  AOM de  ce  dernier  point;  mais  l'ordonnée  et  l'azimut  du  point  (M, M') 
sont  dans  un  rapport  constant,  l'ordonnée  du  point  [m, m')  et  son  azimut  me- 
suré, en  prenant  pour  origine  le  point  G  centre  du  cercle  AmO,  sont  donc  aussi 
dans  un  rapport  constant  qui  est  la  moitié  du  précédent;  il  résulte  de  la  que  îe 
lieu  des  points  [m,  m')  est  une  hélice  dont  le  pas  est  la  moitié  du  pas  de  l'hélice 
directrice  (AB,A'B'). 

Nous  voyons  ainsi  que  quand  une  génératrice  d'un  cylindre  de  ré{^olution  se  con- 
fond ai^ec  Vaxe  d'une  surface  de  vis  à  filets  carrés,  V  intersection  de  ces  deux  surfaces 
est  une  hélice  dont  le  pas  est  la  moitié  du  pas  de  r hélicoïde. 

Une  spire  de  l'hélice  excentrique  AmO  coupe  en  deux  points  chacune  des  hé- 
lices génératrices  dont  la  distance  à  Taxe  est  plus  petite  que  OA,  et  touche  en  A 
celle  dont  la  projection  est  ANB. 

Considérons  le  point  (D,D')  de  l'héîicoïde  et  traçons  deux  droites  perpendicu- 
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laires  à  OD,  passant  Tune  par  le  point  D,  Fautre  par  le  milieu  L  de  OD  :  tout  point 
de  celle-ci,  tel  que  E,  est  le  centre  d'un  cercle  qui  passe  par  les  points  0  et  D; 
ce  cercle  touche  en  F  celui  qui  est  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  OF  pour 
rayon.  Il  résulte  de  là  que  Von  peut  tracer  sur  une  surface  de  vis  à  filets  carrés,  par 
un  point  quelconque  1) y  une  infinité  d'hélices  excentriques,  et  que  ces  courbes  touchent 
les  hélices  génératrices  de  Vhélicoïde  aux  points  de  la  section  faite  par  un  plan 
vertical  Y^  (*). 

Plans  tangents.  —  Sections  planes, 

1027.  Les  constructions  que  nous  avons  trouvées  pour  la  surface  de  la  vis  à 
filets  triangulaires  s'appuient  presque  toutes  sur  un  cercle  auxiliaire  qui  a  pour 
rayon  le  paramètre  r,  et  sur  une  spirade  d'Archimëde,  lieu  des  traces  horizontales 
des  génératrices.  Elles  sont,  pour  la  plupart,  inapplicables  à  la  surface  de  la  vis  à 
filets  carrés,  parce  que  le  paramétre  r  devient  infini  et  que  les  génératrices  sont 
parallèles  au  plan  horizontal;  mais,  en  se  reportant  à  la  théorie  des  conoïdes,  on 
obtient  facilement  d'autres  tracés  généralement  très-simples. 

1028.  Construction  du  plan  tangent  en  un  point  donné  de  Vhélicoïde,  —  Soient  0 
la  trace  horizontale  de  l'axe  [fig^  4ii)»  '^'^  1^  cercle  projection  de  Fhélice  direc- 
trice, B  la  trace  de  cette  courbe,  et  M  un  point  d'une  génératrice  OC  où  l'on  veut 
construire  un  plan  tangent. 

La  tangente  de  l'hélice  directrice  au  point  N  se  projette  sur  la  tangente  NT  du 
cercle,  et  a  sa  trace  en  un  point  T  que  l'on  détermine  en  prenant  la  longueur  NT 
égale  à  l'arc  NB  (art.  949). 

Le  paraboloïde  qui  a  pour  directrices  l'axe  et  la  tangente  NT  de  l'hélice,  et  pour 
plan  directeur  le  plan  horizontal,  se  raccorde  avec  la  surface  le  long  de  la  généra- 
trice ON;  sa  trace  sur  le  plan  horizontal  est  la  droite  OT.  La  ligne  MG  parallèle  a  NT 
est  la  trace  d'un  plan  vertical  qui,  étant  parallèle  aux  deux  directrices  rectilignes 
du  paraboloïde,  coupe  cette  surface  suivant  une  génératrice  du  second  système.  Le 
plan  tangent  est  déterminé  par  cette  droite  dont  la  trace  est  G,  et  par  la  généra- 
trice horizontale  OC  :  sa  trace  est  donc  la  droite  GH  parallèle  à  OC  (**). 

On  voit  qu'il  est  possible  de  faire  la  construction  en  opérant  sur  le  plan  hori- 
zontal seulement. 

Si  l'on  devait  construire  plusieurs  plans  tangents,  il  serait  utile  de  tracer  la  dé- 
veloppante BTV  du  cercle  BN.  Cette  courbe  est,  comme  nous  le  savons,  le  lieu  des 
pieds  des  tangentes  à  l'hélice. 

(*  )  Nous  croyons  que  les  deux  théorèmes  de  l'article  1026  sont  dus  à  M.  Th.  Olivier  ^Développe- 
ments de  Géométrie), 

(**"  )  Cette  construction  est  identique  avec  celle  que  nous  avons  exposée  à  l'article  672  pour  le  plan 
tangent  au  conoïde  de  la  voûte  d'arêtes  en  tour  ronde. 
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La  même  construction  faite  en  ordre  inverse  donne  le  point  de  contact  M  d'un 
plan  qui  contient  une  génératrice  OC  et  dont  on  connaît  la  trace  GH.  On  détermine 
la  trace  OT  du  paraboloïde  de  raccordement;  cette  ligne  rencontre  la  droite  GH  en 
un  point  G  que  Ton  projette  sur  OG. 

1029.  Sections  planes.  —  Si  la  surface  est  divisée  en  parties  correspondant  aux 
différentes  spires  de  l'hélice  directrice  {/ig.  417)»  on  pourra  déterminer  sur  cha- 
cune d'elles  deux  génératrices  (ON,cpjN')  et  (ONjjOo^N'J  parallèles  a  la  trace  hori- 
zontale PQ  d'un  plan  sécant,  quelle  que  soit  sa  direction.  Toute  section  plane  aura 
donc  deux  branches  infinies  sur  chaque  partie  de  la  surface.  Les  asymptotes  sont 
les  intersections  du  plan  par  les  plans  horizontaux  contenant  les  génératrices 
(art.  641). 

Quand  le  plan  sécant  contient  une  génératrice,  cette  droite  forme  une  branche 
infinie  de  l'intersection;  la  courbe  proprement  dite  passe  au  point  de  la  génératrice 
où  le  plan  touche  la  surface.  Enfin,  lorsque  le  plan  est  horizontal,  l'intersection  se 
réduit  à  une  génératrice  et  à  la  directrice  rectiligne  que  la  surface  possède  à  l'infini 
(art.  641). 

Ligne  d'ombre  propre  pour  des  rayons  parallèles , 

1030.  On  peut  déterminer  la  projection  horizontale  de  la  ligne  d'ombre  par  la 
construction  de  Tarticle  995,  en  remarquant  que  le  cercle  auxiliaire  a  un  rayon 
infini.  Traçant  alors  du  point  fixe  P  une  divergente  quelconque  PQ  {Jig,  /po),  on 
lui  mènera  une  parallèle  OQ,,  et  on  élèvera  à  ces  droites  une  perpendiculaire  OM  : 
la  courbe  est  le  lieu  des  points  M  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  la  trace  0 
de  l'axe  sur  les  droites  qui  divergent  du  point  P,  c'est-à-dire  le  cercle  décrit  sur  OP 
pour  diamètre.  Par  suite,  et  conformément  au  théorème  de  l'article  1026,  la  ligne 
d'ombre  dans  l'espace  est  une  hélice  excentrique. 

1031.  Il  est  facile  d'établir  que  la  courbe  d'ombre  est  un  cercle,  d'une  manière 
directe,  en  partant  de  la  construction  de  l'article  1028.  Nous  supposons  le  rayon  de 
lumière  (R,W)  parallèle  au  plan  vertical  {Jig,  l\2\);  nous  considérons  une  généra- 
trice (ON,0\N')  et  nous  déterminons  successivement  la  trace  KG  du  plan  passant 
par  cette  droite  et  parallèle  aux  rayons,  la  trace  TG  du  paraboloïde  de  raccorde- 
ment formé  par  les  tangentes  des  hélices,  et  le  point  M  de  la  courbe  d'ombre. 

Nous  pouvons  supposer  que  le  plan  horizontal  s'élève  ou  s'abaisse  de  manière  à 
se  trouver  toujours  a  une  même  hauteur  au-dessous  de  la  génératrice  considérée; 
alors  la  trace  A  de  l'hélice  directrice  est  en  un  point  variable  du  cercle  ANC,  l'arc  AN 
a  une  grandeur  constante  ainsi  que  l'angle  TON,  et  le  point  K  est  fixe. 

L'angle  OGK  égal  à  TON  est  constant,  et  ses  côtés  passant  respectivement  par 
deux  points  fixes  0  et  K,  son  sommet  se  meut  sur  un  cercle.  Si  nous  prolongeons 
la  droite  GM  jusqu'à  ce  cercle  en  P,  le  point  P  sera  fixe,  car  l'angle  OGP  complé  - 
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mentaire  de  TON  est  constant.  Le  sommet  M  de  l'angle  droit  PMO  décrit  donc  un 
cercle  sur  OP  comme  diamètre. 

Dans  le  quadrilatère  inscrit  POKG,  l'angle  en  G  est  droit;  l'angle  en  0  est  donc 
aussi  droit,  et  par  suite  le  diamètre  OP  du  cercle  POM  est  perpendiculaire  a  xy. 

Lorsque  le  point  M  est  en  P,  G  se  trouve  en  G,,  l'angle  G^OP  est  égal  à  TON,  et 
on  a 

tang  TON 
On  trouve  d'ailleurs 

OK  =  0'  O;  cot  7,       tang  TON  =  AON, 

7  étant  l'angle  O'K'O'^  des  rayons  de  lumière  avec  le  plan  horizontal. 
En  portant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  OP,  on  obtient 

et  en  introduisant  le  pas  réduit  h, 

OP==:Acot7. 

Nous  n'avons  ainsi  que  la  grandeur  absolue  du  diamètre  OP.  En  faisant  sur  la  direc- 
tion des  ordonnées  positives  les  mêmes  conventions  qu'à  l'article  993,  on  re- 
connaît, d'après  la  position  du  point  P  sur  la  figure,  que  son  ordonnée  est  de  signe 
contraire  au  produit  A  cot  7. 

On  peut,  sans  s'inquiéter  du  signe,  déterminer  l'extrémité  P  du  diamètre  qui 
est  sur  l'axe  OY,  en  cherchant  par  la  construction  directe  le  point  de  la  courbe 
situé  sur  cette  droite. 

1032.  Les  tangentes  du  cercle  PMO  aux  points  0  et  P  sont  parallèles  a  la  projec- 
tion R  du  rayon  de  lumière.  Nous  savons  d'ailleurs  que  les  plans  tangents  à  la  sur- 
face de  la  vis  a  filets  carrés  ne  sont  verticaux  qu'aux  points  situés  sur  l'axe.  Les 
points  dont  la  projection  est  P  sont  donc  des  points  limites  (art.  892).  Ceux  qui 
se  projettent  sur  l'origine  0  ne  sont  pas  limites,  car  les  tangentes  d'une  hélice  aux 
points  situés  dans  un  plan  méridien  de  part  et  d'autre  de  Taxe  sont  inclinées  en 
sens  contraire.  Ainsi  la  tangente  de  l'hélice  d'ombre  (OMP,  O'MT'),  au  point  (0,  O'j 
a  une  inclinaison  en  sens  contraire  de  la  tangente  au  point  limite  (P,  P^).  Ce  ré- 
sultat est  conforme  à  celui  que  nous  avons  obtenu  à  l'article  1006.  On  voit  que 
les  spires  de  l'hélice  d'ombre  sont  alternativement  réelles  et  virtuelles.  Puisque 
cette  hélice  a  des  points  limites,  ses  tangentes  ont  la  même  inclinaison  que  les 
rayons  de  lumière;  par  conséquent,  et  en  vertu  du  théorème  de  l'article  954, 
Fombre  de  cette  courbe  sur  le  plan  horizontal,  qui  est  Tombre  portée  par  la  surface, 
est  une  cycloïde. 

1035.  Nous  avons  représenté  ^\sx\^  figure  4^9 121  partie  d'une  surface  de  vis  à  filets 
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carrés  comprise  entre  deux  hélices  (AEIMA,  iVWVWA"),  (AiWEA,  A^i\rrE'^A"), 
tracées  sur  un  même  cylindre,  et  deux  génératrices  (AI,  A'),  (AI,  A''),  situées  dans 
un  même  plan  vertical.  Nous  avons  ensuite  éclairé  cette  surface  par  des  rayons 
parallèles  à  une  droite  (R,  R'),  et  nous  avons  déterminé  ses  ombres  sur  elle-même 
et  sur  le  plan  horizontal. 

La  première  partie  du  travail  ne  présente  aucune  difficulté.  Nous  nous  borne- 
rons à  dire  que  nous  avons  divisé  chacune  des  deux  hélices  en  seize  parties  égales, 
et  que  nous  avons  tracé  les  génératrices  qui  passent  aux  points  de  division. 

Pour  avoir  le  point  P  il  faut  construire  la  longueur  OP. ou  g  (art.  99S),  ou  bien 
faire  passer  par  la  génératrice  (01,  F)  un  plan  parallèle  aux  rayons  de  lumière,  et 
chercher  son  point  de  contact  (art.  1028).  Les  deux  procédés  conduisent  à  des 
tracés  peu  différents;  nous  avons  adopté  le  second. 

En  prenant  sur  la  tangente  If^,  du  cercle  AI,  une  longueur  1er  égale  à  la  moitié 
de  la  circonférence,  et  traçant  Ocr,  on  a  la  trace  du  paraboloïde  de  raccordeir.ent,  sur 
le  plan  horizontal  A't'.  La  trace  du  plan  parallèle  aux  rayons  de  lumière,  et  con- 
tenant la  génératrice  (AI,  F),  est  t't;  la  perpendiculaire  abaissée  de  r  sur  01  donne 
le  point  P.  L'hélice  d'ombre  propre  se  projette  horizontalement  sur  le  cercle  OP, 
et  verticalement  sur  la  sinusoïde  A'O'FO^A''  qu'il  est  facile  de  construire. 

Nous  considérons  la  surface  comme  une  feuille,  et  non  comme  recouvrant  on 
corps  solide;  il  résulte  de  là  que  la  courbe  d'ombre  a  toutes  ses  parties  réelles^ 
mais  un  arc  n'est  utile  sur  une  projection  que  quand  les  rayons  de  lumière  tangents 
sont  du  côté  vu  de  la  surface. 

Lorsque  l'on  considère  les  positions  relatives  de  deux  génératrices  consécutives, 
telles  que  (CK,  CK'')  et  (DL,  D'L''),  on  reconnaît  que  la  face  de  l'hélicoïde,  qui 
est  supérieure  quand  on  la  considère  d'un  côté  de  l'axe,  devient  inférieure  lors- 
qu'on la  prolonge  au  delà  de  cette  droite.  Sur  la  projection  verticale,  chacjue  face, 
dans  sa  partie  vue,  est  supérieure  à  droite  de  l'axe  et  inférieure  à  gauche. 

La  manière  dont  la  surface  est  disposée  étant  bien  comprise,  le  tracé  des  ombres 
ne  peut  présenter  aucune  difficulté.  Sur  la  projection  verticale,  l'hélice  d'ombre 
n'a  pas  d'arc  utile;  elle  passe  au  point  F  d'une  face  à  l'autre,  et  appartient  tou- 
jours à  la  partie  cachée.  Au  point  (0,  0')  l'hélice  reste  sur  la  même  face,  c|ui  est 
supérieure  d'un  côté  et  inférieure  de  Fautre;  il  en  résulte  que,  sur  la  projection 
horizontale,  le  cercle  OP  est  utile  d'un  côté  seulement  du  point  0. 

En  déterminant  les  ombres  des  génératrices  sur  le  plan  horizontal,  on  obtient  : 
î^  la  cycloïde  pp^pa?  trace  du  cylindre  circonscrit  parallèle  aux  rayons;  2^  les 
courbes  abc.,,qsa\  et  ^^y^  k^  .,Ji^  i^,  ombres  des  deux  hélices  qui  limitent  la  partie 
considérée  de  l'hélicoïde.  Ces  lignes  sont  des  cycloïdes  allongées,  engendrées  par 
les  points  A  et  I  lorsque  le  cercle  PO  roule  sur  la  droite  pp^p^^  après  avoir  été 
transporté  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  le  point  P  soit  en/?.  Pour 
avoir  les  ombres  portées  par  la  surface  sur  elle-même,  il  suffit  de  ramener  sur  la 
III.  Il 
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projection  horizontale,  et  de  relever  sur  la  projection  verticale,  les  lignes  a^y,  eè 
et  IpLv  données  par  la  projection  oblique  {^  ). 

Courbe  d'ombre  propre  dans  le  cas  où  les  rayons  sont  dwergents. 

1034.  Quand  les  rayons  sont  divergents,  on  simplifie  les  opérations  en  prenant 
pour  plan  horizontal  de  construction  celui  qui  contient  le  point  lumineux  S  [fig.  4 1  î  )  ; 
alors,  pour  avoir  la  projection  du  point  de  la  courbe  d'ombre  situé  sur  une  généra- 
trice OC,  on  trace  par  le  point  S  une  droite  HG  parallèle  à  cette  ligne,  et  on  la 
considère  comme  la  trace  d'un  plan  contenant  la  droite  OC.  On  détermine  ensuite 
le  point  de  contact  M  de  ce  plan,  comme  il  est  expliqué  à  l'article  1028. 

Si  l'on  suppose  que  la  longueur  OQ  devienne  infinie  dans  la  construction  repré- 
sentée sur  Avi  figure  4i6  (art.  1012),  les  points  Q  et  D  iront  à  l'infini  sur  OD,  et 
par  suite  les  lignes  SQ  et  SD  seront  confondues  en  une  seule  droite  perpendiculaire 
à  OM.  D'après  cela,  pour  avoir  un  point  d  de  la  tangente  au  point  M  de  la  projec- 
tion horizontale  de  la  courbe  d'ombre  propre  de  la  surface  de  la  vis  à  filets  carrés 
[fig,  4ï  ï),  il  suffit  d'abaisser  du  point  S  une  perpendiculaire  S/  à  OC,  et  de  prendre 
Id  égal  à  S/.  Les  tangentes  de  la  courbe  aux  divers  points  situés  sur  la  droite  indé- 
finie OC  passent  toutes  par  le  point  rf. 

Tous  les  plans  tangents  a  l'infini  sont  horizontaux  (art.  641).  La  courbe  d'ombre 
a  donc  une  seule  branche  infinie,  qui  correspond  à  la  génératrice  située  à  la  même 
hauteur  que  le  point  lumineux.  L'asymptote  est  parallèle  a  cette  droite. 

En  appliquant  la  construction  que  nous  avons  trouvée  pour  les  tangentes,  on 
reconnaît  que  le  point  lumineux  et  l'asymptote  sont  situés  de  part  et  d'autre  et  à 
égales  distances  de  la  génératrice,  ce  qui  devait  être  puisque  la  surface  a  un  plan 
directeur  (art.  884), 

En  rapprochant  les  résultats  des  articles  1015  et  1030,  on  trouve  que  les  pro- 
jections des  points  limites  d'une  courbe  d'ombre  sont  sur  le  cercle  qui  aurait  pour 
diamètre  la  ligne  OS  [fig.  4i  0- 


Représentation  d'une  vis  à  fdets  carrés  et  de  son  écr 


xm. 


1035.  Une  vis  à  filets  carrés  se  compose  d'un  noyau  plein  qui  a  la  forme  d'un 
cylindre  de  révolution,  et  d'un  solide  hélicoïde  dont  la  génératrice  méridienne  est 
un  rectangle  aJh'c'  d\  placé  de  manière  que  l'un  de  ses  côtés  a!  d'  soit  uq  segment 
d'une  génératrice  du  cylindre  {fig.  4i3)-  En  général,  on  donne  au  pas  c'c^  des 


(  *  )  Nous  avons  cru  qu'il  était  inutile  d'indiquer  par  des  hachures  l'étendue  de  l'ombre  portée  par 
la  surface  sur  le  plan  horizontal. 
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hélices  une  longueur  double  de  la  hauteur  b' d  du  rectangle,  afin  que  les  filets  de 
la  vis  et  ceux  de  l'écrou  aient  la  même  épaisseur. 

Pour  faire  l'élévation  d'une  vis  à  filets  carrés,  il  suffit  de  tracer  dans  leurs  parties 
vues  les  quatre  hélices  décrites  par  les  sommets  du  rectangle,  et  les  segments  de 
droites  qui  forment  le  contour  apparent  du  cylindre  du  noyau  et  du  cylindre  exté- 
rieur du  filet. 

Nous  avons  représenté  Fécrou  par  une  projection  horizontale  et  par  une  coupe 
verticale  [fig.  l\iL\), 

L^  figure  4o5  est  l'élévation  d'une  vis  double  à  filets  carrés, 
1036.  Nous  supposons  maintenant  la  vis  de  la  figure  [\\Z  éclairée  par  des 
rayons  parallèles  à  une  droite  (R,  R'),  et  nous  allons  déterminer  ses  ombres. 

Les  hélicoïdes  auxquelles  appartiennent  la  face  supérieure  et  la  face  inférieure 
du  filet  ont  un  même  pas,  et  leurs  lignes  d'ombre  propre  sont  des  hélices  iden- 
tiques. On  trouve  que  le  diamètre  du  cylindre  sur  lequel  sont  ces  hélices  est  plus 
petit  que  le  rayon  Oa  du  noyau,  et  que,  par  suite,  il  n'existe  pas  de  lignes  d'om-- 
bre  propre  sur  les  faces  hélicoïdes  du  filet.  Le  diamètre  du  cylindre  des  hélices 
d'ombre  n'étant  d'aucune  utilité  pour  les  opérations,  nous  ne  l'avons  pas  in- 
diqué, et  nous  n'avons  pas  conservé  les  constructions  qui  nous  avaient  servi  à  le 
déterminer. 

Ombres  propres  et  ombres  portées  sur  les  surfaces  des  cylindres.  —  En  traçant  un 
rayon  On  perpendiculaire  à  R,  on  obtient  les  points  m  et  n^  traces  horizontales  des 
génératrices  qui  forment  les  lignes  d'ombre  propre  sur  les  deux  cylindres  du 
noyau  et  du  filet. 

Il  est  très-facile  d'avoir  les  ombres  portées  sur  ces  surfaces;  ainsi,  le  rayon 
{pq,  p'q')y  qui  part  d'une  hélice  saillante^  rencontre  le  cylindre  ae  en  un  point  dont 
la  projection  horizontale  q  fait  trouver  la  projection  verticale  q' .  On  détermine  de 
la  même  manière  la  ligne  t'o-',  ombre  de  (ST,  ST),  et  les  arcs  (7'^'  et  ç^ij^^,  ombres 
de  la  droite  (TU,  TU'), 

Ombre  portée  sur  la  surface  supérieure  du  filet  le  plus  éleçé.  —  Pour  avoir  les  ombres 
portées  sur  la  surface  c^d\g\K.^,  il  faut  construire  des  projections  obliques,  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  pour  la  vis  a  filets  triangulaires  (art.  i019).  Nous  détermi-- 
nous  sur  un  plan  horizontal  arbitraire  œ^  y^  les  lignes  iia\  TW  et  Y^'\  ombres 
des  lignes  nî.^^\,  (TU,  T'U')  et  c^|3'.  L'intersection  P"  fait  connaître  le  point  ^'  où 
l'ombre  de  l'arête  de  la  tête  de  la  vis  arrive  sur  l'hélice. 

Nous  considérons  ensuite  sur  l'hélicoïde  différentes  génératrices  rectilignes  com- 
prises entre  les  points  m'g.et  P',  et  nous  construisons  leurs  projections  obliques  sur 
le  plan  œ^  y^  ;  les  points  où  ces  droites  rencontrent  la  ligne  brisée  iiod'P"  sont  les 
projections  obliques  des  points  des  génératrices  qui  appartiennent  à  la  ligne 
d'ombre  portée  ni^^' , 

Ombre  portée  sur  la  surface  supérieure  du  second  filet,  —La  surface  c'd'gfi^^ 

21  . 
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ne  reçoit  pas  l'ombre  de  la  tête  de  la  vis.  Pour  déterminer  la  ligne  m^è'  nous  avons 
fait  une  projection  sur  un  second  plan  horizontal  œy,  situé  au-dessous  du  pre- 
mier à  une  distance  égale  au  pas  des  hélices.  Par  suite  de  cette  disposition,  la 
courbe  Y  à"  devient  l'ombre  de  l'hélice  c'  d' ,  On  construit  la  courbe  7'' s",  ombre  de 
l'arc  h\f\,  et,  traçant  comme  précédemment  les  projections  de  quelques  généra- 
trices de  l'hélicoïde,  on  prend  et  on  relève  leurs  intersections  avec  la  ligne  brisée 

1057.  Ombres  detécrou,  —  Sur  l'écrou,  les  ombres  propres  des  cylindres  sont 
virluelles;  il  n'y  a  donc  à  considérer  que  des  ombres  portées.  Pour  les  cylindres, 
ces  ombres  sont  obtenues  sans  difficultés,  mais  pour  les  hélicoïdes  il  faut  faire 
des  projections  obliques. 

Après  avoir  pris  une  ligne  de  terre  xy,  nous  déterminons  les  projections  t^tt, 
TIW,  wO  et  7iï3  des  lignes  d\d^y  ^2^\y  b'^c^^  et  du  petit  arc  d^^ri'  de  l'hélice  inté- 
rieure; ensuite,  considérant  sur  la  face  supérieure  du  filet  diverses  génératrices 
passant  entre  les  points  ^^^  et  Z'^,  on  obtient  les  points  où  elles  rencontrent  la 
courbe  d'ombre  en  relevant  les  intersections  de  leurs  projections  obliques  avec  la 
ligne  brisée  r'n^riQ.,  Dans  le  cas  actuel,  la  ligne  u^T^  se  présente  à  peu  près  comme 
une  droite. 

L'angle  saillant  g'  porte  sur  le  cylindre  de  grand  rayon  une  omhvQJ'  j\h'  facile 
à  construire. 

Il  est  nécessaire  de  représenter  sur  la  projection  horizontale  l'ombre  que  la  face 
supérieure  du  filet  reçoit  d'une  partie  de  l'arc  F/.  Cette  ligne  étant  horizontale, 
il  convient  de  faire  la  projection  oblique  sur  son  plan  X'Y'.  Une  génératrice  ^)^ 
a  pour  projection  è^Xo  son  point  de  rencontre  Ç^avec  F/ fait  trouver  le  point  Ç  de 
la  ligne  d'ombre  GL. 

Rayons  de  courbure.  Lignes  asymptotiques.  Lignes  de  courbure, 

1038.  Les  génératrices  étant  perpendiculaires  a  l'axe  sont  les  normales  princi- 
pales des  hélices  (art.  9S3).  Il  résulte  de  là,  d'après  les  théorèmes  de  l'article  935  : 
1^  que  les  hélices  sont  avec  les  génératrices  les  lignes  asymptotiques  de  la  surface; 
2^  que  la  surface  du  second  ordre,  osculatrice  le  long  d'une  génératrice,  est  un 
paraboloïde  isocèle;  3"  que  les  rayons  de  courbure  principaux  ont,  en  un  point 
quelconque,  des  longueurs  absolues  égales. 

On  peut  déduire  ces  résultats  de  ceux  que  nous  avons  obtenus  pour  la  surface 
de  la  visa  filets  triangulaires,  caria  construction  expliquée  a  l'article  1004,  pour 
les  asymptotes  de  l'indicatrice  en  un  point  de  cette  surface,  montre  que  quand  le 
paramètre  r  est  infini,  c'est-à-dire  quand  l'hélicoïde  a  un  plan  directeur,  les  se- 
condes asymptotes  des  indicatrices  aux  différents  points  d'une  génératrice  sont 
perpendiculaires  à  cette  droite. 
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La  formule  de  rariicle  826  donne^  pour  chacun  des  rayons  R^  et  Ra?  l'expression 
très-simple 

00  est  l'abscisse  mesurée  à  partir  du  point  central,  et  k  le  paramètre  dont  la  \aleur 
est  égale  en  grandeur  absolue  au  pas  réduit  h,  conformément  au  résultat  trouvé  à 
l'article  988. 

Si  l'on  appelle  Q  l'angle  que  la  normale  au  point  dont  l'abscisse  est  ^  fait  avec  le 
plan  horizontal,  on  aura,  entre  le  rayon  de  courbure  R^  et  sa  projection  horizon- 
tale/, la  relation 

y-  :=:  R^  COS  Q. 

En  introduisant  la  valeur  que  nous  avons  trouvée  pour  R^,  et  éliminant  Ô  par 
l'équation 

tm§Q  =  y 

on  obtient 

y^  —  x'^  ==  Ir  ;. 

y'--^x^==h\ 

La  projection  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  du  lieu  des  centres  de  courbure 
principaux  d'une  surface  de  vis  à  filets  carrés,  aux  différents  points  d'une  géné- 
ratrice, est  une  hyperbole  équilatère  dont  laxe  trans^^erse  a  une  longueur  double 
du  pas  réduit  de  la  surface  (*  ) . 

1059.  On  peut,  pour  une  surface  de  vis  à  filets  carrés,  déterminer  directement 
le  paramètre  des  génératrices,  l'indicatrice  et  les  rayons  de  courbure  par  la  méthode 
de  l'article  790. 

En  prenant  pour  axes  des^,  des  z  et  des  j,  une  génératrice,  l'axe  de  l'hélicoïde 
et  une  commune  perpendiculaire,  on  trouve  pour  l'équation  de  cette  surface 

z-=z  h  arc  tanff -• 

Nous  transportons  l'origine  sur  l'axe  des  abscisses  a  une  distance  x^,  et  nous 
faisons  tourner  les  axes  des  j  et  des  z  de  manière  qu'ils  deviennent  le  premier  tan- 
gent et  le  second  normal  a  la  surface.  En  appelant  0  l'angle  que  le  plan  tangent  de 
l'hélicoïde  à  la  nouvelle  origine  fait  avec  le  plan  central  de  la  génératrice,  nous 


(  *  )  On  trouve  par  des  calculs  analogues  à  ceux  des  articles  857  et  859,  que  la  projection  du  lieu  des 
centres  de  courbure  principaux  d'un  conoïde  général  y  aux  différents  points  cVune  génératrice^  sur  un 
plan  parallèle  au  plan  directeur^  est  une  hyperbole. 
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avons  pour  la  tranformation  des  coordonnées 

Caj  —  tX^j  ""}   oc  ^ 

y  =:^y'  sinS  —  ^'cos5, 

z  ==:y  cosô  4-  z'  sinSo 

La  substitution  de  ces  valeurs  donne 

/  sin  0  —  ^'cos  ^ 


(i)  y  cos  Q  -4-  :s-  sin  S  =:r  /z  arc  tang  ■ 


Xi-^r-x' . 


On  a  en  général 

,  I        o  ï        ^  T       ^ 

arc  tang  a  ===  a  —  ^  a*^  -h  ^  a'' a'  .  .  .  ; 

5  0  7 

par  conséquent,  la  différence  d'un  arc  infiniment  petit  à  sa  tangente  est  seulement 
du  troisième  ordre. 

Quand  x'  ety  sont  infiniment  petits  du  premier  ordre,  z'  est  infiniment  petit  du 
second;  alors,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  si  l'on  néglige  les  termes  du 
troisième  ordre,  l'équation  se  réduit  à 

y  cos  0  H-  z  sm  9  ■=■  h'^- ~_  ; 

^  ^1  -h  ^^ 

d'où  l'on  tire 

x^  y  cos  Ô  -+-  x.^  z'  sin  5  4-  ^^'y  cos  0  =  hf  sin  ô  —  /^^'  cos  5. 

Cette  équation  doit  représenter  l'indicatrice;  les  termes  du  premier  ordre  dispa- 
raissent donc,  et  l'on  a 

^.,  j'  cosô  =  hy'  sinô, 

11  résulte  de  là  que  le  paramètre  des  génératrices  est  égal  au  pas  réduit  en  gran- 
deur absolue. 

Les  termes  du  premier  ordre  étant  supprimés,  on  a  pour  l'équation  de  l'indi- 
catrice 

x^z'  sin  5  -{-x'y  cos  Q  -h  hz'  cos  S  ~  o. 

En  introduisant  la  valeur  que  nous  venons  de  trouver  pour  tang  ô,  on  a 


^1  ^,f ^/  ^  \  ~f"  '^ 


Cette  équation  représente  une  hyperbole  équilatère,  et  par  suite  les  rayons  de  cour- 
bure principaux  sont  égaux  et  de  signe  contraire. 
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L'indicatrice  rapportée  aux  bissectrices  des  angles  de  ses  asymptotes,  on  a  pour 
équation 

X  '  —  y  ^  m  2  2  -^-T — -  • 

Enfin,  en  opérant  comme  nous  Tavons  fait  pour  le  tore  a  Tarticle  874,  on  obtient 
la  valeur  déjà  trouvée  pour  la  grandeur  commune  des  rayons  de  courbure  (■*"). 

1040.  Proposons-nous  de  déterminer  les  caractères  de  la  surface  gauche  géné- 
rale, dont  les  rayons  de  courbure  ont  en  chaque  point  des  grandeurs  absolues 
égales. 

Les  indicatrices  d'une  telle  surface  sont  des  hyperboles  équilatères,  les  lignes 
asymptotiques  de  la  seconde  série  sont  par  suite  les  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices,  et  la  surface  du  second  ordre  osculatrice  le  long  d'une  génératrice 
quelconque  G  a  la  droite  G  pour  ligne  de  striction.  Cette  surface  est  donc  un  para- 
boloïde  isocèle  (art.  B45)  ;  sa  seconde  ligne  de  striction  est  une  droite  perpendicu- 
laire à  G  et  aux  autres  génératrices  du  même  système. 

Nous  avons  vu  a  l'article  656  que  celle  des  génératrices  d'un  même  système  d'un 
paraboloïde  ciui  passe  au  sommet  a  le  plus  petit  paramètre.  Le  paramètre  de  G  ne 
diffère  donc  de  celui  de  la  génératrice,  qui  lui  est  infiniment  voisine,  que  d'une 
quantité  infiniment  petite  du  second  ordre. 

Ces  observations  montrent  comment  sont  disposées  trois  génératrices  consécu~« 
tives  quelconques  G,  G',  G''  de  la  surface  gauche  : 

Puisqu'elles  appartiennent  à  un  paraboloïde,  elles  sont  parallèles  à  un  même 
plan,  et  la  surface  a  un  plan  directeur; 

Puisqu'elles  ont  une  commune  perpendiculaire,  la  surface  est  un  conoide  droit; 

Puisqu'elles  déterminent  deux  paramètres  consécutifs  égaux,  la  hauteur  de  G' 
au-dessus  de  G  et  celle  de  G''  au-dessus  de  G'  sont  proportionnelles  aux  angles  de 
ces  droites,  et  la  surface  est  un  hélicoïde. 

La  surface  de  la  vis  à  filets  carrés  est  donc  la  seule  surface  gauche  dont  les  rayons 
principaux  de  courbure  aient  en  un  point  quelconque  des  grandeurs  absolues  égales  (*^  ) . 


(*)  La  surface  delà  vis  à  filets  carrés  est  le  lieu  des  normales  à  une  infinité  de  cylindres  de  révo- 
lution. On  peut  par  suite  appliquer  à  cette  surface,  et  de  diverses  manières,  les  théorèmes  établis 
aux  articles  849-858.  On  trouve  ainsi  immédiatement,  par  la  formule  de  l'article  857,  que  le  para- 
mètre desgénératrices  est  égal  au  pas  réduit,  en  grandeur  absolue,  car  la  tangente  de  l'angle  «p  est  — -  • 

(  **  )  Meusnier  a  démontré  le  premier  que  dans  la  surface  de  la  vis  à  filets  carrés,  les  rayons  de 
courbure  sont,  en  chaque  point,  égaux  et  de  signe  contraire  (Mémoire  cité  à  l'article  8io);  quant  à 
la  proposition  réciproque  de  l'article  1040,  M.  Catalan  et  plusieurs  autres  géomètres  s'en  sont 
occupés.  On  trouve  des  détails  historiques  sur  cette  question  dans  les  Développements  de  Géométrie 
descriptwe  de  M.  Th.  Olivier,  p.  44^?  et  dans  un  Mémoire  de  M.  Ossian  Bonnet,  inséré  aii 
XXXÏP  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique^  p.  i34. 
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Les  lignes  de  courbure  rencontrent  toutes  les  génératrices  sous  un  angle  de 
45  degrés.  On  peut  facilement  construire  leurs  projections. 

1041.  Nous  allons  maintenant  recherclier  les  sections  normales  surosculées  par 
des  cercles.  Pour  cela,  nous  développerons  Téquation  (i)  de  Tariicle  1039,  et  nous 
la  mettrons  sous  la  forme  de  Féquation  (i)  de  l'article  937,  en  négligeant  les 
termes  qui  sont  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  au  troisième,  quand  x'  et/ 
le  sont  du  premier. 

Nous  avons  d'abord 

/        ^         ,    •    r,        7  r^  sin6i  —  2'  cos( 
y  cos5  4-  z'  sm&  —  h-^- -, 

ou  bien 

y  +  ^  îang  e  -:  y  ^     . 

pour  que  l'axe  des  tJ  se  confonde  avec  la  normale,  il  faut,  comme  nous  l'avons 
reconnu  à  l'article  1059,  que  l'on  ait 

tango  =:  y,       d'où       sin" ô  == -^-j^;- ^ 

introduisant  ces  valeurs  dans  l'équation,  développant,  et  supprimant  les  termes 
infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  au  troisième,  on  obtient 

y^  ~h  ^^^y'^'"  ^  xix  y'  4-  x^  — —. x  z'  -{-  x\  —^ — •  z  ==.-0. 


h 

ir 

's\xïQ  —  z' 

COS0)^ 

3 

{x,-\-x' 

'f 

r 

'z 

-  tang^sin'ô; 

En  comparant  cette  équation  avec  l'équation  (i)  de  l'article  937,  on  voit  que  dans 
le  cas  actuel  les  valeurs  des  coefficients  de  cette  dernière  sont 

A=:o,      A'-o,    B  =  a;?,    B'^^,  — ^t^-, 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3)  de  l'article  937  on  obtient,  après 
quelques  réductions  faciles, 

X I  \x 

Les  racines  de  cette  équation  sont  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  que 
les  tangentes  des  projections  des  sections  normales  surosculées  par  des  cercles  font 
avec  l'axe  des  abscisses  qui  est  la  génératrice.  On  voit  que  ces  angles  sont  o, 
60  degrés  et  110  degrés.  Il  résulte  de  là  que,  sur  la  surface  du  filet  de  la  vis  carrée, 
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les  courbes  tangentes  aux  sections  normales  surosculées  par  des  cercles  rencon- 
trent les  génératrices  rectilignes  et  se  coupent  elles-mêmes  sous  des  angles  de 
60  degrés  (*)* 


CHAPITRE  V. 
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Section  plane.  —  Plan  tangent.  —  Courbe  d'ombre.  —  Normale.  —  Surface  de  vis  à 

filets  triangulaires  normale. 

1042.  Une  surface  hélicoïde  est  donnée,  en  général,  par  son  axe  que  nous  sup- 
poserons vertical,  par  son  pas  et  par  une  génératrice  curviligne.  On  construit  le 
contour  apparent  de  cette  surface  par  rapport  à  un  plan,  en  prenant  l'enveloppe  des 
projections,  sur  ce  plan,  des  hélices  décrites  par  un  certain  nombre  de  points  con- 
venablement espacés  sur  la  génératrice. 

On  détermine  Fintersection  de  la  surface  par  un  plan,  en  prenant  la  trace,  sur  ce 
plan,  d'un  nombre  suffisant  d'hélices.  La  construction  est  très-facile  quand  le  plan 
sécant  est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  car  à  chaque  point  d'intersection  de  la 
trace  verticale,  avec  une  sinusoïde  projection  d'une  hélice,  correspond  sur  le  plan 
horizontal  un  point  de  la  projection  de  la  courbe.  Quand  le  plan  n'est  pas  perpen- 
diculaire au  plan  vertical,  on  l'amène  à  cette  position  en  le  faisant  tourner  autour 
de  l'axe  d'un  mouvement  hélicoïde,  puis,  lorsque  l'intersection  a  été  construite, 
on  la  ramène  à  sa  véritable  position  :  il  suffit  pour  cela  de  faire  tourner  sa  projec- 
tion horizontale  d'un  angle  égal  et  de  sens  contraire  à  celui  dont  on  fait  tourner  le 
plan,  et  de  diminuer  ou  d'augmenter  les  hauteurs  des  projections  verticales  de  ses 
divers  points  d'une  quantité  égale  a  celle  dont  tous  les  points  du  plan  ont  été  élevés 
ou  abaissés  dans  le  mouvement  hélicoïde. 

1045.  Plan  tangent.  Surface  de  vis  à  filets  triangulaires  de  raccordement,  — 
On  obtient  le  plan  tangent  d'un  hélicoïde  en  un  point  donné  en  déterminant  la 
tangente  de  la  génératrice  et  celle  de  l'hélice  qui  se  croisent  à  ce  point.  Lorsque 
l'on  veut  construire  plusieurs  plans  tangents,  il  est  utile  d'employer  des  hélicoïdes 
gauches  de  raccordement. 

Quand  une  courbe  et  une  de  ses  tangentes  se  transportent  d'un  même  mouve- 
ment, les  surfaces  qu'elles  engendrent  se  raccordent  le  long  de  la  ligne  décrite  par 

(*  )  On  peut  déduire  ce  résultat  de  Féquation  (16)  de  la  note  de  l'article  959. 

m.  a2 
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le  point  commun.  Si  la  courbe  est  la  méridienne  d'un  hélicoïde,  la  surface  décrite 
par  Tune  quelconque  de  ses  tangentes  est  celle  d'une  vis  à  filets  triangulaires. 

La  conrhe )(^{/ig,  422)  étant  la  méridienne  d'un  hélicoïde,  si  l'on  veut  construire 
le  plan  tangent  de  cette  surface  au  point  dont  la  projection  horizontale  est  N,  on 
pourra  décrire  du  point  0  comme  centre  l'arc  NM,  relever  le  point  M  en  M',  tracer 
la  tangente  M'T'  et  remplacer  l'hélicoïde  par  la  surface  de  vis  à  filets  triangulaires 
qui  a  le  même  pas,  le  même  axe  (0,  XZ),  et  dont  la  droite  {Oœ,TM')  est  la  géné- 
ratrice dans  sa  position  initiale.  On  appliquera  à  cette  surface  l'une  des  deux  mé- 
thodes expliquées  à  l'article  991  ;  la  seconde  exige  que  l'on  détermine  le  para- 
mètre r  (art.  989). 

En  appelant  a,  «i,  ^3. ..  les  angles  que  les  tangentes  de  la  méridienne  aux 
points  M',  M'i,  M'2...  font  avec  le  plan  horizontal,  et  r,  r^,  r\  , , .  les  paramètres 
des  surfaces  de  vis  à  filets  trangulaires  de  raccordement  le  long  des  hélices  décrites 
par  ces  points,  on  aura 

r:=:  h  cot  a,     r\  =  h  cot  a4 ,     r2=^  h  cot  «2, . .  . , 
d'où 

r  tang  a  =  r^  tang  cCi  =^r^  tang  aa . .  * . 

Cette  relation  conduit  à  une  construction  très-simple  des  paramètres  r^,  rg . . . ,  qui 
serviront  à  déterminer  le  plan  tangent  en  divers  points  des  hélices  qui  passent  aux 
points  M't,  m;.... 

1044.  Ligne  d'ombre.  —  Si  l'on  veut  connaître  les  points  d'une  courbe  d'ombre 
qui  appartiennent  à  l'hélice  décrite  par  un  point  déterminé,  on  remplacera,  comme 
précédemment,  l'hélicoïde  par  la  surface  de  vis  à  filets  triangulaires  de  raccorde- 
ment, et  on  appliquera  ensuite  la  construction  de  l'article  997  ou  celle  de  l'ar- 
ticle 1010,  suivant  que  les  rayons  seront  parallèles  ou  divergents. 

Dans  le  premier  cas,  quelle  que  soit  l'hélice  considérée  sur  la  surface,  le  cercle 
auxiliaire  P/zN  {jftg.  4oi)  reste  invariable,  car  son  rayon  est  égal  a  A  cot  7  (art.  997), 
La  distance  du  point  F  à  l'origine  0  est  égale  au  paramètre  r  que  l'on  détermine 
comme  nous  l'avons  dit  à  l'article  précédent,  d'après  l'inclinaison  de  la  génératrice 
de  la  surface  de  vis  a  filets  triangulaires.  Des  quatre  points  M,  M^,  m  eim^,  situés 
sur  le  cercle  G  g  projection  de  l'hélice  considérée,  deux  seulement  sont  utiles  :  on 
verra  dans  chaque  cas  à  quelle  nappe  delà  surface  de  vis  à  filets  triangulaires  appar- 
tient l'hélice  de  raccordement,  et  on  rejettera  les  deux  points  qui  ne  sont  pas  sur 
cette  nappe  en  se  réglant  sur  les  indications  àes/igures  398,  400  et  ^\oi  (*). 
Si  la  génératrice  donnée  n'était  pas  dans  un  plan  contenant  l'axe,  pour  avoir  la 


(*)  M.  Bour  a  été  récemment  conduit  par  des  considérations  de  cinématique  à  une  construction 
dans  laquelle  on  emploie  un  cercle  variable  et  un  point  fixe,  au  lieu  d'un  cercle  fixe  et  d'un  point 
ayant  une  position  variable  [voir\dL  séance  de  la  Société  Philomathique  du  4  jiiin  i864). 
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tangente  de  la  méridienne,   il  faudrait  construire  le  plan  tangent  de  la  surface 
et  déterminer  sa  trace  sur  le  plan  méridien  du  point  de  contact. 

1045.  Dans  le  cas  que  nous  examinons,  c'est-a-dire  quand  les  rayons  sont  parai- 
lëles,  on  peut  opérer  directement  sans  considérer  une  surface  de  raccordement. 

Soient  (R,  R')  le  rayon  de  lumière  [fig*  4^5 ),  y^  la  méridienne  de  riiélicoïde, 
(0,0'Z)  Taxe,  (AA2,  A'A^)  les  projections  de  riiélice  décrite  par  un  point  (A,  A') 
dey  :  nous  allons  chercher  quels  sont  les  points  de  cette  hélice  qui  appartiennent 
à  la  ligne  d'ombre  propre  de  la  surface. 

Nous  construisons  d'abord  le  plan  tangent  au  point  (A,  A');  pour  cela,  nous 
prenons  un  plan  horizontal  d'opération  XY  situé  au-^dessous  de  ce  point  à  une  hau- 
teur égale  à  une  fraction  simple  du  pas,  le  huitième.  La  tangente  de  l'hélice  au  point 
(A,  A')  a  sa  trace  au  point  g,,  à  une  distance  du  point  A  égale  à  l'arc  A  g,  hui- 
tième de  la  circonférence.  La  tangente  de  la  méridienne  perce  le  plan  horizontal 
au  point  T  :  le  plan  tangent  a  donc  pour  trace  Tg-j  ;  il  rencontre  l'axe  au  point 
(0,0'). 

Tous  les  plans  tangents  de  l'hélicoïde  aux  points  de  l'hélice  (AA2,  A'A'l,)  font, 
avec  le  plan  horizontal,  le  même  angle  que  le  plan  (Ti^,ï'0')  ;  ils  sont  donc  paral- 
lèles aux  plans  tangents  du  cône  de  révolution  dont  le  sommet  est  au  point  (O^O^), 
et  dont  la  trace  est  le  cercle  qui  a  pour  rayon  la  droite  Ok  perpendiculaire  àTg^. 
Les  génératrices  de  ce  cône,  le  long  desquelles  le  plan  tangent  est  parallèle  aux 
rayons  de  lumière,  sont  0/^,  et  Ok^  (art.  131).  Si  nous  prenons  les  arcs  c,  A^  et 
C2A2  égaux  à  cA,  les  points  A^  et  A2  seront  les  positions  du  point  A  lorsque  le 
pointe  aura  été  transporté  en  c^  et  en  Cg.  Les  points  (A^,A\)  et  (Asjxl^)  sont  donc 
ceux  de  l'hélice  où  le  plan  tangent  à  la  surface  est  parallèle  aux  rayons  de  lu- 
mière C"). 

Il  n'y  aurait  que  très-peu  de  modifications  à  apporter  aux  tracés,  si  la  généra-» 
trice  donnée  n'était  pas  méridienne. 

On  peut  encore  déterminer  la  courbe  d^ombre  en  faisant  des  sections  par  des 
plans  parallèles  aux  rayons  de  lumière  et  en  menant  à  ces  courbes  des  tangentes 
parallèles  aux  rayons.  Pour  que  les  constructions  soient  faciles,  il  faut  prendre 
les  plans  auxiliaires  perpendiculaires  au  plan  yertical  (art.  1012)  et  opérer  sur  les 
projections  horizontales  des  sections.  Ce  procédé  est  applicable  au  cas  où  les  rayons 
sont  divergents;  il  a  l'avantage  de  donner  en  même  temps  des  points  des  deux 
courbes  d'ombre  propre  et  d'ombre  portée. 

1016.  Normale,  —  Nous  allons  maintenant  nous  proposer  de  construire  la  nor- 
male de  la  surface  en  un  point  (M, M')  du  méridien  principal  {^g,  /^22). 

Nous  plaçons  le  plan  horizontal  au-dessous  de  ce  point,  a  une  hauteur  égale  au 

(*)  CeUe  méthode  a  été  employée  par  M.  le  chevalier  Faà  de  Bruno  {3Iémoire sur  les  colonnes 
torses), 

22.-. 
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quart  du  pas  des  hélices;  pour  avoir  un  point  E  de  la  ligne  de  terre,  il  suffit  de 
prendre  au-dessous  du  point  M'  une  longueur  M'E  égale  a  F  J. 

La  trace  L  de  l'hélice  est  sur  la  droite  ME  à  une  distance  ML  égale  au  quart  de 
cercle  MQ.  On  détermine  facilement  la  trace  T  de  la  tangente  à  la  méridienne  :  le 
plan  tangent  est  donc  (TL,T'M').  On  obtient  les  projections  de  la  normale  en 
abaissant  des  points  M  et  M'  des  perpendiculaires  MG  et  M'F'  sur  les  traces  TL  et 
T'M^  de  ce  plan  (art.  40). 

1047.  Surface  de  vis  à  filets  triangulaires  normale.  —  La  normale  (MF,M^F')  ne 
rencontre  pas  Taxe,  et  par  suite,  dans  le  mouvement  hélicoïde,  elle  engendre  un 
hélicoïde  gauche  général.  Le  plan  tangent  de  cette  surface  au  point  (M, M')  con- 
tient la  normale  à  la  surface  et  la  tangente  à  Thélice  ;  ses  traces  sont  par  con- 
séquent LF  et  K'M'. 

Si  la  droite  K'M'  trace  verticale  du  plan  tangent  de  l'hélicoïde  des  normales  est 
entraînée  dans  le  mouvement  hélicoïde,  elle  décrira  une  surface  de  vis  à  filets 
triangulaires  qui  se  raccordera  avec  cet  hélicoïde  gauche  le  long  de  l'hélice  décrite 
par  le  point  (M, M'),  et  qui,  par  conséquent,  rencontrera  normalement  la  surface 
considérée. 

Quand  la  génératrice  donnée  de  l'hélicoïde  n'est  pas  méridienne,  ses  tangentes 
décrivent  des  surfaces  gauches  hélicoïdes  générales;  mais,  par  une  construction 
analogue  à  la  précédente,  on  peut  déterminer  des  surfaces  de  vis  à  filets  trian* 
gulaires  de  raccordement. 

1048.  Intersection  d'un  hélicoïde  et  d'un  conoide.  —  Dans  certains  problèmes  de 
stéréotomie,  on  a  besoin  de  déterminer  l'intersection  d'un  hélicoïde  avec  un 
conoïde  droit  de  même  axe.  On  prend  alors  pour  surfaces  auxiliaires  des  surfaces 
de  vis  a  filets  carrés  ayant  le  même  pas  et  le  même  axe  que  l'hélicoïde  :  leurs  inter- 
sections avec  cette  surface  et  avec  le  conoïde  sont,  sur  le  plan  horizontal,  des  droites 
et  des  cercles.  La  construction  de  la  projection  horizontale  ne  diffère  donc  pas 
de  celle  que  nous  avons  expliquée  pour  l'épure  de  la  voûte  d'arêtes  en  tour  ronde 
(art.  671). 

Indicatrices. 

1049.  On  trouve,  par  l'analyse,  que  pour  déterminer  les  projections  horizontales 
des  asymptotes  de  l'indicatrice  d'une  surface  hélicoïde  en  un  point  donné  (M, M') 
de  la  méridienne  /  [f^g-  4'23),  il  faut  ;  i^  déterminer  le  paramètre  r  de  la  surface 
devisa  filets  triangulaires  qui  se  raccorde  avec  l'hélicoïde  le  long  de  l'hélice  du 
point  (M,  M'),  et  porter  ce  paramètre  en  OQ  sur  une  perpendiculaire  à  OM, 
du  côté  où  s'étend  la  branche  de  la  spirale  d'Archimède,  sur  laquelle  est  la 
trace  de  la  génératrice  M'K;  2°  construire  la  projection  MG  de  l'une  des  asymp- 
totes de  l'indicatrice  de  la  surface  qui  serait  engendrée  par  la  révolution  de  la 
méridienne  autour  de  Taxe  (art.  822);  S''  prendre  sur  la  droite  OM  une  Ion- 
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gueur  oc  égale  a  OG,  puis  décrire  un  cercle  passant  par  le  point  C  et  ayant  son 
centre  en  Q  :  les  points  P  et  P^,  où  ce  cercle  rencontre  la  droite  OQ,  appartiennent 
aux  asymptotes  cherchées  (*). 


(*)  L'équation  des  projections  horizontales  des  asymptotes  de  l'indicatrice  en  un  point  (^,  j,  z) 


est 


Y {x  -—  ay ■+- 7.S  [x  —  a)  [y — ^)  +  t(j — by=o; 


a  et  b  étant  les  coordonnées  variables,  et  r,  s,  t  les  dérivées   partielles  du  second  ordre  de  l'or- 
donnée z  considérée  comme  fonction  des  coordonnées  x  et  j. 

Nous  allons  nous  proposer  de  déterminer  r,  s  et  t. 

Soit 

l'équation  de  la  méridienne.  Si  l'on  appelle  p  le  rayon  vecteur  d'un  point,  w  son  azimut  et  h  le  pas 
réduit  commun  des  hélices,  l'équation  de  l'hélicoïde  sera 

CD  a  d'ailleurs 


6)  =  arc 
et,  par  suite, 


tang   -,      p  =z\Ja;^^y-'  , 


d(ù  sin  w         doy        cosw         dp  dp 

--— r==: 9        --—  =  . -5        ---=C0SW,       -^  =  SIQ  W. 

dx  p  dj  p  dx  dy 

D'après  ces  valeurs,  et  en  différentiant  l'équation  de  la  surface,  on  obtient 

h  sin  w    ,    ^,  .   . 
p  =— -h/'(p)cosw, 

P 

h  cos  w        />//>. 
q~ h/'(p)sinwy 

P 

/isin^w    ,     rit   \  sin^o)    ,     r,, ,   s       , 
r=: ,—  +/'(p) h/''(p)cos'«, 

P  P 

A  cos  2  w         .,,    .sinwcosw        ^,,  ,    .    . 
s  = — .^/^[p] ]r/'  (p)sm&)C0S6>, 

p  p 

/«Sîn2w         _,  ,  ,  cos^w        ^„  ,   ,    .  « 

t= -7--l-/'(p)— — +/"(p)sin'«. 

r  P 

On  peut  supposer  que  l'on  a  pris  pour  méridienne  principale  celle  qui  passe  par  le  point  considéré, 
alors  y  et  w  sont  nuls,  p  est  égal  à  x,  et  on  a  pour  déterminer  les  projections  des  asymptotes  de  l'in- 
dicatrice 

Y  [x —  aY  —  2  8  (x  —  a)b  -htb"^  =10^ 

rn  ,      N  h  f  {x\ 

X^  X 

En  appelant  R  le  rayon  de  courbure  de  la  méridienne  au  point  considéré,  et  a  Taogle  que  la  tan- 
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1050.  Quand  le  point  M' est  sur  la  partie  de  la  méridienne  qui  tourne  sa  concavité 
vers  l'axe  [fig^  k'^k)^  les  asymptotes  de  l'indicatrice  de  la  surface  de  révolution 
soin  iii.c^ixxoîrf^s:  il  faut  alors  prendre  sur  le  prolongement  de  la  normale  une 
longueur  M' A'^  égale  à  kW,  et  opéicr  oommo  ^i  1^  centre  de  courbure  était  en  A', .  On 
détermine  et  on  porte  sur  Oj,  comme  il  a  été  dit  précédemment,  la  longueur  OQ 

gente  de  cette  courbe  fait  avec  Taxe  des  abscisses,  on  a 

^»  /    N  ^        (i  ~t-tani^2  aV 

/'(.x)  =  tanga,      R=  ^      f"{x)        ' 


On  tire  de  la  seconde  équation 


R  cos^  a 

La  substitution  des  valeurs  de/'  (^)  et  de  f"{x)  dans  les  secondes  dérivées,  donne 

î  h  tans  a 

r— --,        S=:- ,        t:=:   2_  . 

U  cos^  a  x^  X 

Les  projections  des  asymptotes  de  l'indicatrice  du  point  considéré  seront  connues  quand  on  aura 
les  ordonnées  des  points  P  et  Pi  où  elles  rencontrent  l'axe  Oj  [fi^^  4^^)-  Faisant  Tabscisse  a  nulle 
dans  l'équation  de  ces  droites,  on  obtient  pour  déterminer  l'ordonnée  OP  que  nous  appelons  èi  la 
formule 

lh\ — 2s^&t  +  r^=^r=  0, 
d'où  l'on  tire 


s  /  s^  r 

t  V  t^  t 

En  portant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  r,  s  et  t^  on  trouve 

:  —  /i  cot  a  db  t  / 


^1  =  —  /i  cot  a  db  t  /  A'  cot2  a  ■ 


R  cos^  a  sin  a 


Si  l'on  suppose  h  nul  la  surface  sera  de  révolution,  et  en  appelant  h\  la  valeur  que  prend  alors  ^i, 
on  a 

x^ 


b\^  —  — 


R  cos^  a  sin  a 


Désignons  maintenant,  comme  précédemment,  par  la  lettre  r,  le  paramètre  de  la  surface  de  vis  à 
iilets  triangulaires  de  raccordement.  Nous  avons 

r=.h  cot  a; 

en  introduisant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  b,  on  obtient 


b,  =  —  ràzsIr-'-^b'.K 

On  déduit  immédiatement  de  cette  formule  la  construction  que  nous  avons  donnée  dans  le  texte. 
Quand  R  est  infini,  h\  est  nul,  et  les  deux  valeurs  de  5,  sont  o  et  —  i  r.  En  rapprochant  ce  résul- 
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du  paramètre  r;  on  trace  la  droite  MG,  celle  des  asymptotes  de  rindicatrice  de  la 
surface  de  révolution  qui  rencontre  Oy  du  côté  du  point  0  où  se  trouve  le  point  Q; 


tat  de  celui  que  nous  avons  obtenu  à  l'article  1004,  on  reconnaît  que  l'ordonnée  b^  doit  être  considérée 
comme  négative,  quand  elle  est  dirigée  du  côté  ou  s'étend  la  branche  de  la  spirale  d'Arcbimède  sur 
laquelle  se  trouve  la  trace  de  la  génératrice  de  l'hélicoïde  gauche  de  raccordement. 

La  construction  de  l'article  lOSO  repose  sur  cette  observation  que  è'^^  change  de  signe  en  conservant 
la  même  grandeur  absolue  quand  R  change  de  signe. 

Quand  a  est  nul,  les  valeurs  des  dérivées  partielles  sont 

I                       h 
r=r:-5      s™ -?      1  =  0, 

Une  des  valeurs  de  bi  devient  infinie;  on  a  pour  l'autre 


b,=:-^- 


2R/i 

Reprenons  maintenant  l'équation  trouvée  plus  haut  pour  la  projection  des  asymptotes  de  l'indi- 
calrice 

r  (.X  —  aY  —  2s  (^  —  a)  b  -{-tb"^  =:  o. 

Si  nous  supposons  que  le  plan  horizontal  passe  par  le  point  considéré,  et  si  nous  appelons  d'ordonnée 
verticale  variable,  l'équation  du  plan  tangent  sera 

c -i- p  (a:  —  a) —  qb  =  o. 

Ces  deux  équations  représentent  les  asymptotes  de  l'indicatrice. 

Nous  avons  trouvé  au  commencement  de  cette  note  les  valeurs  de  r,  s  et  t.  On  obtient,  en  rai- 
sonnant de  la  même  manière, 

h 
p  =:  tang  a,  q  =  -• 

La  substitution  des  valeurs  des  dérivées  partielles  donne 


I        .  ,^       ih  ,  ^  ,        tang  a  . 

^—.[x  —  a)b-\-- — ^  b-'^o, 


R  cos^  «  ^  '  x^   ^  '  X 

h 


c 


-H  (.r  —  a)  tang  a ^  =  o. 


En  éliminant  h  entre  ces  équations,  nous  aurons  l'équation  du  cône  que  forment  les  asymptotes  de 
l'indicatrice  du  point  considéré  de  la  méridienne  x  (  jf^g^  4^^)>  poi^r  toutes  les  surfaces  hélicoïdes  que 
cette  courbe  peut  engendrer  en  tournant  autour  de  l'axe  OZ.  On  trouve 

I               î2tanffa\  /             .          tancj  a  ,              .x  —  a 
•  ^     ^  ^x  ^aY-\ ^—  ^24-2 c  =  o. 


R  cos^  a 


Nous  rappelons  que  les  coordonnées  variables  sont  a,  b,  c,  et  que  a:  représente  l'abscisse  du  point 
considéré  de  la  méridienne  /. 

Nous  voyons  que  le  cône  formé  par  les  asymptotes  des  indicatrices  est  du  second  ordre.  On  recon- 
naît facilement  que  ce  côn€  est  toujours  réel,  et  qu'un  de  ses  plans  tangents  est  parallèle  au  plan  mé- 
ridien perpendiculaire  à  celui  qui  contient  la  courbe  x* 
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on  décrit  ensuite  un  cercle  sur  OQ  comme  diamètre,  un  second  cercle  du  point  0 
comme  centre  avecOG  pour  rayon,  et  un  troisième  cercle  ayant  son  centre  en  Q  et 
passant  par  le  point  S,  où  les  deux  premiers  se  coupent.  Les  points  P  et  P^,  où  ce 
dernier  cercle  rencontre  la  droite  OQ,  appartiennent  aux  asymptotes  cherchées. 

Quand  la  longueur  OQ  est  plus  petite  que  OG,  le  point  M/  est  sur  la  partie  con- 
vexe de  rhélicoïde;  lorsque  les  points  G  et  Q  coïncident,  les  deux  asymptotes  de 
Findicatrice  sont  réunies  en  une  seule  droite,  et  l'hélice  qui  passe  par  le  point  M' 
sépare  une  partie  convexe  de  la  surface  d'une  partie  à  courhures  opposées. 

Prenons  sur  la  méridienne  du  point  M'  une  longueur  Wm  égale  à  QG,  en  ayant 
soin  de  la  porter  du  côté  de  la  concavité  ou  du  côté  de  la  convexité,  suivant  que 
le  point  G  sera  en  deçà  ou  au  delà  de  Q;  considérons  ensuite  sur  la  méridienne 
d'autres  positions  du  point  M',  et  faisant  la  même  construction  pour  chacun  d'eux, 
déterminons  la  courbe  9  lieu  des  points  m  :  cette  ligne  coupera  la  méridienne  en  un 
point  N  situé  sur  une  hélice  qui  sépare  une  partie  convexe  d'une  partie  à  courbures 
opposées.  La  courbe  y,  considérée  dans  toute  son  étendue,  pourra  rencontrer  la 
méridienne  en  plusieurs  points. 

1051,  Lorsque  Ton  sait  construire  les  asymptotes  de  l'indicatrice,  on  peut  déter- 
miner les  tangentes  de  l'intersection  d'un  hélicoïde  par  un  plan  tangent  et  de  sa 
ligne  d'ombre.  Pour  obtenir  les  points  limites  des  parties  utiles  de  cette  dernière 
ligne,  il  faut  employer  une  courbe  d'erreur  analogue  à  celle  dont  nous  nous  sommes 
servi  pour  les  surfaces  de  révolution  (art.  894  et  898). 

Si  les  rayons  sont  divergents,  on  cherchera  l'intersection  des  asymptotes  de  l'in- 
dicatrice aux  divers  points  de  la  méridienne,  avec  le  cylindre  de  révolution  dont 
l'axe  se  confond  avec  celui  de  la  surface  et  qui  contient  le  point  lumineux;  puis, 
supposant  ce  point  entraîné  dans  le  mouvement  hélicoïde,  on  déterminera  les 
rencontres  de  l'hélice  qu'il  décrit  avec  la  courbe  d'intersection  précédemment 
obtenue  et  les  asymptotes  qui  passent  par  ces  points.  On  achèvera  ensuite  la  solu- 
tion comme  pour  les  surfaces  de  révolution  (*). 

On  aura,  en  général,  les  points  limites  d'une  ligne  d'ombre  d'une  manière  plus 
rapide  et  suffisamment  précise,  en  menant  sur  l'une  des  projections,  des  tangentes 
du  point  lumineux  à  cette  courbe  (art.  892). 

Pour  résoudre  entièrement  la  question  des  indicatrices,  il  faudrait  déterminer 
les  axes  de  ces  courbes  lorsqu'elles  sont  des  ellipses;  mais  ce  problème  est  plus 
compliqué  et  moins  utile,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  (^*). 


(  *  )  Ce  procédé  a  été  indiqué  par  M.  Viala  dans  son  Mémoire  sur  la  vis  Saint-Gilles  [Journal de 
r École  Polytechnique,  XXXVIP  cahier). 

(**)  Des  calculs  analogues  à  ceux  qui  sont  développés  dans  la  note  de  Farticle  1049  conduisent 
à  des  constructions  qui  donnent  la  solution  du  problème,  Nous  conservons  les  notations  adoptées 
dans  cette  note,  et  nous  appelons  de  plus);,  pt.  les  angles  que  les  asymptotes  de  la  projection  de  Fin- 
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1052.  Les  relations  graphiques  que  nous  venons  de  faire  connaître  peuvent 
servir  pour  l'hélicoïde  gauche  général.  Quand  on  opère  sur  cette  surface,  on  ne 
connaît  pas  la  méridienne,  mais  on  a  la  génératrice  rectiligne  qui  est  une  des  deux 
asymptotes  de  l'indicatrice.  Lorsque  Ton  a  déterminé  la  surface  de  vis  a  filets  trian- 
gulaires de  raccordement  le  long  de  l'hélice  qui  passe  a  un  point  donné  (art.  1047), 
et  le  paramètre  de  cet  hélicoîde,  on  obtient  sans  difficulté  la  seconde  asymptote 
de  l'indicatrice. 

Représentation  d'un  serpentin. 

1055.  On  appelle  serpentin  l'enveloppe  des  positions  d'une  sphère  dont  le  centre 
se  meut  sur  une  hélice  ou  la  surface  décrite  par  un  cercle,  dont  le  centre  parcourt 
une  hélice,  et  dont  le  plan  est  toujours  normal  a  cette  courbe. 

Nous  avons  vu,  a  l'article  435,  que  le  cylindre  d'ombre  d'une  surface  enveloppe 

dicatrice  font  avec  l'axe  des  abscisses^  ety  Tordonnée  du  point  où  un  des  axes  de  cette  courbe  coupe 
l'axe  des  ordonnées.  On  a 

fz=zx  tang —  » 

Eu  égard  aux  valeurs  de  ^,,  les  tangentes  des  angles  \  et  p.  sont  données  par  les  équations 

tang  \  -== 5      tang  /x  r= • 

On  déduit  successivement  de  ces  équations 

tang  {l^y.):=z^ 


X' 


x^-^ 
a 


rx  y    \     1  rx     j 


2  \  2 


Quels  que  soient  le  signe  et  la  grandeur  de  Z?'^%  les  valeurs  de /sont  réelles  et  d'une  construction  facile. 
Lorsqu'elles  sont  déterminées,  on  connaît  la  direction  des  axes. 

En  désignant  par  p  et  q  les  moitiés  des  longueurs  des  axes  de  la  projection  de  l'indicatrice,  on  a 


:p  tang  —-^  \j—i> 


2 


Eu  égard  aux  valeurs  de  tang  \  et  de  tang  p.^  on  obtient 


P 


X' 


■^v    ^  .  /  l-^' 


_<i.xsr'-\-b\'        V  4^M^'-H-^'i') 


Nous  trouvons  deux  valeurs  pour  -?  mais  leur  produit  est  égal  à  l'unité.  L'ambiguïté  provient  de  ce 

que  rien  n'indique  auxquels  des  axes  appartiennent  respectivement  les  longueurs/?  et  q.  Nous  pre- 

IIL  ^3 
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est  l'enveloppe  des  cylindres  d'ombre  de  ses  enveloppées.  Il  résulte  de  là  que  le 
contour  apparent  du  serpentin  sur  un  plan  quelconque  est  Tenveloppe  des  cercles 
qui  forment  les  contours  apparents  des  sphères. 

Nous  divisons  en  seize  parties  égales  une  spire  [aeima,  a'e'i'm'a")  de  l'hélice 
directrice  [fig^  4^6),  et  nous  traçons  les  contours  apparents  des  sphères  envelop- 
pées qui  ont  leur  centre  aux  points  de  division.  L'enveloppe  de  ces  cercles  sur  le 
plan  horizontal  se  compose  de  deux  cercles  projections  de  deux  hélices. 

Sur  le  plan  vertical,  le  contour  apparent  présente  quatre  rebroussements,  et  par 
suite  quatre  points  limites  (art.  891).  Nous  avons  craint  qu'un  grand  nombre  de 
cercles  ne  rendit  la  figure  confuse,  mais  il  faut  les  multiplier  un  peu  si  l'on  veut 
étudier  avec  soin  les  singularités  du  contour  apparent.  On  voit  alors  les  rebrousse- 
ments se  produire  d'une  manière  très-nette  :  à  chacun  d'eux,  un  cercle  rencontre 
les  deux  cercles  voisins  d'un  même  côté  de  son  point  de  contact  avec  l'enveloppe 
dont  la  direction  est  déterminée  par  les  tracés  qui  ont  été  précédemment  faits.  Si, 
avant  le  rebroussement,  la  courbe  était  extérieure  aux  cercles,  après  lui  elle  les 
touche  intérieurement,  et  par  conséquent  elle  est  virtuelle  si  l'on  considère  la 
surface  du  serpentin  comme  recouvrant  un  corps  opaque. 

Les  quatre  cercles  sur  lesquels  se  trouvent  les  rebroussements  sont  voisins  de 
ceux  qui  ont  leur  centre  aux  points  [d,  d'),  {f,f')y  [IJ')  et  {n,n!). 

Les  projections  horizontales  des  contours  apparents  des  sphères  par  rapport  au 
plan  vertical  sont  des  droites  parallèles  a  la  ligne  de  terre  et  passant  par  les  diffé- 
rents centres.  En  ramenant  sur  ces  lignes  les  points  de  contact  du  contour  appa- 

nons  simplement  le  signe  H-  et  nous  avons 
q  _  x^  —  b\  ' 


Dans  le  cas  qui  nous  occupe  le  binôme  (r^-f-^'^^)  est  négatif,  la  formule  donne  pour-  une  lon- 
gueur réelle,  ce  qui  doit  être,  puisque  l'indicatrice  est  une  ellipse.  Nous  pouvons  nous  donner  arbi- 
trairement le  denii-axe/;',  le  supposer  égal  à  l'abscisse  j:,  par  exemple,  et  nous  obtiendrons  le  demi- 
axe  q  par  la  construction  à  laquelle  l'équation  conduit.  Cette  construction  n'est  pas  très-com- 
pliquée. 

Il  reste  à  distinguer  les  axes.  Si  nous  supposons  que  la  surface  devienne  de  révolution,  le  para- 
mètre /-sera  nul  comme  le  pasj  remplaçant  alors  b'^  par  sa  valeur  (page  i74)>  on  obtient 


P      V  '^ 


cosV.  sm  a. 


On  peut  obtenir  directement  cette  formule  d'après  les  grandeurs  des  rayons  de  courbure  (art.  821). 
On  U'ouve  alors  ([ue  Taxe  iq  est  celui  qui  se  confond  avec  un  segment  de  la  trace  du  plan  méri- 
dien. On  verra  facilement,  dans  chaque  cas,  quel  est  l'axe  qui  se  rapproche  de  la  trace  du  plan  méri- 
dien quand  le  pas  diminue. 
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rent  sur  le  plan  vertical  avec  les  cercles,  on  a  des  points  de  la  projection  horizon- 
tale de  cette  courbe.  Les  positions  des  points  de  contact  ne  sont  pas  donnés  avec 
précision,  et  par  suite  les  projections  GiJaC  et  DilaJ)  ne  sont  pas  tracées  avec 
une  grande  exactitude.  Toutefois  cette  méthode  rapide  devra  être  adoptée  en 
général. 

Si  Ton  voulait  opérer  avec  précision,  on  considérerait  la  génératrice  non  méri'- 
dienne  Wa'W,  on  déterminerait  pour  différentes  hélices  des  surfaces  devis  a  filets 
triangulaires  de  raccordement  (art.  1047),  et  enfin  on  chercherait  pour  chacune 
d'elles  les  points  de  la  courbe  situés  sur  Thélice  de  contact  (art.  1044).  Ces  tracés 
ne  sont  pas  difficiles. 

La  surface  a  trois  formes  différentes,  suivant  que  le  rayon  de  la  sphère  est  plus 
petit  que  le  rayon  AaOA  du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice  directrice, 
égal  à  ce  rayon,  ou  plus  grand  que  lui. 


p3. 


i8o  LIVRE   X.  —SURFACES    TOPOGRAPHIQUES. 

LITRE  DIXIÈME. 
SURFACES  TOPOGRAPHIQUES, 


CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORIE    GÉNÉRALE. 


Représentation  d'une  surface  par  des  courbes  horizontales.  —  Problèmes  élémentaires, 

1054.  Dans  la  topographie,  on  représente  généralement  la  surface  du  terrain 
par  des  lignes  de  niveau  :  ce  sont  les  lignes  d'intersection  de  la  surface  avec  des 
plans  horizontaux.  Chacune  de  ces  courbes  est  déterminée  par  sa  projection  hori- 
zontale et  par  une  cote  qui  indique  la  hauteur  à  laquelle  elle  se  trouve.  On  sup- 
pose ordinairement  les  plans  des  sections  équidistants,  et  on  prend,  pour  la  diffé- 
rence de  hauteur  de  deux  plans  consécutifs,  ou  équidistance,  un  multiple  de  Tunité 
de  longueur,  de  manière  que  les  cotes  des  courbes  soient  des  nombres  entiers. 

En  général,  et  sauf  de  rares  exceptions,  une  verticale  ne  rencontre  la  surface 
du  terrain  qu'en  un  point;  il  en  résulte  que  les  projections  des  lignes  de  niveau 
se  développent  sans  se  couper  et  que  leur  ensemble  ne  présente  aucune  con- 
fusion. 

La  surface  du  terrain  n'est  ainsi  définie  que  d'une  manière  approximative,  mais 
on  peut  multiplier  les  sections,  eu  égard  à  sa  forme  et  à  la  nature  du  problème, 
de  manière  à  obtenir  le  degré  d'exactitude  jugé  nécessaire.  La  détermination  des 
courbes  sur  le  terrain  est  une  question  de  nivellement;  nous  ne  nous  en  occupe- 
rons pas. 

Les  lignes  horizontales  peuvent  être  employées  pour  la  définition  de  toutes  les 
surfaces;  elles  conviennent  surtout  pour  celles  dont  la  loi  de  génération  n'est  pas 
connue  et  qu'une  verticale  ne  rencontre  qu'en  un  point.  Nous  appellerons  ces  sur- 
faces topo  graphiques , 

Le  mode  de  représentation  que  nous  venons  d'indiquer  appartient  à  la  méthode 
des  projections  cotées,  et  par  suite  les  constructions  exposées  dans  le  livre  lîl  vont 
être  d'un  usage  continuel.  Toute  figure  doit  être  accompagnée  d'une  échelle. 

Nous  supposerons  que  le  plan  horizontal  de  comparaison  est  inférieur,  et  par 
suite  que  les  ordonnées  positives  sont  mesurées  de  bas  en  haut. 
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1035.  Courbes  intercalaires.  —  On  appelle  courbes  intercalaires  à^s  sections  hori- 
zontales déterminées  graphiquement  d'après  celles  qui  ont  été  relevées  sur  le  ter- 
rain. 

Nous  allons  nous  proposer  de  tracer  sur  \^.  figure  4^7  la  courbe  de  niveau  qui 
corresponde  la  cote  17,40?  et  pour  cela  de  déterminer  les  projections  de  quelques 
points  situés  sur  cette  ligne. 

Nous  traçons  une  ligne  ms  à  peu  près  normale  aux  courbes  cotées  17  et  î8,  puis 
nous  rabattons,  sur  le  plan  horizontal  qui  est  a  la  cote  i5,  le  plan  vertical  dont  ms 
est  la  trace,  et  nous  construisons  la  section  rabattue  du  terrain  :  cette  opération 
est  analogue  a  celle  qui  a  été  expliquée  a  Tarticle  264.  Nous  traçons  ensuite  une 
droite  parallèle  à  mn  et  à  la  distance  (i7"',4o  —  1  5™)  ou  2"^,4o,  et  nous  projetons 
en  a  le  point  A  où  elle  coupe  la  ligne  M5  :  le  point  a  appartient  à  la  courbe 
cherchée  C"  ). 

Le  plus  souvent  on  néglige  la  courbure  de  la  section  verticale  entre  les  points  P 
et  Q,  et  on  se  borne  à  partager  le  segment/?^  en  deux  parties  qui  soient  dans  le 
rapport  des  différences  de  niveau  ( 1 7"",  4o  —  1 7"^)  et  (  1 8™  —  1 7™,  4o) .  La  courbe  inter- 
calaire qui  est  à  la  cote  19,26  a  été  construite  par  cette  méthode. 

Quand  il  n'est  pas  possible  de  tracer  une  droite  à  peu  près  normale  aux  deux 
lignes  de  niveau  entre  lesquelles  on  veut  intercaler  une  courbe,  on  établit,  le  plus 
souvent  à  vue  d'œil,  une  ligne  eg  qui  satisfasse  à  peu  près  à  cette  condition,  et  on 
la  divise  en  deux  arcs  ef  Qi  fg  qui  soient  dans  le  rapport  donné. 

On  voit  qu'il  y  a  diverses  manières  d'opérer  selon  le  degré  d'exactitude  qu'exi- 
gent les  problèmes. 

1056.  Pour  déterminer  la  cote  d'un  point  A  donné,  sur  une  surface,  par  sa  pro-- 
jection  a  {fig,  4^7)?  on  construira  la  section  M^  et  on  ajoutera  la  longueur  de  l'or- 
donnée aA  à  la  cote  i5;  ou  bien,  si  l'on  veut  opérer  rapidement,  on  tracera  la 
droite  paq  sensiblement  normale  aux  deux  courbes  voisines,  et  on  ajoutera  a  la 
cote  17  le  rapport  de  qa  à  qp  multiplié  par  l'équidistance  qui  est  ici  l'unité.  Quel- 
quefois on  fait  cette  opération  sans  tracer  aucune  ligne,  et  en  appréciant  à  vue  le 
rapport  de  qa  a  qb  :  c'est  ce  que  l'on  appelle  faire  une  interpolation  à  vue, 

1057.  Sens  des  courbures  d'un  terrain,  —  Sur  la  figure  4^7,  le  point  M  situé  à 
la  cote  10  est  plus  élevé  que  la  droite  ms  qui  est  à  la  cote  i5,  et  par  suite  le  ter- 
rain se  trouve  du  côté  de  la  courbe  M^  où  nous  avons  mis  des  hachures;  il  est 
par  conséquent  convexe  dans  le  sens  vertical, 

(  *  )  Les  problèmes  que  nous  présentons  sont  envisagés  sous  le  point  de  vue  général  des  construc- 
tions géométriques.  Nous  avons  choisi,  pour  les  figures,  les  dispositions  qui  permettent  de  développer 
les  tracés  avec  clarté,  et  de  faire  bien  comprendre  la  méthode,  sans  nous  préoccuper  des  règles 
admises  dans  les  services  publics  sur  l'équidistance  et  l'échelle  du  dessin.  L'exposition  et  la  discus- 
sion de  ces  règles  appartiennent  à  la  topographie  et  non  à  la  géométrie  descriptive. 
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En  général,  un  terrain  est  convexe  dans  le  sens  vertical  quand  les  intervalles 
sr,  rq,  qp, . . . ,  mesurés  sur  une  droite  a  peu  près  normale  aux  courbes  horizon- 
tales, augmentent  de  longueur  du  côté  où  les  courbes  vont  en  s' élevant. 

Un  terrain  est  concave  dans  le  sens  horizontal  quand  une  courbe  de  niveau  a 
sa  convexité  tournée  du  côté  de  la  projection  de  la  courbe  voisine  qui  est  plus  élevée 
qu'elle. 

Une  surface  peut  être  à  courbures  opposées  en  un  point,  bien  qu'elle  soit  con- 
vexe dans  le  sens  vertical  et  dans  le  sens  horizontal,  ou  concave  dans  les  deux 
sens.  Cela  arrive  quand  la  tangente  à  la  ligne  de  niveau  et  sa  perpendiculaire  sont 
dans  le  même  angle  des  asymptotes  de  l'indicatrice.  La  considération  du  plan  tan- 
gent fait  seule  reconnaître  le  sens  des  courbures  d'une  manière  certaine. 

1058.  Section  plane  d'une  surface  topo  graphique,  —  Nous  avons  vu,  à  l'article 
précédent,  comment  on  détermine  la  section  d'une  surftice  par  un  plan  vertical  ; 
lorsque  le  plan  sécant  P  est  incliné  {/ig,  429),  on  trace  celle  de  ses  horizontales 
qui  ont  les  mêmes  cotes  que  les  courbes  données;  ces  droites  sont  respectivement 
dans  les  plans  horizontaux  des  courbes,  et  leurs  rencontres  appartiennent  a  la  ligne 
d'intersection. 

Quand  une  courbe  perce  le  plan  en  deux  points  m  et  n  et  que  celle  qui  la  suit 
ne  le  coupe  pas,  l'intersection  a  une  tangente  horizontale.  La  construction  qui 
présente  le  plus  d'exactitude  pour  déterminer  un  point  de  la  courbe  entre  m  et  n 
consiste  a  couper  le  plan  et  la  surface  par  un  plan  vertical  auxiliaire  GQ. 
On  reconnaît  facilement  de  quel  côté  de  la  ligne  AmnG  est  le  terrain  coupé. 
1059.  Intersection  de  deux  surfaces  topo  graphiques,  —  On  obtient  l'intersection 
de  deux  surfaces  topographiques  en  faisant  passer  une  ligne  par  les  points  de 
rencontre  des  courbes  horizontales  qui  ont  les  mêmes  cotes  [fig*  4^8).  Dans  les 
parties  oii  le  tracé  laisse  quelque  incertitude,  on  intercale  des  lignes  de  niveau, 
ou  bien  on  fait  des  sections  par  un  plan  vertical  auxiliaire. 

Si  l'on  veut  dresser,  suivant  la  surface  A,  un  terrain  qui  aurait  la  surface  B,  il 
faudra  enlever  des  terres  du  côté  de  la  ligne  d'intersection  où  sont  les  petites 
hachures. 

1060.  Intersection  d'aune  droite  et  d^une  surface  topo  graphique,  —  On  fait  passer 
par  la  droite  AB  un  plan  quelconque  et  on  détermine  son  intersection  CD  avec  la 
surface  [fig,  l\io).  Le  point  cherché  M  est  celui  où  la  ligne  CD  coupe  la  droite  AB. 
Intersection  dune  courbe  et  dune  surface  topo  graphique ,  —  On  trace  des  droites 
parallèles,  dans  une  direction  quelconque,  par  les  points  de  la  courbe  AB  qui  ont 
les  mêmes  cotes  que  les  courbes  de  niveau  de  la  surface  [fig,  43 1).  On  prend  les 
rencontres  respectives  de  ces  lignes  ;  leur  lieu  CD  est  l'intersection  de  la  surface 
avec  un  cylindre  qui  contient  la  courbe  donnée  AB  et  auquel  appartiennent, 
comme  génératrices,  les  droites  que  nous  venons  de  tracer.  Les  points  cherchés 
sont  ceux  où  les  lignes  AB  et  CD  se  coupent. 
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Lorsque  les  points  de  division  de  la  courbe  qui  ont  les  mêmes  cotes  que  les 
lignes  de  niveau  de  la  surface  ne  sont  pas  immédiatement  donnés,  on  les  déter- 
mine en  rectifiant  la  projection  horizontale  de  chaque  division  et  en  opérant  en- 
suite comme  il  est  expliqué  à  Farticle  263. 

Lignes  d'' égale  pente. 

1061.  La  pente  d'une  ligne  en  un  point  est  la  pente  de  sa  tangente  en  ce  point, 
ou  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  cette  droite  fait  avec  le  plan  hori- 
zontal (art.  266). 

Une  ligne  est  dite  d'égale  pente  quand  toutes  ses  tangentes  sont  également  in- 
clinées à  rhorizon.  Une  ligne  d'égale  pente  devient  droite  quand  on  rectifie  son 
cylindre  projetant,  et  par  suite  ceux  des  points  d'une  telle  courbe  dont  les  cotes 
sont  entières  partagent  sa  projection  en  arcs  dont  les  longueurs  sont  égales.  Nous 
appellerons  intervalle  la  longueur  horizontale  curviligne  qui  sépare  deux  points 
dont  les  hauteurs  diffèrent  d'un  mètre.  La  pente  et  l'intervalle  sont  réciproques 
(art.  266). 

Tracer  sur  une  surface  topo  graphique,  et  à  partir  d' un  point  déterminé  k  {fig^  4^3)^ 
une  courbe  dont  la  tangente  fasse  un  angle  constant  et  donné  avec  le  plan  horizontal. 

Si  la  courbe  doit  être  inclinée  à  ii  centimètres  de  hauteur  pour  un  mètre  de 

base,  sa  pente  sera  - — ?  et  l'intervalle  constant  aura  une  longueur  de ou  A"", 54. 

^  100  ^22 

Du  point  A  comme  centre,  et  avec  un  rayon  égal  a  4°'>54,  on  trace  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  la  courbe  voisine  au  point  B;  puis,  transportant  le  centre  en  ce 
point,  on  décrit  un  autre  arc  qui  coupe  la  courbe  suivante  en  D,  et,  continuant 
ainsi,  on  obtient  la  ligne  AE  qui  satisfait  aux  conditions  du  problème.  Les  arcs 
AB,  BC,  CD,  etc.,  sont  un  peu  plus  grands  que  leurs  cordes,  et  par  suite  les  inter- 
valles sont  tous  plus  grands  que  4""?  54;  ils  ne  sont  pas  d'ailleurs  parfaitement 
égaux.  On  peut,  pour  avoir  égard  à  cette  circonstance,  diminuer  un  peu  les 
rayons,  surtout  dans  les  parties  où  la  projection  de  la  ligne  présente  une  courbure 
assez  grande. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  utile  pour  tracer  sur  un  terrain 
escarpé  un  sentier  d'une  pente  déterminée. 

Si  le  cercle  décrit  de  l'un  des  centres  ne  rencontrait  pas  la  courbe  suivante,  la 
zone  comprise  entre  les  deux  lignes  horizontales  serait  trop  inclinée  pour  qu'on 
pût  y  tracer  une  ligne  ayant  la  pente  donnée. 

En  général,  un  cercle,  tel  que  celui  qui  a  son  centre  en  C,  coupe  la  courbe 
voisine  en  deux  points  F  et  D;  il  passe  donc,  par  un  point,  deux  courbes  ayant  la 
pente  donnée.  Si,  dans  le  tracé  d'un  sentier,  on  se  trouve  conduit  à  s'éloigner  du 
point  auquel  on  désire  arriver,  on  peut,  a  un  point  C,  abandonner  la  ligne  suivie 
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pour  prendre  Tautre  ligne  ayant  la  même  pente.  On  dit  qu'un  sentier  a  des  lacets 
quand  il  est  ainsi  établi  suivant  une  ligne  brisée. 

1062.  Tracer  sur  une  surface  topo  graphique^  une  ligne  d'égale  pente  entre  deux 
points  donnés  A  et^  [fig.  434)  •  ~  Ce  problème  ne  peut  être  résolu  que  par  tâtonnement. 

La  distance  verticale  des  points  A  et  B  est  5  mètres;  on  trouve  que  leur  distance 

horizontale  est  à  peu  près  19  mètres;  la  pente  doit  donc  être  peu  éloignée  de  — 

et  l'intervalle  de  -—-  Nous  essayons  d'abord  une  longueur  de  4  mètres,  et  nous  ob- 
tenons la  courbe  AD,  puis  prenant  des  intervalles  égaux  à  4°'>5,  à  3™,  5  et  à  3  mètres, 
nous  traçons  les  courbes  AG,  AE  et  AF.  Nous  portons  ensuite  sur  un  axe  ox  des 
longueurs  o/,  oe,  od  et  og  égales  à  3  mètres,  à  3°",  5,  à  4  mètres  et  a  4""?  5,  et  nous 
élevons  des  ordonnées^',  ee\  dd'  et  gg'  égales  aux  longueurs  4-BF,  4-BE,  —  BD 
et  —  BG.  La  courbe  qui  passe  par  les  points/',  e\  d'  ^i  g'  coupe  Taxe  en  un  point/? 
dont  l'abscisse  est  l'intervalle  de  la  ligne  d'égale  pente  cherchée.  Si  le  tracé  de  la 
courbe  qui  a  cet  intervalle  ne  conduit  pas  exactement  au  point  B,  on  déplacera  un 
peu  les  points  obtenus  sur  les  dernières  lignes  de  niveau,  de  manière  à  satisfaire  a 
cette  condition. 

On  pourrait  disposer  la  courbe  d'erreur  de  manière  qu'elle  se  trouvât  sur  la 
figure  même,  mais  cela  n'aurait  aucun  avantage. 

Plans  tangents. 

1063.  Construire  un  plan  tangent  à  une  surface  topo  graphique  en  un  point  donné. 
Quand  le  point  donné  a  est  sur  une  courbe  de  niveau  [fig.[\?)a),  on  obtient  im- 
médiatement une  horizontale  du  plan,  en  traçant  la  tangente  al  de  celte  ligne. 
Pour  trouver  une  autre  droite  qui  soit  contenue  dans  le  plan,  nous  construisons  le 
rabattement  &AG  de  la  section  faite  dans  la  surface  par  le  plan  vertical  Lag' per- 
pendiculaire a  la  droite  aT.  La  tangente  AL  de  cette  courbe  est,  dans  l'espace, 
une  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  tangent.  On  détermine  sans  difficulté 
l'échelle  de  pente  de  ce  plan. 

Si  les  segments  a/' et  ae  étaient  égaux,  leur  longueur  commune  serait  l'inter- 
valle de  l'échelle  P. 

1064.  Pour  étendre  la  construction  au  cas  011  le  point  donné  a  n'est  pas  sur  une 
ligne  de  niveau,  il  suffit  de  construire  la  courbe  intercalaire  passant  par  ce  point 

(/^.439)- 

Quand  on  peut  tracer  par  le  point  a  une  droite  mn  sensiblement  normale  aux 

courbes  mh  et  ne,  la  tangente  a  la  courbe  intercalaire  est  perpendiculaire  a  mn\ 

on  l'obtient  donc  sans  avoir  besoin  de  déterminer  cette  ligne. 

On  se  dispense  généralement  de  construire  la  section  par  un  plan  vertical;  on 

considère  la  ligne  mn  de  la  surface  comme  droite  :  le  plan  tangent  contient  alors 

les  droites  qui  passent  par  les  points  m  et  ^  et  qui  sont  parallèles  a  la  tangente  de 
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la  courbe  intercalaire.  Ces  lignes  ml  et  nt  sont  tangentes  aux  courbes  mh  et  ne 
dans  le  cas  où  la  droite  mn  les  rencontre  normalement. 

1085.  Lorsque  l'on  a  déterminé  l'intersection  d'une  surface  par  son  plan  tangent 
en  un  point,  on  peut  construire  les  asymptotes  de  l'indicatrice  de  ce  point  comme 
tangentes  de  la  courbe  au  point  double. 

Sur  \2i  figure  [\ii,  la  section  verticale  bG  tourne  sa  concavité  vers  le  sol,  la  tan- 
gente AL  est  extérieure,  et  les  parties  du  terrain  qui  sont  coupées  par  le  plan 
tangent  sont  indiquées  par  de  petites  hachures. 

Si  la  surface  était  convexe,  les  horizontales  du  plan  ne  rencontreraient  pas  les 
courbes  de  niveau  qui  ont  respectivement  les  mêmes  cotes. 

D'après  les  suppositions  qui  ont  été  faites  à  l'article  précédent  pour  la  détermi- 
nation du  plan  P  [fig,  439)»  ce  plan  est  tangent  tout  le  long  de  la  ligne  mn,  et 
par  suite  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  le  point  double  de  l'intersection  soit  en  a 
plutôt  qu'en  un  autre  point  de  mn.  Pour  se  conformer  aux  hypothèses,  il  faudrait 
réunir  les  branches  de  l'intersection  en  m  et  les  séparer  en  n, 

1066.     Mener   un  plan    tangent   à    une    surface   par    une    droite    donnée  D 

Des  points  de  division  de  la  droite  nous  menons  des  tangentes  aux  courbes  de 
niveau  qui  ont  les  mômes  cotes.  Ces  lignes  sont  des  génératrices  d'un  conoïde 
oblique  qui  a  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal,  dont  la  droite  D  est  la  directrice 
rectiligne,  et  qui  est  circonscrit  à  la  surface.  Si  la  tangente  FN  de  la  courbe  de 
contact  AK,  en  un  point  F,  rencontre  la  directrice  D,  le  plan  tangent  au  point  F 
contiendra  cette  droite  et  sera  le  plan  cherché.  Au  contraire,  lorsque  la  tangente 
de  la  courbe  AK,  en  un  point  J,  ne  rencontre  pas  la  droite  D,  cette  ligne  ne  peut 
avoir  dans  le  plan  tangent  au  point  considéré  J,  que  le  point  j  oii  elle  coupe  la 
génératrice  Jy. 

Quand  la  directrice  D  et  la  tangente  de  la  courbe  AK  sont  dans  un  même  plan, 
deux  génératrices  consécutives  du  conoïde  sont  parallèles;  or,  il  est  facile  de  voir 
quelle  est  à  peu  près  la  position  de  ces  lignes  :  les  génératrices  qui  passent  par 
les  points  A  et  B  se  rencontrent  en  projection  vers  la  gauche,  celles  qui  passent 
par  les  points  K  et  J  convergent  vers  la  droite  ;  il  y  a  donc  entre  ces  deux  couples 
une  ligne  FF,  qui  rencontre  de  côtés  différents  celle  qui  la  précède  CC^  et  celle 
qui  la  suit  EE^;  cette  droite  est  voisine  des  deux  génératrices  consécutives  paral- 
lèles du  conoïde,  et  par  suite  le  point  F  est  approximativement  celui  où  le  plan 
cherché  touche  la  surface.  La  ligne  FF^  est  une  ligne  de  niveau  de  ce  plan;  son 
échelle  de  pente  est  P. 

Si  Ton  veut  déterminer  la  position  du  point  de  contact  avec  plus  d'exactitude, 

on  pourra  intercaler  des  courbes  de  niveau,  ou  mieux  tracer  la  tangente  FN  à  la 

courbe  de  contact  au  point  F,  construire  la  section  du  terrain  par  le  plan  vertical 

FN  et  lui  mener  une  tangente  du  point  N  de  la  droite  D.  Nous  n'avons  pas  fait  cette 

IIL  24 
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construction  qui,  en  général,  n'est  pas  nécessaire,  eu  égard  à  la  nature  des  pro- 
blèmes que  Ton  a  à  résoudre  sur  les  surfaces  topograpliiques. 

La  génératrice  FF^,  parallèle  a  la  génératrice  infiniment  voisine,  est  une  arête 
du  conoïde  (arl.  658).  Elle  fait  un  angle  maximum  ou  minimum  avec  la  projection 
de  la  droite  D  (et  avec  toute  autre  droite  du  plan).  On  peut  la  déterminer  en  faisant 
glisser  une  équerre  et  comparant  les  positions  des  différentes  génératrices  réunies 
en  couples  consécutifs;  on  peut  aussi  tracer  une  droite  LT  parallèle  a  D  et  chercher 
le  point  de  division  Fi  qui  sépare  deux  segments  E,F^  etFG,,  Fun  plus  grand, 
l'autre  plus  petit,  que  les  intervalles  de  la  droite  D  (''). 

On  examinera  la  position  du  plan  tangent  avec  la  surface,  comme  il  a  été  dit 
plus  haut  (art,  i06S)  :  nous  ne  reviendrons  pas  sur  cette  question. 

1067.  Quand  la  droite  D  est  peu  inclinée,  les  points  où  elle  rencontre  les  plans 
des  différentes  courbes  horizontales  sont  presque  tous  hors  de  la  feuille  de  dessin. 
Il  serait  d'ailleurs  difficile  de  faire  une  réduction  d'échelle,  vu  le  grand  nombre  des 
courbes.  Dans  ce  cas,  on  préfère  prendre  pour  plan  direclear  du  conoïde  un  plan 
oblique  à  l'horizon  :  on  fait  dans  la  surface  une  série  de  sections  par  des  plans 
parallèles  à  celui  qui  a  été  pris  pour  plan  directeur,  et  on  mène  à  chacune  d'elles 
une  tangente  du  point  où  son  plan  est  percé  par  la  directrice  rectiîigne.  Nous  allons 
donner  un  exemple  de  cette  construction. 

On  trace  une  série  de  droites  AB,  CE,  FH,...  parallèles  et  équidistantes  {/ig\  436) 
et  on  les  considère  comme  les  projections  des  horizontales  d'un  plan.  Pour  plus  de 
commodité,  on  fait  passer  l'une  d'elles  par  un  point  A  de  la  droite  donnée  D,  ayant 
pour  cote  un  nombre  entier  i6;  les  autres  sont  cotées,  à  partir  de  celle-là,  comme 
les  courbes  horizontales.  On  construit  l'intersection  mn  de  ce  plan  avec  la  surface, 
et  on  lui  mène  du  point  A  une  tangente  A  a  qui  est  une  génératrice  du  conoïde. 
On  transporte  ensuite  le  plan  sécant  parallèlement  à  lui-même;  pour  cela,  on  aug- 
mente les  cotes  de  toutes  les  horizontales  AB,  CE,...,  d'une  quantité  égale  à  l'équi- 
distance  des  plans  des  courbes  horizontales,  c'est-à-dire  à  l'unité,  et  on  cherche 
le  point  de  rencontre  a  du  nouveau  plan  avec  la  droite  D  (art.  275)  ;  on  détermine 
ensuite  la  section  kl  de  la  surface  et  on  lui  mène  une  tangente  a[i  du  point  a. 

En  portant  sur  D  des  longueurs  acL,  a^a<^^.,.  égales  à  Aa,  on  a  les  points  où  la' 
droite  D  de  l'espace  coupe  le  plan  sécant  lorsque  l'on  augmente  successivement  les 
cotes  de  ses  horizontales  d'une  unité.  Quand  on  a  obtenu  les  génératrices  du  co- 
noïde qui  correspondent  aux  différentes  sections,  on  cherche  celle  de  ces  droites 
qui  rencontre  de  côtés  différents  les  deux  entre  lesquelles  elle  est  comprise  :  son 
point  de  contact  jS  est  celui  où  le  plan  cherché  touche  la  surface.  On  détermine  la 


(  *)  D'après  des  traditions  conservées  dans  le  corps  du  Génie  militaire,  la  construction  que  nous 
venons  d'exposer  est  due  à  Meusnier.  Ce  géomètre,  dont  nous  avons  déjà  parlé  plusieurs  fois,  était 
i]jénéral  du  Génie. 
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cote  du  point  |3  (art.  1036),  et  on  fait  passer  un  plan  par  ce  point  et  par  la 
droite  D.  Pour  cette  dernière  opération,  on  calcule  les  cotes  des  points  a  et  p, 
on  cherche  sur  la  droite  a^  la  position  du  point  ^  dont  la  cote  est  17,  et  le  joi- 
gnant au  point  ï,  qui  a  la  même  cote  sur  la  droite  D,  on  a  une  horizontale  du  plan. 

Il  est  bon  de  tracer  les  droites  AB,  CD,  FH,...  perpendiculaires  à  D  (ou  à  peu 
près);  alors,  pour  une  inclinaison  donnée  des  plans  sécants,  leur  angle  avec  la 
droite  D  a  sa  valeur  maximum,  !'intervaîle  aa^  est  minimum,  et  on  a  de  nom- 
breux points  de  division  dans  le  cadre  du  dessin. 

1068.  La  construction  expliquée  dans  l'article  précédent  est  applicable  lorsque 
îa  droite  donnée  D  est  horizontale,  mais  on  peut  alors  opérer  d'une  manière  plus 
simple  ifig.  437). 

Nous  menons  aux  différentes  courbes  de  niveau  des  tangentes  parallèles  à  la 
droite  D  :  ces  lignes  appartiennent  a  un  cylindre  circonscrit  à  la  surface,  et  on 
aura  résolu  le  problème  si  l'on  mène  à  ce  cylindre  un  plan  tangent  par  la  droite  D 
parallèle  aux  génératrices.  Nous  prenons  un  plan  vertical  auxiliaire  EY  :  la  tan- 
gente menée  du  point  E  de  la  droite  G  à  la  trace  du  cylindre  sur  ce  pian  est  dans 
le  plan  cherché.  On  aurait  donc  facilement  le  résultat  en  construisant  la  section 
du  cylindre  par  le  plan  EY,  mais  une  construction,  qui  appartient  comme  la  précé- 
dente à  la  méthode  de  Meusnier,  va  nous  permettre  de  déterminer  sans  cela  une 
position  approchée  de  la  génératrice  de  contact. 

Nous  graduons  la  partie  EX  de  la  projection  D,  de  manière  qu'elle  représente 
une  ligne  inclinée  quelconque  passant  par  le  point  E  de  la  droite  donnée  D  dont 
nous  connaissons  la  cote  58"',  5o;  puis  nous  joignons  par  des  droites  les  points 
où  les  tangentes  rencontrent  EY,  avec  ceux  qui  ont  les  mêmes  cotes  sur  EX,  Si 
AB  est  une  arête  du  conoïde  oblique  formé  dans  l'espace  par  ces  droites,  la  tan- 
gente de  la  directrice  curviligne  en  B  rencontrera  la  directrice  rectiligne  EX  au 
point  E  de  la  droite  D.  Les  considérations  indiquées  a  l'article  1066  font  voir  que 
la  droite  AB,  qui  rencontre  de  côtés  différents  les  génératrices  voisines  FG  et  MJ, 
est  peu  éloignée  de  Farête.  La  tangente  BC  est  la  génératrice  de  contact  sur  le 
cylindre  :  le  plan  cherché  contient  cette  horizontale  et  sa  parallèle  D,  il  est  par- 
conséquent  facile  de  tracer  et  de  graduer  son  échelle  de  pente  P. 

Pour  déterminer  la  droite  AB,  on  peut  tracer  une  droite  E^X,  parallèle  à  EX, 
et  chercher  le  point  de  division  A^  qui  sépare  deux  segments  A^F,  et  A^H,,  l'un 
plus  grand  et  l'autre  plus  petit  que  les  intervalles  de  la  droite  EX. 

Cônes  et  cylindres  circonscrits. 

1069.  Déterminer  la  courbe  de  contact  et  la  trace  horizontale  d'un  cône  circonscrit 
à  une  surface  donnée  et  dont  on  connaît  le  sommet  S  {fig*  4^8  ). 

Nous  traçons  par  le  point  S  une  droite  SD,  et  nous  la  considérons  comme  la  pro- 

24. 
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jection  d'une  génératrice.  Pour  avoir  le  point  où  elle  touche  la  surface,  nous  me- 
nons dans  une  direction  arbitraire  une  seconde  droite  SB,  nous  la  graduons  de 
manière  qu'elle  représente  une  droite  passant  par  le  point  S  de  l'espace;  nous  joi- 
gnons respectivement  ses  points  de  division  à  ceux  où  la  droite  SD  rencontre  les  hori- 
zontales ayant  les  mêmes  cotes,  et  nous  cherchons  parmi  ces  lignes  la  droite  MC  qui 
fait  un  angle  maximum  ou  minimum  avec  SD  :  la  ligne  MC  est  une  arête  du  conoïde 
horizontal  dont  les  directrices  sont  la  droite  SB  et  la  section  de  la  surface  par  le 
plan  vertical  SD.  Le  plan  tangent  à  cette  surface  gauche  le  long  de  l'arête  con- 
tient les  lignes  MC  et  BS.  La  droite  qui  passe  par  les  points  S  et  M  s'y  trouve  tout 
entière;  elle  touche  donc  la  surface  au  point  M,  et  par  suite  ce  point  appartient 
à  la  courbe  de  contact  cherchée. 

Pour  avoir  la  trace  du  cône  sur  un  plan  horizontal  déterminé,  celui  qui  est  à  la 
cote  3o,  il  suffit  de  mener  par  le  point  A,  qui  a  cette  cote  sur  la  ligne  SB,  une 
droite  AN  parallèle  à  CM  :  cette  ligne  est  l'horizontale  du  plan  tangent  en  M;  elle 
fait  trouver  le  point  cherché  N. 

La  droite  auxiliaire  SB  étant  tracée  et  graduée,  on  déterminera  ainsi  le  point  de 
contact  et  la  trace  horizontale  de  chaque  génératrice  dont  on  se  donnera  la  pro- 
jection. On  pourra  obtenir  ces  points  en  faisant  glisser  l'équerre  et  sans  tracer 
aucune  ligne. 

La  trace  du  cône  a  des  branches  infinies  lorsque  la  courbe  de  contact  a  des 
points  a  la  même  hauteur  que  le  sommet  S.  On  détermine  facilement  ces  points. 
A  chacun  d'eux  le  plan  tangent  k  la  surface  topographique  touche  le  cône  le  long 
d'une  génératrice  horizontale,  et  son  intersection  avec  le  plan  de  la  trace  est 
l'asymptote  d'une  branche  infinie  de  cette  courbe. 

Cylindre  circonscrit,  —  La  construction  que  nous  venons  d'expliquer  est  appli- 
cable au  cas  du  cylindre  circonscrit.  La  droite  de  parallélisme  remplace  la  ligne 
SB;  on  trace  diverses  droites  parallèles  à  sa  projection  et  on  opère  sur  chacune 
d'elles  comme  nous  l'avons  fait  sur  la  droite  SD. 

1070.  Quelquefois  on  n'a  pas  besoin  de  connaitre  la  totalité  de  la  ligne  de  con- 
tact du  cône  circonscrit,  mais  seulement  l'endroit  où  elle  coupe  une  zone  donnée, 
par  exemple  celle  qui  est  comprise  entre  les  courbes  horizontales  dont  les  cotes 
sont  3i  et  32  {fig,  438).  Dans  ce  cas,  après  avoir  établi  comme  précédemment  les 
droites  SB  et  SD,  on  tracera  les  génératrices  du  conoïde  situées  dans  les  plans  qui 
limitent  la  zone,  c'est-à-dire  les  droites  GE  et  HF.  On  donnera  ensuite  diverses 
positions  à  la  projection  horizontale  SD,  en  la  faisant  tourner  autour  du  point  S, 
et  on  opérera  de  la  même  manière  sur  chacune  d'elles.  Si  le  sens  de  la  conver- 
gence des  génératrices  qui  passent  aux  points  G  et  H  vient  à  changer,  on  sera 
assuré  qu'elles  sont  parallèles  pour  une  position  intermédiaire  de  la  ligne  SD,  et 
alors  la  droite  EF,  sensiblement  tangente  à  la  zone,  passera  par  le  point  S  de  l'es- 
pace et  sera  une  génératrice  du  cône  circonscrit. 
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En  général  la  méthode  de  Meusnier  ne  peut  être  avantageusement  employée  que 
quand  les  formes  des  courbes  horizontales  ne  se  modifientpas  d'une  manière  brusque. 
Dans  le  cas  contraire,  pour  déterminer  les  génératrices  d'un  cône  circonscrit,  il 
faut  faire  des  sections  par  des  plans  verticaux  contenant  le  sommet  donné,  et  leur 
mener  des  tangentes  de  ce  point. 

1071 .  Exercice  pour  la  détermination  d'un  cône  circonscrit.  —  Nous  présentons  sur 
îa  Planche  XLI  la  courbe  de  contact  et  la  courbe  de  section  d'un  cône  circonscrit 
à  une  surface  topographique.  Le  sommet  S  est  à  la  cote  i33,5o  à  i^'jSo  au-dessus 
du  point  culminant  du  sol. 

En  général,  les  courbes  horizontales  se  succèdent  avec  une  grande  concordance 
de  formes,  et  par  suite  on  peut  employer  la  méthode  de  Tariicle  1069,  qui  est  très- 
expéditive.  Dans  la  partie  voisine  du  point  G4,  les  formes  des  courbes  sont  assez 
différentes;  il  faut  alors  recourir  à  la  méthode  des  sections  par  des  plans  verti- 
caux :  les  résultats  qu'elle  donne  n'ont  pas  d'ailleurs  une  grande  précision,  en  cet 
endroit,  car  les  formes  du  terrain  sont  peu  accusées. 

Les  considérations  que  nous  avons  présentées  dans  le  IIP  Chapitre  du  Livre  VIIï, 
pour  les  arcs  réels  et  les  arcs  virtuels  des  courbes  de  contact  et  de  section,  font 
comprendre  comment  les  diverses  parties  de  ces  lignes  se  rencontrent  et  se  succèdent. 

La  ligne  A/^G77^/7^^G^/^^H  est  une  courbe  de  contact;  en  lui  menant  des  tan- 
gentes du  point  S,  on  détermine  les  points  limites  G  et  Gi  (art.  892)  :  l'arc 
Gmm^G^  est  seul  utile.  La  courbe  de  section  qppxq^^  passe  aux  points  limites; 
elle  y  touche  la  courbe  de  contact  et  elle  y  est  divisée  comme  celle-ci  en  arcs  réels 
et  en  arcs  virtuels.  Nous  retrouvons  la  même  disposition  aux  points  Go,  G3  et  G4 
situés  sur  d'autres  branches  de  la  courbe  de  contact. 

La  ligne  G3C  est  un  arc  réel  de  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  par  le  cône 
circonscrit.  Une  partie  réelle  ed  de  la  courbe  de  contact  rencontre  cet  arc  en  G,  et 
devient  utile  à  ce  point  qui  est  analogue  au  point  C  de  X^l  figure  358.  Ainsi,  la  tan- 
gente hf  est  la  projection  d'une  génératrice  double  du  cône.  Les  mêmes  circon- 
stances se  présentent  au  point  C^ . 

Un  spectateur  placé  au  point  S  ne  verrait  pas  les  parties  de  terrain  situées  au 
delà  des  lignes  ^GG^B  et  qS^^Ç^.^UÇ^i,^ 

Lignes  de  plus  grande  pente. 

1072.  De  toutes  les  courbes  tracées  sur  une  surface  et  qui  se  croisent  a  un 
point,  la  moins  inclinée  en  ce  point  est  celle  dont  la  tangente  est  la  ligne  de  plus 
grande  pente  du  plan  tangent,  et  qui,  par  suite,  rencontre  a  angle  droit  la  courbe 
de  niveau.  On  a  donc  une  ligne  déplus  grande  pente  d'une  surface^  en  traçant  une 
courbe  qui  en  chaque  point  rencontre  normalement  la  ligne  de  niveau,  c'est-à-dire 
une  trajectoire  orthogonale  des  courbes  horizontales. 

Il  ne  passe  par  un  point  déterminé  d'une  surface  qu'une  seule  ligne  de  plus 
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grande  pente,  car  on  ne  peut  mener  en  un  point  qu'une  normale  à  une  courbe. 
Cette  règle  comporte  plusieurs  exceptions^  comme  nous  allons  le  voir. 

1075.  Surfaces  de  résolution,  —  Quand  la  surface  considérée  est  de  révolution 
îiutour  d'un  axe  vertical,  les  méridiens  sont  les  lignes  de  plus  grande  pente.  Ces 
courbes  se  coupent,  en  général,  sur  T^xe.  Un  point  de  rencontre  doit  être  regardé 
comme  un  cercle  horizontal  évanouissant,  et  par  suite  tout  plan  contenant  l'axe  est 
normal  à  la  ligne  de  niveau  cfu'iî  représente. 

Suivant  que  l'axe  coupe  la  méridienne  normalement  ou  obliquement,  la  surface 
a  un  plan  tangent  unique,  ou  en  possède  .une  infinité;  mais  la  disposition  des 
j ignés  de  plus  grande  pente  est  toujours  la  même. 

1074.  Surfaces  dont  les  courbes  horizontales  sont  des  ellipses  homothètiques ,  ayant 
leurs  centres  sur  une  même  verticale.  —  Supposons  que  Tellipse  AD  {fig^  44-7)  ^^''^'^■ 
la  projection  de  la  courbe  de  niveau  sur  laquelle  se  trouve  le  point  de  départ  M; 
sur  le  plan  horizontal  la  normale  MT  est  tangente  à  la  ligne  de  plus  grande  pente, 
et  le  point  Mi  où  elle  coupe  l'ellipse  voisine  k^J).^  appartient  à  cette  ligne.  Le  point 
par  lequel  on  peut  considérer  que  la  projection  de  la  ligne  de  plus  grande  pente 
est  décrite,  rencontre  ainsi  successivement  toutes  les  ellipses  de  la  série;  il  arrive 
donc  à  leur  centre  commun  0,  que  l'on  doit  regarder  comme  étant  leur  limite. 

La  droite  MT  rencontre  le  grand  axe  en  un  point  T  de  l'abscisse  OP;  le  point  M| 
est  donc  à  une  moindre  distance  du  grand  axe  AD  que  le  point  N  homologue  de  RL 
Nous  voyons  ainsi  que  le  rayon  vecteur  OM  fait  des  angles  de  plus  en  plus  petits 
avec  la  droite  OD  lorsque  le  point  mobile  se  rapproche  du  centre  0.  A  ce  point  la 
trajectoire  est  normale  à  l'ellipse  infiniment  petite,  et  par  suite  tangente  à  l'un  de 
ses  axes.  Il  résulte  de  là  qu'une  ligne  de  plus  grande  pente,  de  quelque  point 
qu'elle  parte,  passe  au  centre  commun  des  ellipses,  tangente  à  la  droite  des  grands 
axes.  Il  faut  excepter  le  cas  où  le  point  donné  appartient  à  la  droite  des  petits 
axes,  car  cette  ligne  est  évidemment  une  trajectoire  orthogonale  des  ellipses  (^). 

(  *)  Une  ellipse  quelconque  de  ia  série  peut  être  représentée  par  l'équation 

^,2  y  2 

-;  +  7^  =^  /^S 

dans  laquelle  a  et  h  sont  des  longueurs  déterminées,  et /z  un  coefficient  arbitraire. 
On  obtient,  en  différentiant, 

dx  à^  y 

L'équation  différentielle  de  la  trajectoire  orthogonale  est  donc 

dy        a?  y 

dx        b'^x 

Intégrant,  et  appelant  x^  et  ji  les  coordonnées  du  point  de  départ,  on  a 

X  Y 

à'  loir b'^  loijf  —  r=z  G. 

Telle  est  réquation  de  la  projection  de  la  ligne  de  plus   grande  pente,  x  et  y  doivent  toujours  avoir 
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L^  figure  [\L\\  représente  les  projections  de  plusieurs  lignes  de  plus  grande  pente. 
Nous  les  avons  obtenues  en  traçant  un  assez  grand  nombre  des  ellipses  de  la  série, 

et  construisant  la  normale  de  chacune  d'elles  au  point  ou  elle  est  rencontrée  par 
la  normale  précédente.  Nous  avons  d'ailleurs  numériquement  vérifié  les  coor- 
données de  quelques  points  à  l'article  de  la  formule  donnée  dans  la  note. 

1075.  Si  dans  l'espace  la  directrice  des  ellipses  est  l'ellipse  A'jO'B'^O'',  dont  un 
des  axes  est  sur  la  verticale  du  point  0  [fig,  kk'^),  la  surface  est  un  ellipsoïde 
scalëne,  et  les  trajectoires  sont  parasites  dans  les  parties  situées  au  delà  de 
l'ellipse  A^B.,  qui  forme  le  contour  apparent  {fig,  /|4i).  Quand  la  directrice  est 
une  hyperbole  A'A''B'B''  [fig.  443)?  ayant  pour  axe  non  transverse  la  verticale  du 
point  0,  la  surface  est  un  hyperboloïde  gauche,  et  les  trajectoires  sont  parasites 
dans  les  parties  situées  à  l'intérieur  du  cercle  de  gorge  A2B2  [fig-  440- 

On  détermine  facilement  les  projections  verticales  des  lignes  de  plus  grande 
pente,  en  relevant  de  la  projection  horizontale  les  points  où  ces  courbes  rencon- 
trent quelques  ellipses. 

1076.  Surfaces  dont  les  courbes  horizontales  sont  des  hyperboles  hoinothétiques 
ayant  leurs  centres  sur  une  verticale.  —  Sur  le  plan  horizontal,  les  droites  OL  et  OP 
asymptotes  communes  des  hyperboles  [fig^  444)  forment  un  système  géométrique 
qui  appartient  à  la  série  de  ces  courbes.  Si  nous  prenons  sur  l'asymptote  OL  le 
point  de  départ  M,  l'élément  de  la  trajectoire  sera  dirigé  sur  la  perpendiculaire  GF, 
et  on  voit,  d'après  le  sens  de  la  courbure  des  hyperboles,  que,  d'un  côté  comme  de 
l'autre,  la  trajectoire  s'éloignera  du  point  0.  Les  axes  sont  les  seules  projections 
des  lignes  de  plus  grande  pente  qui  passent  a  ce  point. 

A  partir  du  point  M  situé  sur  l'asymptote  OL,  la  trajectoire  se  rapproche  con- 
stamment d'un  côté  de  l'axe  AB,  de  l'autre  de  l'axe  OY;  on  reconnaît  facilement, 
à  l'aide  de  son  équation,  qu'elle  a  ces  droites  pour  asymptotes  (*  ). 

1077.  Nous  avons  représenté  sur  les  figures  445  et  446  les  projections  verticales 
d'un  hyperboloïde  et  d'un  cône  dont  les  sections  horizontales  sont  les  hyperboles 
dessinées  sur  h  figure  444  «  ^1  ^st  facile  de  construire  les  projections  verticales  des 
lignes  de  plus  grande  pente  d'après  leurs  projections  horizontales.  Ces  courbes 

respectivement  les  mêmes  signes  que  .r,  et  jij  chaque  ligne  s'aréte  d'une  part  au  point  0^  de  Taulre  à 
rinfmi.  Les  courbes  qui  traduisent  en  géométrie  les  fonctions  logarithmiques  présentent,  en  général, 
des  singularités  de  ce  genre.  Nous  avons  déjà  signalé  cette  circonstance  dans  une  note  de  l'article  8(>, 
(*)  Dans  le  cas  couinons  occupe  a^  est  négatif.  Si  nous  mettons  son  signe  en  évidence,  l'équation  que 
nous  avons  trouvée  dans  la  note  de  l'article  1074  deviendra 

a-^loa  fL  _4_  /;î  log-^  —  o. 
^\  Ji 

jc  ei  y  sont  de  mêmes  signes  que  jc^  et/,  :  nous  pouvons  les  supposer  positifs. 

Quand  x  est  supérieur  à  ,x^,  y  est  inférieur  à  j,,  et  réciproquement.  Si  l'une  des  coordonnées  croît 
indéfiniment.  Vautre  décroît  indéfiniment  :  les  deux  axes  sont  donc  asymptotes  de  la  courbe.  Chaque 
trajectoire  se  termine  à  l'infini  sur  chaque  axe. 
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dans  l'espace  sont  asymptotes  de  Thyperbole  principale  A'B'A''B''  pour  l'hyperbo- 
îoïde,  et  des  génératrices  A''B\  B''A'  pour  le  cône. 

A  chacun  des  sommets  0'  et  0''  de  Thyperboloïde  il  passe  deux  lignes  de  plus 
grande  pente,  qui  sont  l'hyperbole  principale  A'B'A''B''  et  Tellipse  de  gorge.  Ces 
deux  courbes  divisent  les  autres  lignes  de  plus  grande  pente  en  quatre  groupes. 
Les  lignes  d'un  même  groupe  sont  asymptotes  les  unes  des  autres  des  deux  côtés, 
et  de  celles  d'un  groupe  voisin  d'un  côté  seulement.  La  hauteur  du  sommet  0'  est 
un  maximum  pour  l'ellipse  de  gorge,  et  un  minimum  pour  l'hyperbole  A'B^ 

Sur  le  cône  les  lignes  de  plus  grande  pente  forment  également  quatre  groupes 
qui  sont  séparés  par  les  deux  génératrices  A''B'  et  B''A\ 

1078.  Indication  des  diverses  dispositions  que  peuvent  présenter  les  lignes  de  plus 
grande  pente  aux  points  où  le  plan  tangent  est  horizontal.  —  En  remplaçant  la 
surface  considérée  par  une  surface  du  second  ordre  osculatrice  en  un  de  ses  som- 
mets, on  reconnaît,  pour  chaque  forme  de  l'indicatrice,  comment  les  lignes  de  plus 
grande  pente  sont  disposées  aux  points  où  le  plan  tangent  est  horizontal. 

Si  l'indicatrice  est  un  cercle,  la  surface  osculatrice  est  un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion, et  dans  chaque  azimut  une  ligne  de  plus  grande  pente  arrive  au  point 
(art.  1073), 

Si  l'indicatrice  est  une  ellipse,  la  surface  osculatrice  est  un  ellipsoïde  scalëne,  et 
une  infinité  de  lignes  de  plus  grande  pente  arrivent  au  point;  une  d'elles  est  tan- 
gente a  la  section  principale  qui  a  le  plus  petit  rayon  de  courbure,  et  toutes  les 
autres  à  celle  qui  a  le  plus  grand  rayon  (art.  1075). 

Si  l'indicatrice  est  une  hyperbole,  deux  lignes  de  plus  grande  pente  se  croisent 
au  point;  elles  sont  respectivement  tangentes  aux  sections  principales.  La  hauteur 
du  point  est  un  maximum  sur  l'une  d'elles  et  un  minimum  sur  l'autre  (1077). 
On  appelle  cols  les  points  où  le  plan  tangent  est  horizontal,  et  pour  lesquels  l'indi- 
catrice est  une  hyperbole. 

Quand  l'indicatrice  est  composée  de  deux  droites,  la  surface  osculatrice  est  un 
cylindre,  et  on  reconnaît  facilement  qu'une  seule  ligne  de  plus  grande  pente  passe 
au  point. 

1079.  Surfaces  dont  les  courbes  horizontales  sont  des  ellipses  identiques  coupées 
suivant  un  de  leurs  axes  par  un  plan  vertical. 

Les  projections  horizontales  des  lignes  de  plus  grande  pente  sont  les  trajectoires 
orthogonales  d'une  série  d'ellipses  identiques  qui  ont  un  de  leurs  axes  sur  une 
même  droite  YX  [Jig.  449)-  Si  l'on  prend  pour  point  de  départ  un  point  M  de 
l'une  des  ellipses  DD^,  la  tangente  de  la  trajectoire  sera  dirigée  sur  la  normale  MT; 
en  appelant  7  l'angle  PTM  qu'elle  fait  avec  l'axe  VX,  aetb  les  longueurs  des  demi- 
axes  des  ellipses,  et  j  l'ordonnée  PM,  on  a 

tanq:7  =:  ■ — =.=:« 
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ïl  est  facile  de  voir  que  le  point  mobile  par  lequel  on  peut  supposer  la  trajec- 
toire décrite  se  rapproche  constamment  de  l'axe  lorsque,  quittant  sa  position  ini- 
tiale, il  s'avance  vers  la  gauche;  son  ordonnée  diminue  donc  indéfiniment,  et,  en 
vertu  de  la  formule  que  nous  venons  d'écrire,  Tangle  7  diminue  aussi.  J  et  7  sont 
nuls  en  même  temps,  mais  alors  le  point  mobile  a  une  abscisse  infinie,  car  la 
seule  trajectoire  qui  passe  par  un  point  de  Taxe  a  distance  finie  est  Taxe  lui-même; 
la  droite  VX  est  donc  asymptote  de  la  courbe. 

Si  maintenant  nous  supposons  que  le  point  M  se  meuve  vers  la  droite,  son 
ordonnée  r  augmentera  progressivement,  et  on  voit  par  la  formule  que  quand 
il  sera  en  un  point  0  de  la  droite  LO  dont  Tordonnée  est  b,  y  aura  atteint  la 
grandeur  de  90  degrés;  le  centre  de  Fellipse  se  trouvera  alors  en  Ao  Au  delà  du 
point  0  la  trajectoire  a  un  rebroussement;  car,  en  considérant  l'ellipse  quand  son 
centre  occupe  sur  Taxe  les  deux  positions  voisines  de  A,  en  deçà  et  au  delà  de  ce 
point,  on  reconnaît  que  les  deux  éléments  qui  aboutissent  au  point  0  ont  des  po- 
sitions symétriques  par  rapport  à  la  normale  OA  de  Fellipse.  Enfin  la  courbe  a 
une  seconde  branche  OS  asymptote  comme  la  première  de  VX. 

En  prenant  successivement  pour  point  de  départ  les  différents  points  de  la 
droite  OL,  on  obtient  les  diverses  trajectoires  qui  sont  évidemment  identiques.  De 
Fautre  côté  de  l'axe  on  trouve  de  nouvelles  trajectoires  superposables  aux  pre- 
mières et  placées  symétriquement  à  elles  f/). 

(  *  )  On  peut  représenter  i'ime  quelconque  des  ellipses  par  l'équation 

(œ  —  cY        r^ 

c  étant  un  coefficient  arbitraire. 
On  obtient^  par  la  différentiation, 

dj  b^{,v — c 

dx  a'^j 

et,  en  éliminant  c, 

dj 


5 


dx  aj 

L'équation  différentielle  de  la  trajectoire  orthogonale  est  par  conséquent 

dy  ay 

dx^  b  sjb''  —  y' 
On  trouve,  en  intégrant, 


œ  =1  s/b^  — j'  +  b  log  hyp 


b  ^  ^b'  —  y^ 


Kous  n'ajoutans  pas  de  constante,  parce  que,  toutes  les  trajectoires  étant  identiques,  on  peut  consi« 
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1080.  Quand  le  lieu  des  centres  des  ellipses  dans  l'espace  est  une  droite  A'A'^ 
{fig,  44^)'  1^  surface  est  un  cylindre,  et  on  obtient  la  ligne  de  plus  grande  pente 
en  prenant  son  intersection  avec  le  cylindre  vertical  PMONQ.  La  construction  donne 
les  deux  courbes  P'O'Q'  et  U'GO'ES';  mais  il  ne  peut  passer  qu'une  ligne 
de  plus  grande  pente  par  le  point  (0,  CV).  La  forme  de  la  courbe  U'O'S'  montre 
qu'elle  n'est  pas  la  projection  d'une  ligne  de  plus  grande  pente  du  cylindre,  car  sa 
tangente  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  en  deux  points  E  et  G,  et  aucun  des  plans 
tangents  de  la  surface  n'est  horizontal. 

Pour  ne  laisser  subsister  aucun  doute  sur  cette  question,  nous  avons  fait  le  déve- 
loppement du  cylindre;  la  courbe  P"0''Q'',  transformée  de  la  ligne  (POQ,  P'O'Q'), 
coupe  à  angle  droit  les  sinusoïdes  dans  lesquelles  se  changent  les  sections  hori- 
zontales; mais  la  courbe  U''0'' S'',  transformée  de  l'autre  partie  de  l'intersection, 
rencontre  les  sinusoïdes  sous  toutes  les  inclinaisons.  Les  deux  courbes  se  rejoignent 
d'ailleurs  a  l'infini  avec  les  mêmes  asymptotes. 

Eu  égard  au  sens  de  l'inclinaison  de  la  tangente  commune  TR,  la  droite  O'O''  ne 
coupe  la  ligne  P''Q''  qu'au  point  0'',  tandis  qu'elle  rencontre  la  ligne  U''S''  en  deux 
autres  points.  Ces  courbes  ont  donc  des  formes  essentiellement  différentes,  et  par 
suite  la  seconde  ne  peut  pas  être  une  trajectoire  orthogonale  d'une  certaine  série 
de  sections  parallèles  du  cylindre  (^). 


dérer  uniquement  celle  qui  a  son  point  de  rebroussement  sur  l'axe  des  ordonnées,  et  pour  laquelle, 
par  conséquent^  la  valeur  o  de  x  correspond  à  la  valeur  b  de  j. 

Pour  avoir  la  courbe  dans  toute  son  étendue,  il  faut  donner  le  double  signe  au  radical;  mais  on 
voit  facilement  que  son  signe  détermine  celui  du  second  membre  de  l'équation,  sans  avoir  aucune 
influence  sur  sa  grandeur  absolue.  On  peut  donc  prendre  le  radical  positivement,  et  attribuer  le  double 
signe  au  premier  membre. 

M.  Lefort,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  a  étudié  une  courbe  analogue  à  celle  qui  vient  de  nous 
occuper,  dans  un  Mémoire  sur  les  arches  biaises  {Annales  des  Ponts  et  Chaussées }  iSSg). 

(*)  Nous  conservons  les  notations  adoptées  dans  la  note  précédente,  et  nous  appelons  a  l'an- 
gle G'20'A'^  que  les  génératrices  du  cylindre  font  avec  le  plan  horizontal.  L'équation  de  cette  surface 
est  alors 

/,\  (z— :rtanga)2        j2  ^ 

V)  TT '. T' t; — -!• 

<2Uang^a  0^ 

Nous  avons  trouvé  que  l'équation  de  la  trajectoire  POQ  est 

^ JTî       172    I    h  ^ — 1 y 


[1)  ±LjX=zslb^^X^^b\0^hj^  . 

^  b  -\-  sjb'^  — j2 

En  éliminant/,  on  obtient  l'équation  delà  projection  verticale  de  l'intersection  des  deux  cylindres 


.    a'^       ,  .  .11  /<r/sma  —  {^cosa  —  x^\na) 

dr  "  X  sm  a  =  z  cos  a  —  a;  sin  a  4-  a  sin  a  \o^  hyp  i  /  — ■. -, ^ \  ' 

b^  '  ^    '^^     y    <2snia-l-(zcosa  —  ^  sm  aj 

Nous  prenons  pour  axes  les  droites  O'A'  et  O'O''  :  en  appelant  j/  et/'  les  nouvelles  coordonnées, 
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1081.  Conoïdes  dont  le  plan  directeur  est  horizontal.  —  Quand  les  génératrices 
d'une  surface  sont  des  droites  horizontales,  les  projections  des  lignes  de  plus  grande 
pente  sont  les  trajectoires  d'une  série  de  droites,  et  par  suite  des  développantes  de 
leur  enveloppe. 

Si  le  conoïde  est  droit,  les  trajectoires  seront  des  cercles.  On  conclut  de  la  que 
les  lignes  de  plus  grande  pente  d'une  surface  de  vis  a  filets  carrés  dont  Taxe  est 
vertical,  sont  des  hélices  génératrices. 

Hélicoïdes.  —  Pour  une  surface  de  vis  à  filets  triangulaires,  la  projection  d'une 
ligne  de  plus  grande  pente  est  la  trajectoire  orthogonale  d'une  série  de  spirales 

nous  aurons 

X  ^=z  x'  cos  a  —  z'  sin  a ,  .2;'  =  z  sin  a  -f-  x  cos  a , 

z=:::  x'  sin  a  ^-  z'  cos  a ,  z'  ^=^z  cos  a  —  x  sin  a  ; 

et  réquation  de  la  projection  verticale  de  Tintersection  deviendra 


~  b 
Elle  se  divise  en  deux  : 


0}  ,    ,    .  ,    ,        ,         ,  .        ,       ,  /a  ^m  a  —  z 

[x  sin  a  cos  a  - — z  sm^  c/A-=zz  -\-  a  sin  a  loiif  hyp  i  /  — ; ; — r* 

^  '  °     -^  ^    Y   «  sin  a  4-  z 


«^^sinacosa     ,         /          a^    .        \     ,            .        ,       .  /asm  ex.  —  z 

(  3  )                       ■ -, X  =      I  +  TT  sm^  a     z-{-a  sm  a  I02  hyp  \  /  — ^ --—.  ? 

^^                                />2                      \^      '    ^2            y        '                    b     Ji  Y   rtsina-Hz' 

«'sinacosa     ,         /          ^^^            \                 ^  /a  sin  a — z' 

(A) x^  =     —  I  7-  sm2 a     z'  -^asmcx.  log  hyp  i /  — ; ■ — -,• 

^^^                               b'                      \         b^           j                           ^     -^^  \  asma-\~'Z 

Il  est  facile  de  trouver  l'équation  de  la  transformée  par  développement,  dans  le  cas  où  le  cylindre 
est  de  révolution.  On  a  alors 

___  _±_ 

sin  a 

et  les  équations  (3)  et  (4)  deviennent 

/b-\~z' 
(5)  -tJ  col  a  r=  23'  —  è  log  hyp  y  ^-— p , 


(6) 


x'  col  a  r=:  6  log  hyp  W 


_/ 


b—z' 


Si  nous  rapportons  les  transformées  aux  droites  0"Yy'^  et  O^'O',  on  aura 


z'  z=:  b  s\n  —- * 

0 


En  portant  ces  valeurs  de  x  et  de  z' ,  on  trouve  pour  équations  des  transformées 

z'^  l  z"  "^ 

(  7  )  x"  col  ^-^.ib  sm  —J  —  b  log  hyp  tang  (  45°  -1-  — r 

(  8)  x"  cot  a  =  6  log  hyp  tan  g  (  4^°  H-  ^ 


L'équation  d'une  sinusoïde  transformée  d'une  section  horizontale,  telle  que  G'  B'',  est,  en  supposant 

25. 


igô  LIVRE   X.  —  SURFACES   TOPOGRAPHIQUES. 

d^Archimëde  identiques  et  ayant  leurs  sommets  en  un  même  point.  Cette  courbe  a 
donc  une  sous-tangente  constante,  et  par  suite  elle  est  une  spirale  hyperbolique 
(art.  1024).  Dans  l'espace,  les  lignes  de  plus  grande  pente  forment  deux  groupes  qui 
appartiennent  respectivement  a  la  nappe  supérieure  et  à  la  nappe  inférieure.  L'axe  les 
sépare  et  leur  est  asymptote  aux  unes  d'un  côté,  et  aux  autres  de  l'autre. 

1082.  Dans  la  plupart  des  surfaces  que  nous  venons  d'étudier,  et  qui  sont  des 
plus  simples  de  la  géométrie,  les  lignes  de  plus  grande  pente  diffèrent  d'une  ma- 
nière essentielle  des  courbes  que  nous  avions  eu  l'occasion  d'examiner,  car  elles 
ont  des  points  d'arrêt  à  distance  finie  ou  a  l'infini.  Elles  sont,  en  général,  réparties 
en  groupes  séparés  par  des  lignes  de  plus  grande  pente  qui  sont  soumises  aux  lois 
ordinaires  de  la  continuité. 


CHAPITRE  IL 

TABLEAUX    GRAPHIQUES, 


Emploi  des  surfaces  topo  graphiques  pour  remplacer  les  tables  à  double  entrée, 

1085.  Les  tables  numériques  sont  à  simple  entrée  ou  à  double  entrée,  suivant 
que  les  nombres  qu'elles  font  connaître  dépendent  d'une  seule  variable  ou  de  deux 
variables  distinctes.  Les  premières,  telles  que  les  tables  de  sinus,  se  composent  de 
deux  colonnes  parallèles  contenant  des  nombres  qui  se  correspondent  un  à  un;  les 
autres,  telle  que  celle  qu'on  attribue  vulgairement  a  Pythagore,  se  divisent  en  co- 
lonnes longitudinales  et  en  colonnes  transversales,  qui  répondent  respectivement 
aux  différentes  grandeurs  des  deux  variables  ou  des  deux  a.rgumentSy  car  c'est 
ainsi  qu'on  les  appelle.  Le  nombre  qui  correspond  à  des  valeurs  déterminées  des 
arguments  se  trouve  dans  la  case  commune  à  leurs  colonnes. 

toujours  que  le  cylindre  soit  de  révolution, 


La  différcntiation  donne 


ï 
x"  tang  a  -h  ^  sin  ^^ }-  C  =  o. 


dy"  tang  a 

cos'V 

0 


et  on  a  pour  la  trajectoire  orthogonale 


— — -  :r=  cot  a  COS  -r~  = 
dx  0 

En  intégrant  cette  équation  différentielle  on  trouve  l'équation  (8).  il  résulte  de  là  que  les  équa- 
tions (4)?  (6)  et  (8)  se  rapportent  à  la  ligne  de  plus  grande  pente,  et  les  équations  (3),  (5)  et  (7)  à 
la  courbe  compagne. 
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1084.  On  remplace  souvent  les  tables  à  simple  entrée  par  des  courbes  planes, 
en  considérant  les  nombres  des  deux  colonnes  comme  des  abscisses  et  des  ordon- 
nées. Cette  substitution  permet  de  résoudre  graphiquement  divers  problèmes;  elle 
a  d'ailleurs  l'avantage  de  faire  apprécier  d'un  coup  d'œil  les  relations  de  grandeur 
exprimées  par  la  table  (*). 

Nous  avons  tracé  sur  X^.  figure  45 1  une  courbe  AB  propre  à  remplacer  une  table 
de  logarithmes  vulgaires  pour  les  nombres  compris  entre  i  et  lo;  les  abscisses  sont 
les  logarithmes  des  nombres  représentés  par  les  ordonnées,  ces  longueurs  étant 
respectivement  mesurées  aux  échelles  de  cinq  centimètres  et  de  cinq  millimètres 
pour  un.  Quand  un  nombre  est  dans  les  limites  des  ordonnées,  l'arc  AB  fait 
trouver  son  logarithme;  s'il  est  plus  grand  que  lo  ou  plus  petit  que  i,  on 
obtient  encore  son  logarithme  a  l'aide  de  la  courbe,  en  le  multipliant  ou  en  le  divisant 
par  une  puissance  de  lo,  et  donnant  a  la  caractéristique  une  grandeur  convenable. 

Au  lieu  de  construire  la  logarithmique  AB,  on  peut  la  déterminer  par  sa  projec- 
tion cotée  X'Y'.  Une  simple  droite  ainsi  graduée  fait  connaître  le  logarithme  d'un 
nombre  donné,  ou  le  nombre  qui  correspond  à  un  logarithme  connuc 

Toute  table  k  simple  entrée  peut  être  remplacée,  de  cette  manière,  par  une  droite 
convenablement  cotée  ou  graduée. 

1085.  Tableau  propre  à  remplacer  la  table  de  Pythagore,  —  On  peut  remplacer 
d'une  manière  analogue  une  table  à  double  entrée  par  une  surface,  il  suffit  de  con- 
sidérer les  deux  arguments  et  le  nombre  qu'ils  déterminent  comme  trois  coordon- 
nées. Ainsi,  en  appelant  x  et  j  deux  nombres,  et  z  leur  produit,  la  table  de  Pytha- 
gore aura  pour  expression  analytique  l'équation 

z=:.xy, 


(*)  On  réunit  quelquefois  sur  un  tableau  plusieurs  courbes  de  même  nature,  de  manière  à  rendre 
sensible  la  comparaison  des  phénomènes,  des  fonctions  ou  des  mouvements  qu'elles  représentent. 
L'Atlas  de  Berghaus  contient  plusieurs  tableaux  de  ce  genre. 

Dans  le  service  de  l'exploitation  des  chemins  de  fer,  on  emploie  pour  représenter  la  marche  des 
trains  des  tableaux  sur  lesquels  les  temps  forment  les  abscisses,  et  les  distances  itinéraires  les  ordon- 
nées. La  vitesse  d'un  train  étant  supposée  uniforme,  sa  marche  est  indiquée,  entre  deux  stations, 
par  une  ligne  droite.  On  voit  immédiatement  sur  ces  tableaux  les  heures  et  les  lieux  où  chaque 
train  en  croise  ou  en  dépasse  d'autres. 

Nous  croyons  aussi  devoir  mentionner  des  tableaux  graphiques  d'une  nature  différente;  nous 
voulons  parler  de  ces  cartes  géographiques  qui  sont  destinées  à  rendre  sensibles  les  résultats  de  certaines 
recherches  statistiques.  Sur  les  unes,  les  routes  sont  indiquées  avec  des  largeurs  variables  et  propor- 
tionnelles au  nombre  des  voyageurs  qui  les  ont  parcourues  dans  une  année  ;  sur  d'autres,  chaque 
port  de  mer  est  représenté  par  un  cercle  dont  la  surface  est  dans  un  rapport  déterminé  avec  le  tonnage 
des  navires  qui  l'ont  fréquenté,  etc.  M.  Minard,  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées,  a  publié 
le  premier  des  cartes  de  ce  genre  j  il  en  a  fait  paraître  un  grand  nombre  toutes  fort  intéressantes. 
(^Voir  la  Notice  de  M.  Minard  :  Des  Tableaux  graphiques  et  des  Cartes  figuratives;  i86î.) 
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et  pour  expression  géométrique  le  paraboloïde  qu'elle  représente.  En  donnant  suc- 
cessivement à  z  différentes  valeurs,  on  aura  des  courbes  horizontales  de  cette  sur- 
face :  ce  seront  des  hyperboles  équilatères  et  homothétiques  que  Ton  pourra  faci- 
lement dessiner  [fig*  45o), 

Le  produit  de  deux  nombres  tels  que  5  et  8  est  la  cote  du  point  dont  ils  sont 
les  coordonnées.  Quand  le  point  se  trouve  sur  une  courbe  tracée,  on  a  immédia- 
tement; sa  cote;  dans  le  cas  contraire  on  recourt  aux  procédés  deParticle  1035,  ou 
plutôt  on  fait  une  interpolation  à  vue,  car,  en  général,  on  n'emploie  les  tableaux 
graphiques  que  quand  ce  dernier  procédé  peut  être  adopté  sans  inconvénient. 

Le  même  tableau  peut  servir  pour  faire  des  divisions.  Ainsi,  le  quotient  de  4o 
par  8  est  Tordonnée  de  celui  des  points  de  l'hyperbole  40  dont  l'abscisse  est  8.  Si  le 
nombre  à  diviser  avait  été  compris  entre  les  cotes  de  deux  hyperboles  tracées,  il 
aurait  été  nécessaire  de  construire  des  courbes  intercalaires.  En  général,  un 
tableau  qui  contient  une  série  de  lignes  de  niveau  de  la  surface  représentée  par 
une  équation  à  trois  variables,  peut  servir  à  déterminer  l'une  quelconque  de  ces 
quantités  quand  on  connaît  les  deux  autres. 

1086.  Tableau  des  températures  moyennes  à  Halle.  —  Lorsqu'une  table  à  double 
entrée  n'est  pas  l'expression  d'une  loi  mathématique  connue,  la  construction  du 
tableau  graphique  propre  à  la  remplacer  exige  quelques  précautions  particulières 
que  nous  allons  expliquer  sur  un  exemple. 

M.  Kaemtz,  après  avoir  fait  de  nombreuses  observations  thermométriques  à  Halle, 
a  dressé  une  table  qui  fait  connaître  la  température  moyenne  de  cette  ville,  suivant 
l'heure  du  jour  et  le  mois  de  l'année.  Ldi  figure  453  reproduit  sous  une  forme  gra- 
phique les  résultats  de  ce  tableau.  On  y  voit  des  courbes  d'égale  température  rap- 
portées à  deux  axes  dont  les  divisions  correspondent,  pour  un,  aux  mois  de  l'année, 
pour  l'autre,  aux  heures  du  jour.  La  verticale  du  mois  de  mai  rencontre  l'horizon- 
tale de  5  heures  du  matin,  un  peu  au  delà  de  la  courbe  cotée  9;  la  température 
moyenne  indiquée  pour  ce  mois  et  cette  heure  est  donc  un  peu  supérieure  à  9  de- 
grés; le  tableau  de  M.  Kaemtz  donne  (f,oS. 

Pour  construire  ce  tableau,  après  avoir  pris  des  grandeurs  arbitraires  pour  repré- 
senter les  heures,  les  mois  et  les  degrés  de  température,  on  a  considéré  successive- 
ment les  différentes  colonnes  horizontales  de  la  table  numérique,  et  on  a  tracé  la 
courbe  que  chacune  d'elles  représente,  en  la  rapportant  à  deux  axes  rectangulaires 
kx  et  kz.  On  a  ainsi  la  ligne  qui  indique  la  température  moyenne  des  différents 
mois  pour  une  même  heure,  ou  la  section  de  la  surface  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  heures.  Pour  éviter  la  confusion,  on  n'a  conservé  que  huit  des 
vingt- quatre  courbes  ainsi  obtenues.  On  a  tracé  ensuite  la  droite  horizontale  qui 
correspond  à  un  degré  déterminé  du  thermomètre,  et  rapportant  sur  le  tableau  ses 
intersections  avec  les  courbes,  on  a  obtenu  les  points  où  une  ligne  d'égale  tempéra- 
ture rencontre  les  différentes  droites  horaires. 
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Les  points  ainsi  déterminés  suffisent,  en  général,  pour  le  tracé  des  lignes  de 
niveau;  cependant,  dans  les  parties  de  ces  courbes  où  la  tangente  est  parallèle  à 
Taxe  des  mois,  il  existe  une  petite  incertitude  que  Ton  a  fait  disparaître  en  con- 
struisant une  section  par  un  plan  vertical  correspondant  au  mois  de  juillet. 

1087.  Les  ondulations  des  courbes  horizontales  font  connaître  toutes  les  circon» 
stances  de  la  variation  de  la  température  aux  différentes  heures  du  jour  et  aux  dif- 
férentes époques  de  Tannée.  Le  point  culminant  de  la  surface  est  aux  environs  du 
mois  de  juillet  et  de  trois  heures  après  midi;  c'est  un  maximum  absolu.  Le  point 
le  plus  bas  minimum  absolu  est  en  janvier  entre  six  et  sept  heures  du  matin.  Entre 
une  et  deux  heures  de  l'après-midi,  en  janvier,  se  trouve  un  col  qui  indique  un 
minimum  pour  les  mois  et  un  maximum  pour  les  heures.  Un  autre  col  est  entre 
juillet  et  août  vers  trois  heures  du  matin. 

Si  Ton  unit  par  un  trait  continu  la  suite  des  points  de  contact  des  courbes  de 
niveau  avec  leurs  tangentes  parallèles  à  Taxe  des  heures,  on  aura  les  lignes  des 
points  les  plus  hauts  et  des  points  les  plus  bas  des  sections  longitudinales;  elles 
font  connaître,  suivant  la  saison,  les  heures  du  jour  auxquelles  ont  lieu  le  maximum 
et  le  minimum  diurne;  on  les  a  indiquées  sur  la  figure  par  des  traits  en  points  ronds. 
On  obtient  d'une  manière  analogue,  en  traçant  des  tangentes  parallèles  a  Taxe  des 
mois,  des  lignes  qui  marquent  les  époques  de  l'année  auxquelles  se  produisent  le 
maximum  et  le  minimum  pour  chaque  heure. 

1088.  Tableau  pour  la  résolution  de  V équation  numérique  du  troisième  degré 
[fig.  455).  —  Lorsque  l'équation  du  troisième  degré  est  ramenée  a  la  forme 

elle  représente  un  cono'ide  horizontal,  si  l'on  y  considère  l'inconnue  z  et  les  coeffi- 
cients ^  et  j  comme  des  coordonnées  variables.  En  attribuant  successivement  à  z 
différentes  valeurs,  on  peut  tracer  quelques-unes  des  droites  qui  forment  les  lignes 
de  niveau  de  cette  surface,  et  construire  son  contour  apparent. 

Suivant  que  le  point  déterminé  par  les  valeurs  données  de  x  et  de  y  se  trouvera 
en  dehors  de  l'enveloppe,  sur  cette  courbe  ou  dans  son  intérieur,  il  sera  la  projec- 
tion d'un  seul  point  du  conoïde,  de  trois  points  dont  deux  sont  réunis  en  un  seul, 
ou  de  trois  points  distincts,  et  l'équation  possédera  une  racine  réelle,  trois  racines 
réelles  dont  deux  égales  ou  trois  inégales. 

On  trouve  par  les  procédés  ordinaires  que  l'équation  de  l'enveloppe  est 

f\x^  -f-  27  j^  =  o. . 
Cette  courbe  est  la  développée  de  la  parabole  qui  a  pour  équation 

7^-1-4^  —  8  =  o. 

Les  positions  du  point  à  l'extérieur  et  a  l'intérieur  de  Tenveloppe  correspon- 
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dent  respectivement  aux  valeurs  positives  et  aux  valeurs  négatives  du  binôme 
(4^^ -h  27/^).  Nous  voyons  que  la  considération  du  tableau  graphique  conduit 
facilement  à  des  résultats  que  l'on  déduit  ordinairement  de  la  discussion  directe  de 
Féquation  du  troisième  degré. 

On  peut  employer  avantageusement  un  tableau  de  ce  genre  lorsque  l'on  doit 
résoudre  un  grand  nombre  de  fois  l'équation  trinôme  du  troisième  degré,  pour  des 
valeurs  de  x  et  de  y  comprises  dans  des  limites  déterminées  (*).  Ce  mode  de  solu- 
tion s'étend  d'ailleurs  sans  difficulté  à  toute  équation  de  la  forme 

;5'"-l- ^s"-}- J  — O. 

Tableau  graphique  représentant  deux  fonctions  différentes  de  deux  mêmes  arguments. 

1089.  Si  deux  quantités  z  et  z^  sont  fonctions  de  deux  variables  x  et  y,  de  sorte 
que  l'on  ait 

z=f{x,y),     z,^f[x,y)\ 

on  pourra  établir  sur  un  même  tableau  deux  séries  de  lignes  de  niveau  qui  feront 
connaître  les  grandeurs  de  z  et  de  ^^  correspondant  à  chaque  système  de  valeurs 
de  X  et  de  j.  Tous  les  problèmes  dans  lesquels  on  devra  déterminer  deux  des  quatre 
quantités  x,  y,  z  et  z^,  quand  on  connaît  les  deux  autres,  seront  facilement  résolus 
a  l'aide  de  ce  tableau.  Ainsi,  si  z  et  z^  sont  donnés,  on  tracera  les  courbes  inter- 
calaires des  deux  séries  qui  correspondent  à  ces  cotes;  les  valeurs  de  ^  et  de  j 
seront  les  coordonnées  de  leur  point  de  rencontre.  Le  problème  admettra  autant 
de  solutions  que  les  courbes  auront  de  points  communs. 

Anamorphose  des  tableaux  graphiques, 

1090.  Les  tableaux  graphiques  ont  souvent  l'inconvénient  d'exiger  des  courbes 
compliquées.  Nous  allons  faire  connaître  un  artifice  par  lequel  on  parvient  quel- 
quefois à  transformer  ces  lignes  en  d'autres  plus  simples. 

Revenons  au  paraboloïde  qui  remplace  la  table  de  Pythagore  (art.  1085);  son 
équation  est 

z  '=ixy. 
Nous  posons 

x'  =  \o^x,     y'z=logj; 


(*)  M.  Gergonne  a  proposé  pour  résoudre  l'équation  du  troisième  degré  une  méthode  graphique 
qui,  bien  que  très-différente  en  réalité  de  celle  de  M.  Lalanne  que  nous  exposons  dans  le  texte,  repose 
cependant  sur  la  même  base,  la  construction  des  normales  à  la  parabole  ordinaire  [Annales  de  Mathé- 
matiqueSy  t.  IX). 
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et  par  suite  nous  avons 

logJ3  =  ^'  +  y'. 

Si  nous  considérons  x\  j'  et  z  comme  trois  coordonnées  variables,  cette  nouvelle 
équation  représentera  un  cylindre  horizontal,  surface  dont  les  lignes  de  niveau  sont 
des  droites  parallèles,  et  que,  par  conséquent,  nous  pouvons  représenter  facilement 
[^fig*  45a).  Pour  trouver  le  produit  de  deux  nombres  à  l'aide  du  tableau  que  l'on 
obtient  ainsi,  il  faut  prendre  pour  coordonnées  horizontales,  les  logarithmes  des 
valeurs  données  de  x  et  de  j.  Cette  opération  exige  l'emploi  d'une  table  numérique; 
mais,  pour  qu'il  n'en  résulte  aucune  gêne,  on  transporte  cette  table  sur  la  figure, 
en  donnant  aux  axes  une  graduation  logarithmique,  comme  nous  l'avons  expliqué 
a  l'article  1084.  Les  cotes  senties  nombres  dont  les  abscisses  sont  les  logarithmes. 
Il  résulte  de  là  que  les  coordonnées  de  l'origine  sont  cotées  i  et  non  pas  o. 

1091.  Cet  exemple  montre  en  quoi  consiste  \ anamorphose  des  tableaux  gra- 
phiques; on  cherche  à  simplifier  l'équation  des  courbes  de  niveau  en  prenant  de 
nouvelles  coordonnées  qui  soient  fonctions  des  premières,  et  on  place,  sur  les  axes, 
des  cotes  qui  font  connaître  les  valeurs  de  celles-ci.  La  complication  du  problème 
est  alors  reportée  sur  la  graduation  des  axes. 

Nous  allons  indiquer  un  autre  exemple  emprunté  à  l'art  des  constructions. 

Dans  le  calcul  des  terrassements  pour  les  routes,  on  doit  résoudre  un  grand 
nombre  de  fois  l'équation 


-r? 


2  (A '  x\ 


^c. 


En  y  considérant  x^  y  et  z  comme  des  coordonnées,  elle  représente  un  hyperbo- 
loïde  dont  les  lignes  de  niveau  sont  des  paraboles.  Si  l'on  pose 

^' :=  log  ( A  —  ^) ,     /  =  log  (B  H-  j) , 
on  aura 


y  ^  i  ^^  ^_  1  [  log  a  +  log  [z  -V  C)]  • 


Cette  équation  est  celle  d'un  cylindre  horizontal;  on  peut  facilement  construire  le 
tableau  graphique  qui  le  représente,  pour  des  valeurs  déterminées  des  constantes 
A,  B  et  C.  Les  cotes  de  l'origine  correspondent  aux  valeurs  nulles  de  x  et  de  j,  et 
sont,  par  conséquent,  les  logarithmes  de  A  et  de  B. 

1092.  Suivant  la  nature  des  relations  qui  existent  entre  les  anciennes  coordon- 
nées et  les  nouvelles,  il  peut  arriver  que  les  valeurs  de  x\  ou  les  abscisses,  augmen- 
tent quand  les  grandeurs  de  x,  qui  sont  leurs  cotes,  diminuent.  Lorsque  l'abscisse 
x' y  considérée  comme  fonction  de  x^  a  un  maximum  ou  un  minimum,  la  série 
naturelle  des  cotes  se  développe  d'abord  dans  un  certain  sens,  puis  dans  le  sens 
opposé. 

IIL  26 
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Considérons,  par  exemple,  l'hyperboloïde  représenté  par  FéquatioB 

j^-f-^"  —  2oa?-i-io4=^o; 

les  courbes  horizontales  sont  des  paraboles^  mais  si  nous  posons 
nous  aurons 

et  les  lignes  de  niveau  seront  des  droites. 

A  la  valeur  4  de  x'  correspond  pour  x  une  grandeur  minimum  égale  à  îo.  La 
cote  10  sera,  par  conséquent,  au  point  dont  Fabscisse  est  4»  et  les  cotes  iï,  12, 
i3,...,  9,  8,  7,...  seront  sur  la  partie  de  l'axe  qui  s'étend  au  delà  de  ce  point. 
Les  valeurs  de  x  sont  imaginaires  pour  les  abscisses  inférieures  à  4?  et  par  suite 
les  droites  transformées  des  paraboles  sont  parasites  au  delà  de  la  parallèle  à  Taxe 
des  ordonnées  dont  l'abscisse  est  4- 

1093.  On  est  quelquefois  conduit  a  employer  deux  tableaux  distincts  pour 
résoudre  nae  même  formule.  Considérons  l'équation 

aa:"' 

on  ne  peut  pas  la  simpîier  en  prenant  des  variables  qui  soient  des  fonctions  dis-« 
tinctes  des  anciennes,  car  ces  dernières  sont  réunies  dans  le  dénominateur;  si  ce- 
pendant on  veut  avoir  des  droites  pour  lignes  de  niveau,  on  posera 

X'  ^==^€IX^^       y^  :r=:X"-\-  J , 

et  on  construira  deux  tableaux  sur  les  formules 

Le  premier  fera  connaître  l'ordonnée  auxiliaire  j';  ie  second,  dont  Taxe  des  ab- 
scisses aura  été  convenablement  gradué,  donnera  ensuite  l'inconnue  z\ 

AppUcalioii  de  V anamorphose  ci  la  représentation  graphique  de  certaines  lois 

naturelles. 

1091.  Lorsque  Ton  connaît  une  loi  mathématique  entre  trois  variables  ri?',  j' 
et  z^  on  peut  représenter  par  des  courbes  de  niveau  la  surface  qui  en  est  l'expres- 
sion. Alors  si  chacune  des  grandeurs  x'  et  j'  n'est  pas  donnée  immédiatement,  mais 
doit  être  prise  dans  une  table  a  simple  entrée  en  fonction  d'une  autre  quantité  x 
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OU  j,  on  peut  éviter  cette  recherche,  en  inscrivant  sur  les  bords  du  tableau  des 
cotes  qui  donnent  les  grandeurs  des  variables  primitives^  d'après  les  différentes 
valeurs  des  coordonnées. 

Afin  de  donner  un  exemple  de  ce  genre  d'anamorphose,  supposons  que  Ton  pos~ 
sëde  une  table  numérique  qui  fasse  connaître,  pour  un  pays,  le  chiffre  de  la 
population  dont  Fâge  est  inférieur  aux  différents  nombres  d'années,  et  qu'on 
veuille  construire  un  tableau  graphique  qui  permette  de  déterminer  le  nombre 
d'individus  compris  entre  deux  âges  x  et  j.  On  aura,  en  appelant  z  ce  nombre 
et  en  désignant  par  x'  et  j'  les  nombres  des  personnes  dont  les  âges  sont  respec- 
tivement inférieurs  à  x  et  ày, 

z-zr^x'  — y\ 

On  construira  dans  la  partie  utile  les  lignes  de  niveau  du  plan  que  représente 
cette  équation,  et  à  l'aide  de  la  table,  on  inscrira  sur  les  axes  les  valeurs  de  x  et 
de  j  qui  correspondent  aux  grandeurs  réelles  des  coordonnées  a:?'  et  y'. 

h^i  figure  Z[54  représente  ce  tableau,  construit  d'après  une  table  numérique  donnée 
par  M.  Demontférand  pour  la  répartition  de  la  population  mâle  en  France  dans 
l'année  i833  [Journal  de  l'École  Polytechnique,  XXVP  cahier,  p.  294).  Les  cotes 
mises  sur  l'axe  des  abscisses  indiquent  les  âges^  qui  correspondent  à  la  population 
mâle  x\  cette  dernière  étant  représentée  par  une  longueur  de  quatre  millimètres 
pour  un  million  d'habitants.  On  doit  concevoir  l'axe  des  ordonnées  gradué  de  la 
même  manière,  mais  les  cotes  sont  reportées  sur  la  parallèle  cjui  passe  à  l'âge  de 
quatre-vingts  ans  ;  c'est  a  cette  droite  que  le  tableau  est  limité. 

Pour  obtenir  le  nombre  d'individus  compris  entre  deux  âges  déterminés,  il  faut 
suivre  l'horizontale  correspondant  au  plus  petit  âge,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  ver- 
ticale correspondant  au  plus  grand.  La  cote  de  la  ligne  inclinée  sur  laquelle  on 
arrive  indique,  en  millions,  le  chiffre  de  la  population  mâle. 

En  opérant  de  cette  manière  pour  savoir  combien  il  y  avait  en  France,  en  i833, 
d'hommes  de  18  à  60  ans,  on  trouve  que  le  point  de  rencontre  de  la  verticale  18 
avec  l'horizontale  60  tombe  entre  les  obliques  8  et  g,  plus  près  de  celle-ci  que 
de  la  première,  a  un  cinquième  environ  de  l'intervalle  qui  les  sépare.  On  en  conclut 
que  le  nombre  d'hommes  cherché  est  d'environ  8800000;  le  calcul  exact  fait  à 
l'aide  de  la  table  numérique  donne  8792  569. 
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TABLE  ANALYTIQUE  DES  TROIS  PARTIES. 


La  première  Partie  contient  les  articles  de «  1   à     319 

.  La  seconde,  de .  = .     320  à    776 

La  troisième,  de , , , . .     777  à  1093 


Anamorphose  des  tableaux  graphiques.— Théorie 

générales  et  applications,   1090-1094. 
Angle  de  contingence.  —  Définition,  expressions, 
95,  778.   —  Grandeur  de  l'angle  d'une  droite 
avec  une  courbe,  \S5. 
(  Fo/r  Rayon  de  courbure.  ) 
Angles  de  droites  et  de  plans.  —  Théorèmes  et 
constructions  élémentaires,  46-58.  —  Problèmes 
résolus  par  la  méthode  des  projections  cotées, 
279-281. 
Angle  triëdre.  —  Résolution  dans  les  différents 
cas,  70-81,   ï 37-141.  —  Problèm.es  relatifs   à 
l'angle  trièdre  trirectangle,  82-84. 
Arête  de  rebroussement.  —  La  surface  dévelop- 
pable  a  une  arête  de  rebroussement,  44i-443, 
446.  —  Propriétés  de  cette  ligne,  447;  45i,  47^, 
486;  ses  points  de  rebroussement,  4^2-463.  — 
Arête  de  la  surface  de  l'ombre  d'une  ellipse  éclai- 
rée par  un  cercle,  489-492,  498-499,  53 1;  de 
l'hélicoïde  développable,  958,  977-979. 
Arêtes  d'une  surface  gauche.  —  Définition,  pro- 
priétés, 635,  636.  —  Arêtes  du  conoïde  géné- 
ral ,   647  ;    du    cylindroïde ,   653  ;   du  conoïde 
oblique,  658,  659;  du  conoïde  droit,  669;  du 
conoïde    circonscrit    à    une    surface    topogra- 
phique, 1066;  de  la  surface  du  biais  passé,  752. 

—  Distinction  des  arêtes  en  trois  genres,  677. 

—  Point  d'une  arête  situé  à  l'infini,  678.  — 
Rayons  de  courbure  aux  divers  points  d'une 
arête,  841-844.  —  Arêtes  ayant  un  paramètre 
fini,  655,  677,  842. 

Arrachement,  pénétration»  —  Définition  de  la 
pénétration  dans  les  intersections  de  cônes  et 
de  cylindres,  exemples,  227,  25o.  —  Définition 
et  exemples  de  ^arrachement,  23 1,  239,  245.— 
Composition  d'une  série  de  surfaces  du  second 
ordre  qui  se  rencontrent  avec  pénétration  ou 

m. 


avec  arrachement,  534,  note.  —  Développable 
circonscrite  à  deux  ellipsoïdes  qui  se  pénètrent 
ou  qui  se  coupent  avec  arrachement,  535,  536. 
Assemblages  de  charpente.  —  Exercices  de  per- 
spective axonométrique^  296,  297;  de  perspec- 
tive cavalière,  3ïi-3i3. 
Asymptote.— Définition,  92,  93.— Projection  d'une 
courbe  gauche  sur  un  plan  perpendiculaire  à  son 
asymptote,  221.  —   Asymptotes  de  la  section 
plane  d'un  cône,  173,  176;  d'un  hyperboloïde, 
212,  711,  730;  d'un  paraboloïde,  593;  d'un  cy- 
lindroïde, 653:  d'une  surface  développable,  470; 
d'un  hélicoïde  développable,  972-975,  985  ;  d'un 
hélicoïde  gauche,  989, 1029;  d'une  surface  gauche 
en  général,  748.  —  Asymptotes  de  l'intersection 
de  deux  cônes,  238,  247;  d'un  cylindre  et  d'un 
cône,  244. 
Sur  une  surface  gauche,  les  arêtes  sont  asymptotes 
des  courbes  d'ombre,  635.  —  Construction  des 
asymptotes  aux  branches  infinies  des  courbes 
d'ombre  des  surfaces  gauches  en  général,  883- 
887;  de  la  surface  de  vis  à  filets  triangulaires, 
998,  1000,  1002,  ïoi3,  1016,  1017;  de  la  sur- 
face de  vis  à  filets  carrés,  io34. 
(Foir  Branches  infinies,  Hyperbole,  Indicatrice, 
Tangente.) 

B 

Branches  infinies.  —  D'une  courbe  plane,  91-92, 
182-184.  —  Projections  des  courbes  à  branches 
infinies,  221-222.  —  Branches  infinies  de  la  sec- 
tion plane  d'un  cône,  173,  176;  d'un  hyperbo- 
loïde, 210,  212,  71Ï-713,  7^0;  d'un  parabo- 
loïde, 593, 600  ;  d'un  cylindroïde,  653  ;  d'une  dé- 
veloppalDle,  470;  de  l'hélicoïde  développable, 
972-975;  d'une  surface  gauche,  599,  748;  de  la 
surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires  et  de  la 
surface  de  la  vis  à  filets  carrés,  989,  1029.  -^ 
Branches  infinies  de  l'intersection  de  deux  cônes, 


>.o6 
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237-24'î,  a47-îi49;  d'un  cône  et  d'un  cylindre, 
9.43,  ^44;  de  deux  surfaces  de  révolution,  ^58, 
4 ia-4i 3.  — Branches  infinies  des  lignes  d'ombre 
d'une  surface  gauche,  635^  638,  747  ;  du  coi^Qïdp, 
660,  83 ï;  de  la  surface  de  la  vis  à  filets  trian- 
gulaires, 998,  1000,  1002,  1008. 


(Cercle.  —  Les  sécantes  communes  de  trois  cercles 
considérés  deux  à  deux  se  coupent  en  un  même 
point,  763.— Perspective  axonométrique  et  per- 
spective cavalière  du  cercle,  298-303,  3 14.  — 
Sections  circulaires  du  tore^  870-872.  —  Déter- 
mination par  un  cercle  des  paramètres  des  héli- 
coïdes  réglés  qui  peuvent  être  développés  sur 
un  hélicoïde  donné,  964-966,  981.  —  La  courbe 
d'ombre  d'une  surface  de  vis  à  filets   carrés, 
pour  des  rayons  parallèles,  se  projette  suivant  un 
cercle  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  io3o, 
io3i. 
Cercle  osculateur. —  Définition,  21 5. 
Changement  des  plans  jde  projection,  —  Expo- 
sition de  la  méthode,  69,  60.  —  Application  de 
la  méthode  à  la  détermination  de  la  plus  courte 
distance  de  deux  droites,  61-64;  à  la  détermi- 
nation des  ombres  d'une  maison  et  d'une  niche, 
325  et  338;  à  l'étude  d'une  surface  d'ombre, 
493  ;  à  l'étude  du  paraboloïde,  594,  604,  6o5  ;  à 
la  construction  des  lignes  doubles  d'une  surface 
d'égale  pente,  678;  à  la  construction  des  sec- 
tions du  second  ordre  du  conoïde  oblique,  668; 
à  la  représentation  de  deux  hyperboloïdes  qui 
se  raccordent,  730. 
{ Foi?'  Projections  auxiliaires.  ) 
C0NCH0ÏDE.   —  La  projection  horizontale   de   la 
courbe  d'ombre  du  tore  dans  le  cas  de  rayons 
parallèles  est  la  conchoïde  d'une  ellipse,  368-369. 
—  La  section  de  la  surface  du  biais  passé  par  un 
plan  perpendiculaire  à  la  directrice  rectiligne 
est  une  conchoïde  à  plusieurs  directrices,  767- 

769- 

CÔNE.  ■— Définition,  représentation  et  propriétés, 
119- 123.  — Problèmes  divers  de  plans  tangents, 
i3o-i32,  i34,  286-288.  —Sections  planes,  178, 
179.— -Intersection d'un  cône  avec  un  autre  cône, 
un  cylindre  ou  une  surface  de  révolution,  224- 
233, 237-250, 256. —Cône  ayant  un  rebroussement 
le  long  d'une  génératrice,  216-217.—  Cône  for- 
mant la  transition  entre  deux  séries  d'hyperbo- 
loïdeS;,  les  uns  à  une  nappe  et  les  autres  à  deux 
nappes,  534,  note.  —  Ombre  d'un  cône  percé 
d'un  trou  cylindrique,  332-335.  —  Cône  formé 
par  les  asymptotes  des  indicatrices  d'un  système 
d'hélicoïdes  ayant  une  même  méridienne,  1049, 
note. 
Cône  asymptote  de  l'hyperboloïde  de  révolution, 
2o3-2o4;  de  l'hyperboloïde  scalène,  692,  693. 
CÔNE  DE  RÉVOLUTION.  ~  Principales  propriétés, 


124,  125.  —  Sections  planes,  163-177.  —  Solu- 
tion de  divers  problèmes  à  l'aide  du  cône  de  ré- 
volution, 126,  i33-i4i,  272.  —  Le  cône  direc- 
teur d'une  surface  d'égale  pente  et  celui  d'un 
hélicoïde  gauche  sont  de  révolution,  545  et  957. 

CÔNE  DIRECTEUR  d'uNE  SURFACE  REGLEE.  —  Défi- 
nition, 466.  —  Utilité  pour  définir  la  génération 
d'une  surface,  467- 

Cône  directeur  d'une  développable,  4^^7-469.  — 
Son  utilité  dans  les  constructions,  47^,  4^1  •  — 
Cône  directeur  osculateur,  486.  —  Cône  direc- 
teur de  la  développable  circonscrite  à  deux  sur- 
faces concentriques  du  second  ordre,  542-543  ; 
de  la  surface  d'égale  pente,  545-546;  de  l'hé- 
licoïde  développable,  968-972,  978,  987. 

Propriétés  du  cône  directeur  d'une  surface  gauche, 
6i4-6i5.  —  Son  utilité  pour  les  tracés,  746-748. 

—  Cône  directeur  de  l'hyperboloïde,  685,  692, 
693  ;  de  la  surface  du  biais  passé,  754-755  ;  de 
Thélicoïde  réglé,  957. 

Cône  ou  cylindre  circonscrit.  —  Construction  de 
la  courbe  d'ombre  d'une  surface  de  révolution 
par  la  méthode  des  cônes  ou  des  cylindres  cir- 
conscrits, 343-349,  356-361,  —  Cône  criconscrit 
à  un  paraboloïde,  607-609;  à  un  hyperboloïde, 
715-717:  à  une  surface  gauche,  617,  638,  744" 

—  Cylindre  circonscrit  à  un  paraboloïde,  609; 
à  un  hyperboloïde,  717.  —  Cas  où  le  cône  cir- 
conscrit à  une  surface  a  un  rebroussement  le 
long  d'une  génératrice,  891.  — •  Cônes  et  cylin- 
dres circonscrits  aux  surfaces  topographiques, 
1069-1071, 

(Foir  Lignes  d'ombre.) 

GoNOÏDE.  —  Théorie  générale,  Liv.  vu,  Chap.  m. 

—  Lorsqu'un  point  lumineux  est  sur  la  généra- 
trice supérieure  d'un  conoïde,  il  se  trouve  à 
égales  distances  du  point  où  la  ligne  d'ombre 
traverse  cette  droite  et  du  sommet,  834.  —  Les 
secondes  asymptotes  des  indicatrices  d'un  co- 
noïde aux  divers  points  d'une  génératrice  for- 
ment un  paraboloïde,  825.  —  Lignes  de  plus 
grande  pente  d'un  conoïde  dont  le  plan  directeur 
est  horizontal,  jo8i. 

Conoïde  de  la  voute  d'arêtes  en  tour  ronde. 

—  Intersection  par  un  tore  elliptique,  671-674, 
866.  —  Intersection  par  un  cylindre,  675.  — 
Bayon  de  courbure  de  la  directrice,  948. 

Conoïde  droit.  —  Théorie  générale,  669-670.  — 
Arêtes,  génératrices  singulières,  669,  839,  841. 

—  Conoïde  droit  employé  comme  surface  auxi- 
liaire, 676.  —  Intersection  d'un  conoïde  droit 
et  d'un  héhcoïde,  1048.  —  La  surface  de  la  vis 
à  filets  carrés  est  un  conoïde  droit,  io25. 

Conoïde  oblique.  —  Théorie  générale,  657-668.  ~ 
Arêtes  du  conoïde  oblique,  677. 

Contour  apparent.  —  Quand  une  courbe  tracée 
sur  une  surface  est  tangente  à  son  contour  ap- 
parent, le  contact  s'élève  au  troisième  ordre  sur 
le  plan  de  projection,  195,  note,  233,  note.  — 
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Le  contour  apparent  d'une  surface  d'égale  pente 
sur  un  plan  vertical  est  formé  par  l'ensemble  des 
génératrices  parallèles  à  ce  plan,  545,  578.  ~ 
La  ligne  de  striction  d'un  conoïde  est  son  con- 
tour apparent  par  rapporta  son  plan  directeur, 

[Voir  Cône,  Cylindre,  etc.) 
Coupe,  —  [Foir  Figures  géométrales.) 
Courbe  graphique.  —  Définition,  tracé,  tangentes, 
98,  100,  loi.  —  Cylindre  ayant  pour  directrice 
une  courbe  graphique,  11 5. 
Courbes  d'erreur.  —  Courbes  pour  construire  la 
tangente  à  une  courbe  graphique  en  un  point 
donné,  pour  déterminer  le  point  de  contact 
d'une  tangente  à  une  courbe  graphique,  pour 
déterminer  le  point  d'une  courbe  tracée  où  la 
tangente  est  parallèle  à  une  droite  donnée,  100, 
ici;  pour  déterminer  les  points  des  projections 
de  la  section  plane  d'un  tore  où  la  tangente  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  19G;  pour 
déterminer  les  points  limites  de  la  courbe  d'om- 
bre d'une  surface  de  révolution  ou  d'une  surface 
hélicoïde,  8g4-8g6,  898-900,  io5i;  pour  tra- 
cer une  hgne  d'égale  pente  entre  deux  points 
donnés  sur  une  surface  topographique,  106a; 
pour  construire  les  tangentes  au  point  double 
de  l'intersection  de  deux  surfaces  qui  se  tou- 
chent, 236. 
Courbure  des  surfaces.  —  Théorie  générale, 
Liv.  VIII,  Chap.  I.  —  Applications  diverses, 
Liv.  vfii,  Chap.  ii.  —  Théorème  des  tangentes 
conjuguées,  Liv.  viii,  Chap.  m.  —  Lignes  tra- 
cées sur  une  surface  et  relatives  à  ses  courbures, 
Liv.  VIII,  Chap.  iv.  —  Théorèmes  relatifs  aux 
courbures  de  la  surface  de  la  vis  à  filets  trian- 
gulaires, 1004,  ioo5,  10^4;  de  la  surface  de  la 
visa  filets  carrés,  io38-io4i;  des  hélicoïdes  non 
réglés,  io49-io5i  ;  de  l'hélicoïde  gauche  géné- 
ral, io52. 
[Voir  Indicatrice.) 

Courbure  géodésique.  —  Définition,  947. 
Cycloïde.  —  Définition;  toute  cycloïde  est  l'ombre 
d'une  hélice  pour  une  direction  donnée  de 
rayons  parallèles,  954.  —  La  projection  oblique 
d'une  hélice  sur  un  plan  perpendiculaire  à  son 
axe  est  une  cycloïde  raccourcie  ou  allongée, 
.  955. 

Cylindre.— Définition, représentation  et  principales 
propriétés,  Il o- II 8.—  Problèmes  divers  de  plans 
tangents,  127-129,  i33.  —  Sections  planes,  142- 
162.  —  Intersection  d'un  cylindre  et  d'un  cône, 
224-228,  243-246;  de  deux  cylindres,  234-236; 
d'un  cylindre  et  d'une  surface  de  révolution,  253- 
255.— Perspective  cavalière  d'un  cylindre  verti- 
cal, 3 14.  —  Si  une  génératrice  d'un  cylindre  est 
tangente  à  la  directrice,  le  cylindre  présente  un 
rebroussement  le  long  de  cette  droite,  216-217. 
—  Intersection  du  conoïde  de  la  voûte  d'arêtes 
en  tour  ronde  par  un  cylindre  de  môme  axe, 


675.  —  Ombres  d'un  cylindre  couché  sur  un 
plan  horizontal,  33o-33i. 

[Voir  Cône  ou  cylindre  circonscrit.  Développe- 
ment.) 

Cylindroïde.  —  Théorie  générale,  649-656.  — 
Arêtes  du  cylindroïde,  677,  843. 

D 

déformation  des  surfaces.  —  Déformation  des 
surfaces  développables,  484;  des  surfaces  gauches, 
775-776;  des  hélicoïdes  gauches,  962-965;  des 
héhcoïdes  développables,  981.  —  Énoncé  du 
théorème  de  Gauss,  826,  note. 

Développantes,  développées.  —  Développantes 
d'une  courbe  plane,  436-44o  ;  d'une  courbe  gau- 
che, 441,  442,  473,  483;  d'une  hélice,  949. 
~  Développante  de  cercle  trace  horizontale  de 
l'héhcoïde  développable,  951,  968  ;  a  pour  trans- 
formée une  autre  développante  de  cercle,  979. 
--  Relations  graphiques  entre  la  spirale  d'Ar- 
chimède  et  la  développante  de  cercle,  990. 

Développement.—  Du  cylindre,  117-1 18,  144-145, 
i58-i59;  du  cône  général,  122,  178;  du  cône  de 
révolution,  167-171,  175-176;  des  surfaces  déve- 
loppables en  général,  47^-484;  d'une  surface 
d'ombre,  492;  des  surfaces  d'égale  pente,  546; 
d'un  hélicoïde  développable,  977-980. 

[Voir  Transformées  par  développement.  ) 

Déviation.  —  Dt^finition,  théorème  de  M.  Ber- 
trand, 781-783.  —  Grandeur  de  la  déviation, 
811.  —  Paramètre  de  déviation,  812-81 3,  85i, 
853.  —  Axes  de  déviation,  814. 

Division  homographique.  —  Définition  et  princi- 
pales propriétés,  694-696,  702-704.  ~  Division 
homographique  des  génératrices  d'un  hyperbo- 
loïde,  697,  698;  d'une  surface  gauche,  933; 
d'une  développable  circonscrite  à  une  série  de 
surfaces  du  second  ordre,  941,  note.  —  Division 
homographique  des  tangentes  à  une  conique,  718; 
d'une  génératrice  commune  à  deux  surfaces 
gauches,  626. 

E 

Élévation.  —  [Voir  Figures  géométrales.) 
Ellipse.    —    Constructions  relatives   à  l'ellipse, 
i52-i54,  367,  493,  676,  779,  493  note.  —  Ellipses 
homoiogiques,   388-391,    410-411,   416-419.  •— 
Ellipses  isométriques,  309-3 10.  —  Surface  de 
l'ombre  d'une  ellipse  éclairée  par  un  cercle,  488- 
493.  —  Surface  d'égale  pente  circonscrite  à  une 
ellipse,  548-583.  —  Génération  par  des  ellipses 
du  cylindroïde  elliptique,  65o  ;  du  conoïde  ellip- 
tique, 667-668.  —  Les  lignes  d'ombre  d'un  ellip- 
soïde sont  des  eUipses,  366.— La  projection  ver- 
ticale du  contour  apparent  de  la  surface  du  biais 
passé  est  une  ellipse,  765 
(  Voir  Indicatrice,  Section  conique.) 
.Ellipsoïde  de  révolution.  —  Intersection  avec 

27. 
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un  cône,  256.  —  Intersection  de  deux  ellip- 
soïdes de  révolution  dont  les  axes  se  coupent, 
257-260,  412-418.  —  Ligne  d'ombre  d'un  ellip- 
soïde de  révolution,  356-367.  —  Ellipsoïde  de 
révolution  osculateur,  794. 

Ellipsoïde  scalène.  —  Ellipsoïdes  inscrits  dans 
une  développable,  526,  565.  —  Ellipsoïde  oscu- 
lateur d'une  surface  convexe,  794,  795.—  Séries 
d'ellipsoïdes  contenant  une  même  courbe  gauche, 
534,  note. —Lignes  de  courbure  d'un  ellipsoïde, 
921-927.  —  Polhodies  tracées  sur  un  ellipsoïde, 
944,  945. 

Enveloppe,  enveloppées.  ~  Théorie  générale  des 
enveloppes  et  des  enveloppées,  432-434-  —  Une 
développable  est  l'enveloppe  d'une  série  de 
plans,  444;  d'une  série  de  cônes,  454,  467.  — 
Application  de  la  théorie  des  enveloppes  à  la 
détermination  des  lignes  d'ombre,  435.  —  Para- 
bole enveloppe  d'une  droite  mobile,  611.  —  Co- 
nique enveloppe  d'une  droite  mobile,  718.  — 
La  développable  circonscrite  à  deux  coniques  est 
l'enveloppe  d'une  série  de  surfaces  du  second 
ordre,  525-527,  53o-532^  537-540. 

Équation  du  troisième  degré.  —  Tableau  gra- 
phique pour  la  résolution  de  l'équation  numé- 
rique du  troisième  degré,  1088. 


Figures  géométrales.  —Définition,  290.  —  Resti- 
tution des  figures  géométrales  d'un  objet  repré- 
senté par  une  figure  axonométrique,  3o5. 


Groupes  de  génératrices.  —  Dans  la  développable 
circonscrite  à  deux  coniques,  les  génératrices 
appartiennent  huit  par  huit  à  des  hyperboloïdes, 
5i7,  5i8.  —  Détermination  des  génératrices  d'un 
même  groupe,  Sig.—  Les  sommets  sont  sur  les 
génératrices  d'un  groupe  formé  de  quatre  droites, 
§20.  —  La  considération  des  groupes  permet  de 
classer  les  différentes  variétés  de  la  surface,  52i, 
522.  —  Les  hyperboloïdes  des  groupes  sont 
inscrits  dans  la  développable,  529, 

Groupes  de  génératrices  sur  une  surface  d'égale 
pente,  562,  579;  sur  la  surface  du  biais  passé, 
750,  751. 


H 


HÉLICE.  —  Définition  et  principales  propriétés, 
949-955.  —  Rayon  de  courbure  d'une  héhce, 
977)  97^-  —  Hélice  lieu  des  centres  de  cour- 
bure d'une  autre  hélice,  982-983.  —  Hélices 
excentriques  de  la  surface  de  la  vis  à  filets 
carrés,  1026. 

HÉLicoïDE  DÉVELOPPABLE.  —  Définition,  958,  — 
Développable  asymptote  d'un  hélicoïde  gauche, 
966.  —  Théorie  générale  de  l'hélicoïde  déve- 
loppable, LlY.  IX,  GhAP.   II. 


HÉLICOÏDE  NON  RÉGLÉ.  —  Définition,  956,  —  Théo- 
rie générale,  Liv.  ix,  Chap.  v. 
HÉLICOÏDE  RÉGLÉ.  —  Théoric  générale,  957-967.  — 
Construction  du  plan  tangent,  io23.  —  Lignes 
de  plus  grande  pente,  108 t. 
(  Voir  Surface  de  la  vis  à  filets  carrés,  Surface  de 

la  vis  à  filets  triangulaires.) 
Hyperbole.  —  Constructions  graphiques  relatives 
à  l'hyperbole,   249,   4i2-4i5.  —  Section  plane 
d'un  cône  de  révolution,  172-177.  — Méridienne 
de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une 
droite,  202,  —  Section  plane  de  cotte  surface, 
211,  212;  de  la  surface  gauche  qui  a  trois  di- 
rectrices rectilignes^  687 , 7 10-7 1 3;  du  paraboloïde 
hyperbolique,  593.  —  Projection  de  l'intersec- 
tion de  deux  cônes,    247-250;  de  deux  ellip- 
soïdes de  révolution,  258.  —  Hyperbole  direc- 
trice d'une  surface  d'égale  pente,  58o.  —  Ligne 
d'ombre  du  paraboloïde,  607.  —  Projection  du 
contour  apparent  de  la  surface  du  biais  passé, 
758.  —  Lieu  des  centres  des  cercles  qui  tou- 
chent   deux    cercles    égaux,    872.  —  Lieu  des 
centres  de  courbure  d'une  surface  gauche  aux 
divers  points  d'une  génératrice  singulière,  837, 
841,  —  Projection  du  lieu  des  centres  de  cour- 
bure principaux  d'un  conoïde,    aux   différents 
points  d\me  génératrice,  sur  un  plan  parallèle 
au  plan  directeur,  io38.  —  Ligne  de  niveau  du 
tableau  graphique  propre  à  remplacer  la  table 
de  Pythagore,  io85. 
(Fb/r  Indicatrice,  Section  conique.) 
Hyperboloïde  a  DEUX  NAPPES.  —  Hypcrboloïdcs  a 
deux  nappes  inscrits  dans  une  développable,  526, 
565.  ~  Hyperboloïdes  à  deux  nappes  osculateurs 
d'une  surface  convexe,  794.  —  Hyperboloïdes  à 
deux  nappes  contenant  une  même  courbe  gauche, 
534,  note.  —  Lignes  de  courbure  de  l'hyperbo- 
loïde  à  deux  nappes,  927. 
Hyperboloïde  gauche  de  révolution.  —  Théorie 
générale,   197-212,  —  Théorèmes  et  exercices, 
727-738.  —  Hyperboloïde  de  révolution  se  rac- 
cordant avec  une  surface  gauche,.  743.  —  Lieu 
des  centres  des  sphères  bitangentes  à  un  tore, 
871-872.  —  Hyperboloïde    applicable   sur  des 
hélicoïdes,  963. 
Hyperboloïde  gauche  sgalène.  —  Théorie  géné- 
rale, Lïv.  Yii,  Chap.  iv.  —  Hyperboloïdes  in- 
scrits dans  une  développable,  526,  565.  —  Hyper- 
boloïdes contenant  une  même  courbe,  534,  note. 
—  Hyperboloïdes  de  raccordement,  744-745.  — 
Hyperboloïde  osculateur  d'une  surface  gauche  le 
long  d'une  génératrice,   825.  —  Hyperboloïdes 
osculateurs  d'une  surface  à  courbures  opposées, 
79^-799-  —  Lignes  de  courbure  d'un  hyperbo- 
loïde, 928.  ~  Les  tangentes  de  plus  grande  pente 
à  une  surface  de  vis  à  filets  triangulaires,  aux 
divers  points  d'une  génératrice,  forment  un  hy- 
perboloïde, 992. 
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1048;  de  deux  surfaces 


Lndicatrige.  —  Définition,  propriétés,  787,  789, 
792,  795.  ~  Ellipse  indicatrice,  798,   796.  — 
Hyperbole  indicatrice,  796.  —  Cas  oii  l'un  des 
rayons  principaux  est  infini  on  nul,  800,  807, 
808.  —  Contact  d'une  asymptote  de  l'indicatrice 
avec  la  section  par  le  plan  tangent  ou  avec  une 
courbe  dont  le  plan  osculateur  est  tangent  à  la 
surface,  797,  818. 
Construction  des  asymptotes   de  l'indicatrice,  en 
un  point  donné,  d'une  surface  de  révolution,  822  ; 
d'une  surface  de  vis  à  filets  triangulaires,  1004  ; 
d'une  surface  de  vis  à  filets  carrés,  io38,  1089; 
d'un  hélicoïde  dont  la  méridienne  est  connue^ 
io49~io5i;  d'un  hélicoïde  gauche  général,  loSa; 
d'une  surface  topographique,  ïo65. 
(Forr  Lignes  asymptotiques.    Parties   virtuelles, 
Rayons   de  courbure,  Sections  normales,  Tan- 
gentes conjuguées.) 
Infini.  —  Une  ligne  droite  n'a  qu'un  point  à  l'in- 
fini, 91.  —  Les  points  d'un  plan  situés  à  l'infini 
doivent  être  considérés  comme  appartenant  à  une 
droite,  408. —Les  points  deTespace  situés  à  l'in- 
fini doivent  être  considérés  comme  appartenant 
à  un  plan,  565.  —  Point  d'inflexion  et  point  de 
rebroussement  à  Pinfini,  182-184.  —  Le  cône  di- 
recteur d'une  surface  réglée  a  pour  directrice  la 
section  de  la  surface  par  un  plan  situé  à  l'infini, 
466.— Développable  circonscrite  à  deux  coniques 
dont  une  à  l'infini,  5o8,  5i6,  537-543.  —  Un  co- 
noïde  a  une  directrice  rectiligne  située  à  l'infini 
dans  son  plan  directeur,  641.  ~  Le  cylindroïde 
elliptique  possède  une  ligne  double  de  contact 
à  l'infini,  653.  — -  Le  conoïde  oblique  peut  avoir 
une  ligne  d'ombre  à  l'infini,  661. 
(  Foir  Asymptotes,  Branches  infinies.) 
InflexioiN.  —  Définition,  87,   21 5.  —  Rayon  de 
courbure  à  un  point  d'inflexion,  94,  437.  —  Point 
d'inflexion  à  l'infini,  182-183.  —  Inflexions  de  la 
transformée  de  la  section  plane  d'un  cylindre, 
ï45;  de  la  section  plane  d'un  cône  de  révolu- 
tion, 169-171  ;  d'une  courbe  tracée  sur  une  dé- 
veloppable quelconque,    477-479.  ~  Inflexions 
de  la  projection  d'une  courloe  gauche  en  général, 
217-219;  de  l'arête  de  rebroussement  d'une  dé- 
veloppable, 447;  d'une  hélice  sur  un  plan  pa- 
rallèle à  l'axe,  953.  —  Surfaces  gauches  dont  les 
directrices  ont  des  inflexions,  680. 
Intersections  de  surfaces  courbes.  —  Liv.  11, 
UïiAP.  Yi.  —  Intersection  des  surfaces  réglées 
entre  elles  et  avec  les  surfaces  de  révolution,  670; 
d'un  conoïde  droit  avec  un  tore  de  même  axe, 
671-674  ;  du  conoïde  de  la  voûte  d'arêtes  en  tour 
ronde  avec  un  cylindre  de  révolution  de  même 
axe,  675;  de  deux  hyperboloïdes  qui  se  raccordent 
le  long  d'une  génératrice  commune,    733.-738  ; 
de  deux  surfaces  gauches  qui  se  raccordent  le 
long  d'une  génératrice  commune,  827;.  d'un  hé- 


licoïde et  d'un  conoïde, 

topographiques,  1059. 
(Foir  Ligne  double,  Section  plane.  Tangente.) 
Intersection  d'une  droite  et  d'une  surface.  — 

Intersection  d'une  droite  et  d'un  hyperboloïde 

de  révolution,  207  ;  d'une  droite  et  d'une  surface 

topographique,  1060. 


Ligne  de  striction.  —  Définition,  621.  —  Lignes 
de  striction  du  paraboloïde,  643;  du  conoïde 
général,  642;  du  cylindroïde,  654;  du  conoïde 
oblique,  665;  du  conoïde  droit,  669;  de  l'hy- 
perboloïde,  719-722;  de  la  surface  du  biais 
passé,  772;  des  hélicoïdes  gauches,  959.  — 
Toute  hgne  asymptotique  d'une  surface  est  la 
ligne  de  striction  de  la  surface  lieu  des  normales 
en  ses  diflerents  points,  856.  —  Quand  une  sur- 
face gauche  a  une  directrice  rectihgne,  et  que 
les  génératrices  rencontrent  cette  droite  sous  un 
angle  constant,  elle  est  la  hgne  de  striction  de 
la  surface,  1022. 
{ Foir  Point  central .  ) 

Lignes  asymptotiques.  —  Définition,  propriétés, 
820,  932.  —  Lignes  asymptotiques  des  surfaces 
gauches,  933-935;  des  surfaces  de  révolution, 
936;  de  la  surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires, 
Ï024  ;  de  la  surface  de  la  vis  à  filets  carrés,  io38. 
Lignes  DE  courbure.  —  Définition,  820.  —  Théo- 
rie générale  et  applications  diverses,  911-931.— 
Lignes  de  courbure  delà  surface  de  la  vis  à  filets 
triangulaires,   1024;  de  la  surface  de  la  vis  à 
filets  carrés,  1040. 
Lignes  d'égale  pente.  —  Définition,    construc- 
tions, 1061-1062. 
Lignes  de  niveau.— Définition,  utilité,  io54-io6o. 
Lignes  de  plus  grande  pente.  —  Définition,   dé- 
termination sur  diverses  surfaces,  1 072-1 082. 
Lignes  d'ombre  portée.  —  Lignes  de  l'ombre  por- 
tée par  des  lignes  sur  une  surface,   288-289, 
320-341,  378-399.  —  Ligne  de  l'ombre  portée 
par  une  surface  sur  elle-même,  901-907, 
Lignes  d'ombre  propre.  —  Lignes  d'ombre  du  cy- 
lindre et  du  cône,  i32,  288-289,  328-335;  d'une 
surface  de  révolution,  342-376,  893-900  ;  du  pa- 
raboloïde, 607-609  ;  d'une  surface  gauche  quel- 
conque, 617,  634,  635,  638;  du  conoïde  géné- 
ral, 646-647;  du  conoïde  oblique,  660-661  ;  de 
la  surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires ,  994- 1 020  ; 
de  la  surface  de  la  vis  à  filets  carrés,  io44-ïo45  ; 
d'une  surface  du  second  ordre  éclairée  par  une 
autre  surface  du  second  ordre,  535. 
(Foir  Cône  circonscrit,  Ombres  linéaires,  Parties 

virtuefies,  Tangentes  conjuguées.  ) 
Lignes  doubles.  —  Lignes  doubles  d'une  dévelop- 
pable en  général,  455,  458-461,  476;  delà  dé* 
veloppable  circonscrite  à  deux  coniques,  491, 
493-497,  5oi-5o4,  517-522;  d'une  surface  d'égale 
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pente,  55o,  557-56o,  566-584  ;  d'une  snrface 
gauche  en  général,  6i8,  632-633;  de  la  surface 
du  biais  passé,  778  ;  de  Thélicoïde  réglé,  967. 

Génératrice  double  ou  isolée  d'un  conoïde  oblique, 
667;  d'nn  cylindroïde  elliptique,  653  et  erratum 
de  la  seconde  partie  ;  d'un  cône  circonscrit  à  un 
tore,  904,  906. 

Lignes  et  points  éloignés.  —  Réduction  d'échelle, 
65-67,  664.  —  Déplacement  des  plans  de  pro- 
jection, 4^-49;  ^35,  '255,  2,60,  553,  665,  903. 
— -  Plan  sécant  auxiliaire,  23o.  —  Figures  auxi- 
liaires homothétiques,  68,  2.3o,  note.  —  Figures 
auxiliaires  homologiques,  404.  —  Constructions 
diverses,  69,  [\^\. 

Lignes  géodésiques.  —  Définition  ;  propriété  ca- 
ractéristique, 946.  —  Lignes  géodésiques  d'une 
développable,  482,  4^3. 

Lignes  tangentes  aux  sections  normales  suros- 
cuLÉES  PAR  des  CERCLES.  ~  Théoric  générale, 
937-938.  —  Détermination  de  ces  lignes  sur  les 
surfaces  du  second  ordre,  939-945;  sur  la  sur- 
face de  la  vis  à  filets  carrés,  1041. 

Logarithmique.  —  Représentation  d'une  logarith- 
mique par  une  droite  cotée,  1084. 

Lumière  diffuse,  lumière  reflétée. —Notions, 
43i. 

M 

Maison.  —  Ombres  d'une  maison,  325-329. 

N 


Niche  sphérique.  —  Perspective  axonométrique 
d'une  niche,  298-305.  —  Perspective  cavahère, 
3i7-3i8.  -—  Ombres  d'une  niche  représentée  par 
des  figures  géométrales,  336-34i  ;  par  une  figure 
axonométrique,  392,  396;  par  une  figure  cava- 
lière, 397-399. 

Normale.  —  Normale  d'une  courbe  plane,  95.  — 
Normale  principale  d'une  courbe  gauche,  935. 
■—  Cône  lieu  des  normales  d'une  surface  de  ré- 
volution aux  divers  points  d'un  parallèle,  186. 

—  Paraboloïde  lieu  des  normales  d'une  surface 
gauche  aux  divers  points  d'une  génératrice, 
620.  —  Surfaces  gauches  lieux  de  normales  à 
une  surface,  845-858.  —  Problème  de  la  normale 
parallèle  à  une  droite  donnée^,  428^  43o,  648, 
662,  993.  —  Théorème  de  M.  Bertrand  sur  les 
déviations  des  normales  à  une  surface,  781-785. 

—  Construction  de  la  normale  en  un  point  d'un 
hélicoïde  quelconque,  1046.—  Résolution  de  l'é- 
quation du  troisième  degré  par  la  construction 
des  normales  à  la  parabole,  1088,  note. 

[Voir  Plan  tangent.) 

0 


Ombilics.  ~  Définition,  793.  —  La  surface  gauche 
lieu  des  normales  à  une  surface  a  un  sommet 
quand  la  directrice  passe  à  un  ombilic,  857.  — 


Ombilics  des  surfaces  du  second  ordre,  923, 925, 
928.  —  Dispositions  des  lignes  de  courbure  près 
d'un  ombilic,  980. 

Ombres  linéaires.  —  Ombres  sur  les  figures  géo- 
métraleS;,  Liv.  y,  Chap.  i.  —  Ombres  sur  les 
figures  axonométriques  et  cavalières,  Liv.  v, 
Chap.  ii. 

(Fo/7'Cône  et  cylindre  circonscrits,  Lignes  d'om- 
bre portée.  Lignes  d'ombre  propre,  Surfaces 
d'ombre  et  de  pénombre.  Tangentes  conjuguées.) 

P 

Parabole.  ■—  Section  du  paraboloïde  par  un  plan 
parallèle  à  Taxe,  600.  —  Courbe  d'ombre  du  pa- 
raboloïde pour  des  rayons  parallèles,  609.  — 
Lignes   de    striction  du   paraboloïde,  643.  — 
Section  de  l'hyperboloïde  par  un  plan  tangent 
à  son  cône  asymptote,  714-  —  Section  de  la 
surface  du  biais  passé  par  un  plan  tangent  le 
long  d'une  génératrice  singulière,  771. —  Lieu 
des  centres  de  courbure  des  sections  faites  dans 
un  conoïde  par  des  plans  perpendiculaires  à  une 
génératrice  singulière,  839.  —  Enveloppe  d'une 
droite  mobile  dont  les  points  de  rencontre  avec 
deux  droites  situées  dans  un  plan  ont  des  vitesses 
égales,  611.  —  Surface  d'égale  pente  circonscrite 
à  une  parabole,  584-  —  Rayon  de  courbure  de 
la  parabole,  780.—  Résolution  de  l'équation  du 
troisième  degré  par  la  construction  des  normales 
à  la  parabole,  1088,  note. 
Paraboloïde  elliptique.  -—  Transition  d'une  suite 
d'hyperboloïdes  à  deux  nappes  à  une  suite  d'el- 
lipsoïdes dans  le  système  des  surfaces  du  second 
ordre  inscrites  dans  une  même  développable, 
526. 
Paraboloïde  hyperbolique.  —  Théorie  générale, 
Liv.  VI,  Chap.  ï.  —  Paraboloïdes  de  raccorde- 
ment à  une  surface  gauche,  6x5,  616.  —  Para- 
boloïdes normaux,  paraboloïde  des  normales, 
619-621,  743.  —  Application  de  la  méthode  du 
paraboloïde  de  raccordement  à  la  construction 
du  plan  tangent  au  conoïde  général,  644-646; 
au  cylindroïde,  65i;  au  conoïde  oblique,  662, 
665  ;  au  conoïde  droit,  672  ;  à  une  surface  gau- 
che quelconque,  740,  745;  à  la  surface  du  biais 
passé,  755. 
Lignes  de  striction  du  paraboloïde,  643.  —  Para- 
mètre des  génératrices,  656.  —   Les  secondes 
asymptotes  des  indicatrices  d'un  conoïde  aux 
divers  points  d'une  génératrice  rectiligne  for- 
ment un  paraboloïde,  825.  —  La  Table  de  Py- 
thagore  a  pour  expression  géométrique  un  para- 
boloïde, io85. 
Paramètre  de  distribution.  —  Définition  et  prin- 
cipaux théorèmes,  622-624.—  Quand  deux  géné- 
ratrices de  deux  surfaces  gauches  ont  des  para- 
mètres égaux,  on  peut  placer  ces  surfaces  de 
manière  qu'elles  se  raccordent  dans  quatre  posi- 
tions relatives  différentes,  628. 
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Paramètre  des  génératrices  du  cylindroïde,  655  ;  du 
paraboloïde,  656  ;  du  conoïde  oblique,  663  ;  de 
1  hyperboloïde  scalène,  721  ;  de  l'hyperboloïde 
de  révolutiou,  727  ;  de  la  surface  du  biais  passé, 
77'2-774.  —  Des  hélicoïdes  gauches,  960-961. 
Distinction  des  arêtes  en  trois  genres  par  la  con- 
sidération du  paramètre,  677.  —  Théorème  re- 
latif aux  arêtes  qui  ont  un  paramètre  fini,  843.; 
843. 
Construction   du    paramètre    d'une    génératrice, 
quand   on  connaît  les  plans  tangents   en  trois 
points,  845,  846.  —  Détermination  du  paramètre 
des  génératrices  d'une  surface  lieu  de  normales, 
849. 
(  Voir  Plan  central;,  Point  central.) 
Parties  parasites  des  courbes.  —  Définition,  97. 
~  Arcs  parasites  des  projections,  220.  —  Arcs 
parasites  de  la  projection  de  l'intersection  de 
deux  cônes,  ^49  ;  de  deux  surfaces  de  révolu- 
tion, ^58;  d'un  tore  et  d'un  conoïde  droit,  673, 
674.  —  Arcs  parasites  de  la   projection  de  la 
ligne  d'ombre  d'une  surface  de  révolution,  35 1, 
352,  354,  364;  de  l'arête  de  vrebroussement  de 
la  développabie  circonscrite  à  deux  coniques, 
498-499;  des  lignes  de  plus  grande  pente  d'un 
eUipsoïde  et  d'un  hyperboloïde,  1075.  —  Arcs 
parasites  :des  lignes  transformées  par  anamor- 
phose dans  les  tableaux  graphiques,  1092. 
Parties  parasites  ou  isolées  des  directrices  d'une 
surface  développabie^  458-46i,  468;  de  la  dé- 
veloppabie circonscrite  à  deux  coniques,  495, 
532,  553;  des  directrices  d'une  surface  gauche, 
632,  633  ;  de  la  directrice  rectiligne  du  conoïde 
oblique,  et  de  la  surface  du  biais  passé,  658 
et  75i. 
Parties  parasites  des  surfaces.  —  Définition,  107. 
—  Partie  parasite  du  cône  directeur  de  la  sur- 
face du  biais  passé  et  du  plan  directeur  d'un 
conoïde,  754. 
Parties  virtuelles,  parties  réelles.  —  Défini- 
tion des  parties  virtuelles  des  courbes  d'ombre 
propre,  888,  335.  —  Au  point  limite  d'un  arc 
réel  la  tangente  de  la  courbe  et  le  rayon  de  lu- 
mière se  confondent  avec  une  asymptote  de  l'in- 
dicatrice, 889,  890.  —  Détermination  des  points 
limites  des  parties  réelles  d'une  ligne 'd'ombre 
propre  en  général,  892;  d'une  surface  de  révo- 
lution, 894-900. 
Parties  réelles  des  courbes  d'ombre  portée,  en  gé- 
néral, 901,  902, 907;  de  la  courbe  d'ombre  portée 
par  un  tore  sur  lui-même,  903-906. 
Pénétration.  --  [Voir  Arrachement.) 
Perron.  —  Ombres  d'un  perron  représenté  par 
des  figures  géométrales,  324  ;  par  une  figure  ca- 
valière, 38 1;  par  une  figure  isométrique,  382- 
387. 
Perspective  âxonométrique.— Notions  générales 
et  exercices  divers,  292-305.  —  Ombres  sur  les 
figures  axonométriques,  378,  392-396.  —  Déter- 


mination des  points  brillants  sur  ces  figures. 
429,  43o. 
Perspective  cavalière.  —  Notions  générales  et 
exercices  divers,  3ïi-3i8.  —  Ombres  sur  les 
perspectives  cavalières,  378-381,  397-399.  (Les 
figures  5,  6,  7,  241-245,  25i,  284,  3o2,  3o3,  3o5, 
327,  328,  329,  33o,  332  et  354  ^^^^sont  des  per- 
spectives cavalières.) 
Perspective  isométrique.  —  Notions  générales, 
307-3 10.  —  Ombres  d'un  perron  représenté  par 
une  perspective  isométrique^  382-387. 
Perspective  monodimétrique.  —  Définition,  3o6. 
—  Représentation  d'une  héhce  par  une  perspec- 
tive monodimétrique,  949. 
Plan.  —  [Voir  Figures  géométrales.) 
Plan  central.  —  Définition  du  plan  central  d'une 
génératrice  d'une  surface   gauche,  622.  —  Les 
plans  centraux  des  génératrices  d'un  conoïde 
sont  perpendiculaires  au  plan  directeur,  64a.-  — 
Plan  central  d'une  arête,  677. 
[Voir   Ligne   de   striction,    Plan    tangent,  Point 

central.) 
Plan  de  rebroussement  d'une  développabie  en 
un  point  de  l'arête,  [\l\%\  d'un  conoïde,  666; 
d'une  surface  gauche  en  général,  739  ;  de  la  sur- 
face du  biais  passé,  751.  —  Cas  où  le  plan  do 
rebroussement  se  confond  avec  le  plan  tangent. 
840. 
[Voir  Sommets  d'une  développabie,  d'une  surface 

gauche.  ) 
Plan  directeur.  —  Plans  directeurs  du  parabo- 
loïde, 586-590.  —  Projections  des  génératrices 
du  paraboloïde  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
l'un  des  plans  directeurs,  611.  —  Tous  les  pa- 
raboloïdes  de  raccordement  à  une  surface  gauche 
le  long  d'une  génératrice  ont  un  plan  directeur 
commun,  616. 
[Voir  Conoïde,  Conoïde  droit,  Conoïde  oblique. 

Cylindroïde,  Surface  de  la  vis  à  filets  carrés.) 
Plan  osculateur.  —  Plan  osculateur  d'une  courbe 
gauche,  214.  —  Si  la  directrice  d'un  cône  est 
en  un  point  tangente  à  une  génératrice,  le  plan 
osculateur  de  la  courbe  en  ce  point  est  tangent 
au  cône,  21 5.  —  La  projection  d'une  courbe 
gauche  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'un  de 
ses  plans  osculateurs  présente  une  inflexion  au 
point  correspondant,  217.  —  Les  plans  tangents 
d'une  développabie  sont  osculateurs  de  son  arête 
de  rebroussement,  447-  —  Construction  du  plan 
osculateur  en  un  point  déterminé  d'une  courbe 
gauche  donnée  par  ses  projections,  448,  859-862, 
Plan  osculateur  d'une  surface  gauche  en  un  point 
d'une  génératrice  singulière,  838.  —  Extension 
du  théorème  des  tangentes  conjuguées  au  cas 
où  la  surface  est  osculée  par  un  plan  au  point 
considéré,  908-910. 
Plan  tangent.  —  Son  existence,  cas  d'exception  , 
108,  180-181  [voir  Plan  de  rebroussement), 
—  Propriétés  des  plans  tangents  aux  cylindres 
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et  aux  cônes,  iiS,  iii;  aux  surfaces  de  révo- 
lution, 186;  aux  surfaces  développables,  447, 
470;  aux  surfaces  gauches,  692,  6i5,  617,  622. 
—  Problèmes  divers  de  plans  tangents  aux  cy- 
lindres et  aux  cônes,  1^7-134,  a86-a88;  aux 
surfaces  de  révolution,  190-191,  269,  428, 
43o;  à  l'hyperboloïde  de  révolution,  199-201; 
aux  surfaces  développables,  470;  à  l'hélicoïde 
développable,  969-971;  au  paraboloïde,  591;  aux 
conoïdes,  644-645,  648,  662,  672;  à  la  surface 
du  biais  passé,  755-766,  769;  aux  hélicoïdes, 
991-993,  1023,  1028,  1043  ;  à  la  surface  gauche 
qui  a  une  directrice  rectiligne  rencontrée  sous 
des  angles  égaux  par  les  génératrices,  1021;  aux 
surfaces  topograpbiques,  io63-io68.  —  Solution 
de  divers  problèmes  par  la  théorie  du  plan  tan- 
gent au  cône  de  révolution,  1 35- 141. 
Rayon  de  courbure  de  la  section  d'une  surface  par 
un  plan  tangent,  816,  817.  ~  Application  au 
tore,  873-876. 
[Foir  Normale.) 

Point  brillant,  Liv.  v,  Chap.  iy.  —  Point  bril- 
lant sur  la  vis  à  filets  triangulaires,  993;  sur  un 
conoïde,  648,  662. 
Point  central.  —  Définition  et  propriétés  du  point 
central  d'une  génératrice  d'une  surface  gauche, 
621-622,  845.  —  Point  central  d'une  arête,  636, 
677. 
[Foir  Ligne  de  striction.) 

Point  de  rebroussement.  — •  Définition,  88.  ~ 
Différents  ordres  de  rebroussement,  94,  437-439. 
—  Tangentes  d'une  courbe  à  un  point  de  re- 
broussement, 44^-  —  Cercles  osculateurs  d'une 
courbe  à  un  point  de  rebroussement,  840.  — 
Rebroussement  de  la  section  d'une  surface 
gauche  par  un  plan  passant  à  un  sommet,  666; 
d'une  courbe  tracée  sur  une  développable  et  de 
sa  transformée,  478-479;  de  la  section  d'une 
surface  de  révolution  dont  la  méridienne  a  une 
inflexion  par  son  plan  tangent,  823  ;  de  la  pro- 
jection d'une  courbe  gauche,  216-218,  232. 
(Foir  Arêtes  de  rebroussement.) 
Point  d'inflexion.  —  [Foir  Inflexion.) 
Pôles,  polaires.  —  Propriétés  fondamentales  des 
pôles  et  des  polaires  des  coniques,  419.  —  Plan 
polaire  d'un  point  donné  par  rapport  à  un  para- 
boloïde, 607  ;  à  un  hyperboloïde,  716.  —  Pro- 
priétés des  pôles  des  plans  des  Ugnes  doubles, 
de  la  développable  circonscrite  à  des  surfaces 
du  second  ordre,  par  rapport  à  ces  surfaces, 
496,  5io,  628. 
PoLHODiE.    —   Définition,    principales   propriétés 

géométriques,  939-945. 
Ponctuation.  —  Règles,  4,  12.  —  Trait  ressenti, 

377. 
Population.   -—  Tableau   graphique  faisant  con- 


naître la  répartition,  entre  les  différents  âges, 
de  la  population  mâle  en  France,  1094. 
Projection  conique.  —  Emploi  de  la  projection 


conique  pour  étudier  les  inflexions  et  les  re- 
broussements  à  l'infini,  182-184  ;  pour  construire 
l'intersection  d'une  surface  de  révolution  et  d'un 
cône,  256. 
Projection  oblique.  —  Projection  oblique  d'une 
tangente,  116;  d'une  ellipse,  161;  d'une  hélice 
sur  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe,  954-955, 

—  Les  lignes  d'ombre  portée,  pour  des  rayons 
parahèles,  sont  des  projections  obliques,  i32. 

—  Emploi  des  projections  obliques  pour  con- 
struire l'intersection  d'un  cylindre  avec  un  tore, 
254  ;  pour  étudier  les  propriétés  du  paraboloïde, 
587-600;  pour  déterminer  les  lignes  d'ombre 
d'un  objet,  370-376,  T019-1020,  io36-io37. 

(Foir  Perspective  cavalière.) 

Projections  auxiliaires.  —  Utilité  de  cette  mé- 
thode, 32.  —  Problèmes  élémentaires,  33-39.— 
Applications  diverses, -325,  578,  594,  645,  65o, 
73o. 

(Foir  Changement  des  plans  de  projection.) 

Projections  cotées.  —  Théorie  générale,  Liv.  m. 
~  Problèmes  relatifs  aux  surfaces  topogra- 
phiques,  Liv.  x. 

R 

Raccordement.  —  Raccordement  des  surfaces  gau- 
ches, 61 3,  614,  628,  —  Paraboloïdes  de  raccor- 
dement, 61 5,  6i6,  740.  —  Hyperboloïdes  de 
raccordement,  739-743.  —  Raccordement  de 
deux  hélicoïdes,  1021.  —  Quand  deux  surfaces 
gauches  se  raccordent  le  long  d'une  génératrice, 
ehes  sont  osculatrices  en  deux  points,  827. 

Quand  deux  surfaces  se  raccordent  le  long  d'une 
courbe,  leurs  sections  par  un  plan  tangent  à 
cette  courbe  ont  un  contact  du  troisième  ordre, 
906,  note.  ~  Raccordement  d'un  hélicoïde  non 
réglé  avec  une  surface  de  vis  à  filets  triangu- 
laires, 1043,  io44î  1047,  1049^  io5o,  io52. 

Rapport  ânharmonique.  —  Définition  et  proposi- 
tions élémentaires,  5x3,  5x5,  601,  699.  -—  Dans 
la  développable  circonscrite  à  deux  coniques,  le 
rapport  ânharmonique  des  quatre  points  où  une 
génératrice  rencontre  les  quatre  lignes  doubles, 
ou  les  lignes  de  contact  de  quatre  surfaces  du 
second  ordre  inscrites,  est  constant,  5x3,  942, 
note. 

[Foir  Division  homographique.) 

Rapport  harmonique.  —  Définition,  5x4.  —  Fais- 
ceau harmonique,  598,  60 x,  602.  —  Quand  une 
surface  gauche  est  éclairée  par  un  point  lumi- 
neux, situé  sur  une  génératrice  singulière,  le 
point  de  la  courbe  d'ombre  et  le  sommet  de  la 
surface  sont  conjugués  harmoniques  du  point  lu- 
mineux et  de  celui  où  la  surface  est  osculée  par 
un  plan,  834.  —  La  tangente  à  la  courbe  de 
contact  d'une  développable  circonscrite  et  la 
génératrice  de  cette  surface  sont  conjuguées 
harmoniques  des  asymptotes  de  l'indicatrice, 
877, 
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Rapporteur  isométrique.  —  Construction,  usage, 
3ïo. 

Rayon  de  courbure.  —  Définition,  94-95.  —  Ex- 
pressions, 777.— Rayons  de  courbure  des  lignes 
planes  en  leurs  points  singuliers,  487,  439-  — 
Construction  du  rayon  de  courbure  de  l'ellipse 
en  un  point  quelconque,  676,  863;  en  un  de  ses 
sommets,  779,  49^,  deuxième  note.  —  Rayon  de 
courbure  de  la  parabole,  780.  —  Construction 
du  rayon  de  courbure  d'une  courbe  donnée  par 
ses  projections,  859-862. 

Rayons  de  courbure  principaux  d'une  surface  en 
un  point,  785.  —  Construction  du  rayon  de 
courbure  d'une  section  normale,  809,  853  ;  d'une 
section  oblique,  8î5.  —  Rayon  de  courbure  de 
la  section  par  le  plan  tangent,  816,  817-,  appli- 
cation au  tore,  873-876. 

Relation  entre  les  rayons  de  courbure  des  sections 
d'une  développable  par  des  plans  parallèles,  45 1 . 
—  Rayons  principaux  d'une  surface  de  réyolu- 
tion,  8'2i;  d'une  surface  gauche  aux  différents 
pomts  d'une  génératrice  singulière,  887,  841^ 
842.  —  Produit  des  rayons  de  courbure  princi- 
paux en  un  point  donné  d'une  surface  gauche, 
8a6,  847. 

Rayon  de  seconde  courbure.  —  Définition;  le 
paramètre  de  déviation  d'une  courbe  tracée  sur 
une  surface  est  le  rayon  de  seconde  courbure 
de  la  courbe  lorsqu'elle  est  une  géodésique  de  la 
surface,  85i,  note.  —  Relation  entre  le  produit 
des  rayons  principaux  de  la  surface  des  nor- 
males principales  à  une  courbe  gauche  et  le 
rayon  de  seconde  courbure  de  la  courbe,  98 4 , 
note. 


Section  conique.  —  Section  plane  de  l'hyperbo- 
loïde  gauche,  693,  i\o,  —  Coniques  intersection 
de  deux  surfaces  du  second  ordre,  i5i.  —  Co- 
nique projection  de  l'intersection  de  deux  ellip- 
soïdes de  révolution,  a58.  —  Conique  intersec- 
tion de  la  surface  du  biais  passé  par  un  plan 
situé  à  l'infini,  778.  —  Coniques  homologiques, 
410,  41 1-  —  Constructions  relatives  aux  coni- 
ques, 412-418.  —  Propriétés  fondamentales  des 
pôles  et  des  polaires,  419-  —  Division  homo- 
graphique  des  tangentes  d'une   conique,   718. 

Génération,  par  des  coniques,  de  la  surface  déve- 
loppable du  quatrième  ordre,  45o;  du  conoïde 
oblique,  667-668;  du  cylindroïde,  65o;  de  la 
surface  du  biais  passé,  771. 

Développable  circonscrite  à  deux  coniques,  5oï- 
544.  —  Surface  d'égale  pente  circonscrite  à  une 
conique,  555-584. 

Dans  une  série  de  surfaces  du  second  ordre  in- 
scrites dans  une  même  développable,  et  dans 
une  série  de  surfaces  du  second  ordre  homo- 
focales,  la  transition  d'un  genre  à  un  autre  se 
fait  par  une  conique,  5^6,  918. 


m. 


{Foîr  Cercle,  Ellipse,  Indicatrice,  etc.) 
Sections  normales.  ~  Théorèm.es  sur  les  sections 
normales  d'une  surface,  784-786.  —  Classifica- 
tion des  surfaces  en  différents  genres,  d'après 
les  courbures  de  leurs  sections  normales,  798- 
808. 
Sections  obliques.—  Démonstration  du  théorème 
de  Meusnier,  81 5.  —  Application  de   ce   théo- 
rème à  la   détermination   des    sommets  d'une 
surface  d'égale  pente,  864  ;  à  la  construction  des 
rayons  de  courbure   et  des  plans  osculateurs 
d'une  courbe  donnée  par  ses  projections,  859- 
863. 
Sections  planes.  —  Sections  planes  du  cylindre, 
142-162;  du  cône,   163-179;  ^^  ^^  surface  de 
révolution,  192-196;  de  l'hyperboloïde  de  révo- 
lution, 2o5-2i2;  du  paraboloïde  gauche,  598, 
600;  du  cylindroïde,  65o-652;  du  conoïde  obli- 
que, 666-668;  de  l'hyperboloïde  scalène,  710- 
714;  de  la  surface  du  biais  passé,  767,  770,771; 
d'une  surface  d'égale  pente,  978-974  ;  de  l'héli- 
coïde  développable,  972,  975  ;  de  la  surface  de 
la  vis  à  filets   triangulaires,  989  ;  de  la  surface 
de  la  vis  à  filets  carrés,  1029;  d'un  héhcoïde 
non  réglé,  1042;  d'une  surface  topographique, 
io58. 
Section  d'une  développable  par  un  plan  contenant 
une  génératrice,  449-45o.  —  Les  sections  planes 
des  surfaces  gauches  ont  des  branches  infinies 
de  deux  genres  différents,  599.  —  Section  d'une 
surface  gauche  algébrique  par  un  plan  contenant 
une  génératrice,  618. 
[Foir  Plan  tangent.    Section   normale.    Section 

oblique.) 
Serpentin.  —   Définition  et  représentation  d'un 

sepentin,  io53. 
Sirs^usoÏDE.  —  Transformée  par  développement  de 
la  section   plane  d'un  cylindre  de  révolution, 
1 44-1 47-  — -  Projection  d'une  hélice  sur  un  plan 
parallèle  à  l'axe,  949-951. 
Sommets  d'une  développable.  —  Points   limites 
des  arcs  utiles  d'une  directrice,  points  de  re- 
broussement  de  l'arête,  458-463.—  Sommets  de 
la  surface  de  l'ombre  d'une  ellipse  éclairée  par 
un  cercle,  489,   491,  49^;  de  la  développable 
circonscrite   à  deux  coniques,  495,    49^,  52o, 
522;  d'une  surface  d'égale  pente,  549,  56i,  578, 
864.  —  Observations  sur  la  détermination  des 
sommets  par  l'analyse,   53 1,    note.—  Parallèle 
entre  les    sommets  d'une  développable  et  les 
sommets  d'une  surface  gauche,  681,  679. 
Sommets  des  surfaces  gauches.  —  Points  de  ren- 
contre de  deux  génératrices  consécutives,  limites 
des  arcs  utiles  d'une  directrice,  629,  632-633. 
—  Plan  tangent  à  un  som.met,  680.  —  Plan  de 
rebroussement,  666.  —  Les  lignes  d'ombre  pas- 
sent à  chaque  sommet  et  y  sont  tangentes  à  la 
génératrice,  684,   880.  —  Ligne  d'ombre  quand 
le  point  lumineux  est  dans  le  plan  tangent  le 
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long  de  la  génératrice  qui  passe  à  un  sommet, 
8^8-835.  —  Rayons  de  courbure  à  un  sommet, 
808.  —  Ra^^ons  de  courbure  des  sections  per- 
pendiculaires à  la  génératrice  qui  passe  à  un 
sommet,  837-840.  —  Dispositions  des  lignes 
asymptotiques  auprès  d'un  sommet,  934.  — 
Sommets  à  Finfuii,  635,  653.  —  Parallèle  entre 
les  sommets  d'une  développable  et  les  sommets 
d'une  surface  gauche,  679,  63 1. 

Sommets  du  conoïde,  608-659;  de  la  surface  du 
biais  passé,  751  ;  des  surfaces  dont  les  direc- 
trices ont  des  inflexions,  680. 

Sous-NORMÂLE.  ~  Sous-normalcs  de  la  spirale 
d'Archimède,  674,  99^^;  de  la  conclioïde,  369. 

—  Construction  de  la  sous-normale  de  la  section 
de  la  surface  du  biais  passé,  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe,  769. 

Sphère,  —  Perspective  cavalière  d'une  sphère, 
3 1 5-3 16,  —  Détermination  des  points  brillants 
d'une  sphère  représentée  par  une  perspective 
axouométrique,  43o.  —  Construction  delà  ligne 
d'ombre  d'une  surface  de  révolution  par  la  mé- 
thode des  sphères  inscrites,  362-365.  ~  Section 
d'un  tore  par  une  sphère  bi tangente,  871-872. 

—  Une  ligne  quelconque  tracée  sur  une  sphère 
peut  en  être  considérée  comme  une  Hgne  de 
courbure,  911.  —  Développable  circonscrite  à 
une  surface  du  second  ordre  et  à  une  sphère 
concentrique,  939-944- 

Spirale  d'Archimède.  —  L'intersection  du  conoïde 
de  la  voûte  d'arête  en  tour  ronde  avec  un  cy- 
lindre de  même  axe  se  projette  sur  un  plan  per- 
pendiculaire à  cette  droite  suivant  deux  arcs  de 
spirale  d'Archimède,  671-678.  —  Trace  de  la 
surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe,  989.  —  Sous-nor- 
male de  la  spirale  d'Archimède,  674,  992.  -- 
Relations  graphiques  entre  la  spirale  d'Archi- 
mède et  la  développante  de  cercle,  990. 

Spirale  hyperbolique.  —  Les  asymptotiques  et  les 
lignes  de  plus  grande  pente  d'une  surface  de  vis 
à  filets  triangulaires  dont  l'axe  est  vertical  se 
projettent  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe 
suivant  des  spirales  hyperboliques,  1024,  1081. 

Strophoïde.  —  Principales  propriétés  de  cette 
courbe,  i 000- i 001. 

Surface  d'égale  pente.  —  Théorie  générale  et 
appUcations  diverses,  Liv.  vi,  Chap.  m.  —  Hé- 
licoïde  développable,  Liv.  ix,  Chap.  ii.  —  Dé- 
termination des  sommets  d'une  surface  d'égale 
pente  par  les  théorèmes  d'Euler  et  de  Meusnier, 
864. 

Surface  de  la  vis  a  filets  carrés,  Liv.  ix, 
Chap.  iv.  —  Hélicoïde  de  la  vis  à  fdets  carrés 
employé  comme  surface  auxiliaire,  1048. 

Surface  de  la  vis  a  filets  triangulaires.  — 
Théorie  générale,  Liv,  ix,  Ckap.  m.  —  Surface 
de  vis  à  filets  triangulaires  appUcable  sur  un 
héUcoïde  gauche  général,  963.  —  Surface  auxi- 


liaire de  vis  à  hlets  triangulaires  de  raccorde- 
ment pour  les  hélicoïdes,  io43,  1044,  ïo47; 
Ï049,  io5o^  io52. 

Sup.face  du  bïâïs  passé.  —  Théorie  générale, 
749-774.  —  Ligne  d'ombre  quand  le  point  lumi- 
neux est  dans  le  plan  tangent  le  long  d'une 
génératrice  singulière,  833.  —  Centres  de  cour- 
bure aux  divers  points  d'une  génératrice  singu- 
lière, 844. 

Surfaces  de  révolution.  —  Notions  générales. 
185-196.  —  Courbure  des  surfaces  de  révolu- 
tion, 821-823.  —  Rebroussements  de  la  méri- 
dienne, 876,  note.  ~  Intersection  d'une  surface 
de  révolution  avec  un  cylindre,  253-255  ;  avec 
un  cône,  256;  avec  une  a-utre  surface  de  révo- 
lution, 257-261.  —  Lignes  d'ombre  d'une  sur- 
face de  révolution,  870-876  ;  lignes  de  courbure, 
911  ;  lignes  asymptotiques,  936;  lignes  de  plus 
grande  pente  dans  le  cas  où  l'axe  est  vertical, 
1073. 
7;//^  Cône  de  révolution,  Hyperboloïde  de  révolu- 


tion, Tore.  ) 

Surfaces  développables.  ■-■  Théorie  générale, 
Liv.  yî,  Ghâp.  i.  —  Surface  d'ombre  et  de  pé- 
nombre, Liv.  Yi,  Chap.  ii.  —  Surfaces  d'égale 
pente,  Liy.  yï,  Ciiâp.  ïïï.  —  Hélicoïde  dévelop- 
pable, Lïv.  ïx,  Chap.  u. 

Paramètres  des  génératrices  d'une  développable 
considérée    comme    une    surface  gauche,  636. 

—  Parallèle  entre  les  points  de  l'arête  de  re- 
broussement  d'une  développable  et  les  som- 
mets d'une  surface  gauche,  679.  —  Théorèmes 
relatifs  à  la  courbure  des  surfaces  dévelop- 
pables, 801,  8o5,  806,  857,912.  —  Construc- 
tion des  sommets  d'une  surface  d'égale  pente 
par  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces,  864. 

—  Développable  asymptote  d'une  surface  gauche, 
689,  747,  835,  836;  d'un  hyperboloïde  gauche, 
692,  693;  d'un  hélicoïde  gauche,  966.  —  Dé- 
termination de  la  tangente  à  la  courbe  de  con- 
tact d'une  développable  circonscrite  à  une  sur- 
face, 877. 

Surfaces  d'ombre  et  de  pénombre.  —  Théorie 
générale  et  applications,  Liv.  vi,  Chap.  ii. 

(Foi?'  Lignes  d'ombre  propre,  Lignes  d'ombre 
portée.) 

Surfaces  du  second  ordre.  •—  Principaux  cas 
dans  lesquels  l'intersection  de  deux  surfaces  du 
second  ordre  se  compose  de  deux  courbes  planes, 
252.  —  Série  de  surfaces  du  second  ordre  ayant 
une  commune  intersection,  534,  ï^ote. 

Développable  circonscrite  à  deux  surfaces  du  se- 
cond ordre,  488-544.  —  Surfaces  du  second 
ordre  homofocales,  543-544,  917-918.— Surfaces 
du  second  ordre  osculatrices  d'une  surface  don- 
née, 791-79:2,  794,  795.  —  Lignes  de  courbure, 
ombilics  des  surfaces  du  second  ordre,  918  920. 
—  Polhodies,  989-945. 

(  Voir  Cône  de  révolution,  Ellipsoïde,  etc.] 
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Surfaces  gauches.  —  Théorie  générale,  Liv.  vu , 
Ghap.  iï.  —  Paraboloïde,  Liv.  vu,  Chap.  i.  ■— 
Hyperboloïde,  197-212,  et  Liv.  vu,  Chap.  iy.— 
Gonoïde,  Liv.  vu,  Chap.  m.  —  Surfaces  gau- 
ches qui  n'ont  pas  de  plan  directeur,  Liv.  vu, 
Chap.  v.  —  Notions  générales  sur  les  hélicoïdes 
gauches,  957-967.  —  Surface  de  la  vis  à  filets 
triangulaires,  Liv.  ix,  Chap.  m.  —  Surface  de 
la  vis  à  filets  carrés,  Liv.  ix,  Chap.  iv. 
Notions  sur  la  courbure  des  surfaces  gauches,  824, 
826.  —  Quand  deux  surfaces  gauches  se  rac- 
cordent le   long   d'une   génératrice,   elles  sont 
osculatrices   en  deux  points,   827.    —  Rayons 
de  courbure   d'une   surface  gauche  aux  divers 
points  d'une   génératrice  singulière,   887-844. 
—  Surfaces  gauches  lieux  de  normales  à  une 
surface,    845-858.    —    Construction  des  tan- 
gentes et  des  asymptotes  aux  courbes  d'om- 
bre des   surfaces  gauches,  882-887.  —    Ligne 
d'ombre  d'une  surface  gauche  quand  le  point 
lumineux  est  dans  le  plan  tangent  le  long  d'une 
génératrice  singulière,  828-836.— Surface  gauche 
lieu  des  asymptotes  de  l'indicatrice  d'une  sur- 
face de  révolution  aux  divers  points  d'un  méri 
dieu,  823,  894.  —  Lignes  asymptotiques  des  sur- 
faces gauches,  933-935. 
(Fo/r  Cône  directeur,  Ligne  de  striction,  Paramè- 
tre de  distribution,  Point  central,  Surface  dé- 
veloppable.  ) 
Surfaces  hélicoïdes. —  Théorie  générale,  Liv.  ix, 
Chap.  i.  —    Hélicoïde  développable ,   Liv.  ix, 
Chap.  ii.  —  Surface  de  vis  à  filets  triangulaires, 
Liv.  IX,  Chap.  m.  —  Surface  de  la  vis  à  filets 
carrés,  Liv,  ix,  Chap.  iv.  —  HéUcoïdes  non  ré- 
glés, Liv.  IX,  Chap.  v. 
Lignes  de  plus  grande  pente  delà  surface  de  la  vis 
à  filets  triangulaires  et  de  la  surface  de  la  vis  à 
filets  carrés,  1081. 
Surfaces  moulures.  —  Définition.  Lignes  de  cour- 
bure, 913. 
Surfaces  orthogonales.  —  Théorème  de  M.  Ch. 
Dupin,  915.  — Surfaces  du  second  ordre  homo- 
focales,  916. 
Surfaces  topographiques.  —  Théorie  générale, 
Liv.  IX,  Chap.  ï.  —  Tableaux  graphiques,  Liv.  ix, 

ClîAP.  II. 


Table  de  Pythagore.  — Tableaux  graphique  pro- 
pre à  remplacer  la  Table  de  Pythagore,  io85, 
1090. 

Tableaux  graphiques.  —  Théorie  générale  et 
exemples  divers,  Liv.  x,  Chap.  ii. 

Tangente.  —  Définition,  86,  2i3.  • 
aux  courbes  graphiques,  100,  loi. 
à  la  projection  d'une  courbe,  116. 
à  la  section  plane  d'un  cylindre  ou  d'un  cône  en 
un  point  donné,  i43,  149,  ï56j  164,  288. 


—  Tangentes 

—  Tangente 

—  Tangente 


Tangente  horizontale  à  Vd  section  plane  d'un 
cylindre,  î48,  162.  —  Tangente  à  la  trans- 
formée par  développement  de  la  section  plane 
d'un  cylindre  ou  d'un  cône,  i44>  ^^9,  168» 

Tangente  de  la  section  plane  d'une  surface  de  ré- 
volution soit  en  un  point  donné,  soit  perpendi- 
culaire à  la  ligne  de  terre,  194,  196.  —  Tan- 
gente de  la  section  plane  de  l' hyperboloïde  de 
révolution,  2o5  ;  d'une  surface  d'égale  pente, 
973-975,  985. 

Tangentes  aux  intersections  de  cônes  et  de  cylin- 
dres, 226,  23o,  235  ;  à  l'intersection  d'une  sur- 
face de  révolution  et  d'un  cylindre^  255;  à  rin- 
tersection  de  deux  surfaces  de  révolution,  soit 
comme  appartenant  aux  deux  plans  tangents . 
soit  comme  perpendiculaire  au  plan  des  nor- 
males, 259,  260;  à  l'intersection  de  deux  sur- 
faces qui  se  touchent,  236,  865-869. 

Tangentes  à  des  courbes  d'ombre  portée  de  ligues, 
33 1,  337,  339,  393,395,  397,  398;  à  la  courbe 
d'ombre  portée  d'une  surface,  35o  ;  à  la  ligne 
d'ombre  propre  d'un  tore  dans  le  cas  de  rayons 
parallèles,  369.  —  Tangente  horizontale  à  la 
courbe  d'ombre  propre  d'une  surface  de  révolu- 
tion, 344,  358.  —  Construction  des  tangente^ 
aux  courbes  d'ombre  propre,  en  général,  878- 
881.  —  Application  aux  surfaces  gauches,  882- 
887  ;  à  la  surface  de  la  vis  à  filets  triangulaires, 
10 12- 1014  ;  à  la  surface  de  lavis  à  filets  carrés., 

1034. 

Tangente  à  la  spirale  d'Archimède,  674,  992;  a 
la  section  de  la  surface  du  biais  passé  par  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe,  769. 

(Foir  Tangentes  conjuguées.  ) 

Tangentes  conjuguées.—  Théorème  des  tangentes 
conjuguées,  Liv.  viii,  Chap.  m.  —  Construction 
d'une  tangente  conjuguée  à  une  tangente  donnée, 
853.  —  Théorèmes  divers  sur  les  tangentes  con- 
juguées, 788,  852,  870,  905. 

(  Foi?'  Parties  virtuelles.) 

Terrassements.  —  Problèmes  graphiques  sur  les 
terrassements,  283,  284,  548-554.  —  Tableau 
graphique  pou  rie  calcul  des  terrassements,  1091. 

Tore.  —  Représentation,  constructions  diverses, 
187-196.— Intersection  par  un  cylindre,  253-255  : 
par  une  sphère  tangente,  868,  869.  ~  Sections 
circulaires,  870-872.  —  Rayon  de  courbure  de  la 
section  par  un  plan  tangent,  873-876.  — -  Ligne 
d'ombre  de  la  partie  convexe,  342-355,  878;  de 
la  partie  à  courbures  opposées,  893-904.  — 
Quand  les  rayons  sont  parallèles,  la  projection 
horizontale  de  la  courbe  d'ombre  du  tore  est  la 
conchoïde  d'une  ellipse,  368-369.  —  Mener  par 
un  point  donné  une  droite  qui  touche  un  tore 
en  deux  points,  904,  note. 

Température.  —  Tableau  graphique  représentant 
les  températures  moyennes  à.  Halle,  1086. 

Transformation  homologique.  —  Théorie  géné- 
rale, Liv.  v,  Chap.  iiï.  —  Un  hyperboloïde  sca- 
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lène  peut  être  changé  en  un  hyperboloïde  de 
révolution  par  une  transformation  homologique, 
707-709.  —  Relations  d'homologie  entre  les  pro- 
jections des  directrices  circulaires  du  biais  passé, 
753.  —  Quand-  les  rayons  d'homologie  sont  pa- 
rallèles entre  eux  et  à  l'axe  d'homologie,  toute 
courbe  tangente  à  cet  axe  est  osculatrice  de  sa 
transformée,  89 1. 
Transformées  par  développement.  —  Conserva- 
tion des  angles  de  deux  transformées  par  déve- 
loppement, 118,  122,  47^-  —  Constructions 
diverses  de  transformées  et  de  leurs  tangentes, 
144-147,  169,  167-168,  175-176,  492,  980,987. 


~  Rayons  de  courbure  des  transformées,  474, 
475,  492,  819.  —  Inflexion  des  transformées, 
145,  169-171,  176,  477-479-  —  Transformées 
d'une  ligne  double,  47^^- 


V 


Vis.  —  Représentation  d'une  vis  à  filets  triangu- 
laires et  de  son  écrou,  loi 8-1020;  d'une  vis  à 
filets  trapézoïdaux,  1018,  note;  d'une  vis  à  filets 
carrés  et  de  son  écrou,  io35-io37;  d'une  vis 
double  à  filets  carrés,  io35. 
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AVERTISSEMENT. 


Les  tailles  on  hachures  que  Ton  voit  sur  un  grand  nombre  de  figures  ont 
différentes  significations.  Sur  les  quinze  premières  planches,  elles  indiqnent 
des  ombres  propres  ou  des  ombres  portées. 

Les  Planches  XXIF,  XXV,  XXVI  et  XXVII  sont  consacrées  à 
F  étude  d'une  surface  d'ombre.  La  partie  de  cette  surface  qui  limite  F  ombre 
est  indiquée  par  des  hachures.  Sur  \^  figure  254,  les  hachures  indiquent 
F  étendue  occupée  par  l'ombre  dans  une  section  de  la  surface. 

Les  surfaces  représentées  sont,  en  général,  considérées  comme  recou- 
vrant des  corps  :  on  a  mis  des  hachures  sur  les  sections  planes  auxquelles 
ces  corps  sont  limités.  Par  exception,  les  surfaces  représentées  sur  les 
figures  â88,  3o6,  807,  vSio  et  3ii  sont  considérées  comme  de  simples 
feuilles;  pour  distinguer  leurs  deux  faces,  on  a  supposé  que  Fune  était 
blanche  et  l'autre  noire  :  cette  dernière  est  indiquée  par  des  hachures. 

Sur  \^  figure  194,  des  tailles  ont  été  mises  sur  la  partie  coupée  du  mur 
de  la  cheminée.  Aux  figures  272  et  273  la  section  chi  terrain  est  indiquée 
par  de  petites  tailles. 

Sur  les  figures  consacrées  à  la  démonstration  des  théorèmes  et  à  Fexpli- 
cation  des  constructions,  on  ne  considère  sur  les  surfaces  que  les  lignes 
représentées,  et  par  suite  les  parties  de  ces  lignes  qui  ne  dépassent  pas  les 
plans  coordonnés  sont  toujours  en  trait  plein.  A  cette  catégorie  appar- 
tiennent les  yïg^i^r^^  287,  24*2,  243,  244?  '^64,  276,  282,  296,  297,  3oo, 
3o2,  3o3,  3o5,  817,  3i8  et  819, 
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Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  corrections  suivantes  aux  lettres  de  la  figure  354  àis:  mettre  la  lettre  N2,  au  lieu 
deE^,  au  point  où  la  droite  N^Q  rencontre  la  ligne  G^^;  mettre  la  lettre  E^  au  point  où  la  droite  C^k'  prolongée  ren- 
contre la  droite  C.,^. 
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